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§  19.  Specielle  Fälle.  Die  Dichtigkeit  k  jedes  Punktes  ist  1,  oder 
eine  Function  seiner  Entfernung  vom  Mittelpunkte,  oder  eine  ganze  Function 
der  rechtwinkligen  Coordinaten.  Eine  Kugel,  deren  Dichtigkeit  in  jedem  Punkte 
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kürlich gegebene  Flächen  Q,  und  6  begrenzt  werden.  Specielles  wenn  die 
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legene Kugelflächen  begrenzte  homogene  Schale  übt  auf  alle  im 
hohlen  Räume  b e f i n  d  1  i c  h e n  P unkt e  e  i  n  e  c 0 n S  taut e  K raf t  aus.    Das- 
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§  1.  Unter  den  verschiedenen  Metboden  zur  genäherten  Be- 
stimmung der  Integrale,  oder  wie  es  in  der  Sprache  der  älteren 
Analysten  hiess,  zur  genäherten  Quadratur  krummliniger  Figuren*) 
nennt  Gauss  die  Newton- Cotesische,  welche  sich  auf  die  Inter- 
polationsmethode gründet,  eine  der  brauchbarsten.**) 

Um  das  Integral  einer  continuirlichen  Function  ip(x)  zwischen 
gegebenen  Grenzen  g  und  h  angenähert  zu  berechnen,  wenn  der 
Werth  von  \p(x)  für  Abscissen  rr=aT,  a2,  etc.,  an,  die  in  dem 
Intervalle  von  g  bis  h  liegen,  bekannt  ist,  sucht  Newton  eine 
ganze  Function  n— lte"  Grades  q>(x)  auf,  welche  für  die  be- 
treffenden Abscissen  mit  ip{x)  übereinstimmt.***)  Das  leicht  aus- 
zuführende genaue  Integral  von  q>{x\  zwischen  denselben  Grenzen 
g  und  h,  vertritt  dann  näherungsweise  die  Stelle  der  Quadratur  der 


:")  Newton,  Methodus  differentialis,  in  der  Ausgabe  von  Horsley,  London 
1779,  T.  I.  auf  S.  521  —  528,  prop.  VI:  Figuram  quamcunque  curvilineam  quadrare 
quamproxime,  cujus  Ordinatae  aliquot  inveniri  possunt.  Jacobi  giebt  im  1.  Bde. 
v.  Crelle's  Journ.  S.  302  an,  dass  dieser  Methodus  etc.  zuerst  in  der  Amsterdariier 
Ausgabe  der  Principia  phil.  nat.  erschienen  sei,  welche  auf  Kosten  von  Bentley 
veranstaltet  wurde. 

**)  Göttingische  gelehrte  Anzeigen.  1814  September  26,  Werke  III,  S.  202 
bis  206,  auf  S.  202.  Ich  habe  mir  erlaubt,  an  einigen  Stellen  die  Wortfassung  von 
Gauss  beizubehalten,  z.B.  an  der,  welche  Cotes  betrifft,  dessen  Verdienste  Gauss 
scharf  zeichnet. 

Prop.  IV.     Si  recta  aliqua  in  partes  quotcunque  inaequales  .  .  .   dividatur, 
et   ad    puncta   divisionum    erigantur    parallelae  .  .  . ,    invenire   Curvam    Geomctricam 
generis  Parabolici,  qnae  per  omnium  erectarum  tcrminos  transibit. 
Heine,  Anwendungen  de*  Kugelfunctionen,    2.  Aul 
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vorgegebenen  Function,  und  zwar  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade 
\un  Genauigkeit,  wenn  man  eine  hinreichend  grosse  Zahl  n  der 
( Irdinaten  \jj(x)  in  Anwendung  bringt. 

Newton  empfiehlt  (Scholium)  die  Construction  von  Tafeln, 
wobei  mau  die  a  in  arithmetischer  Reihe  auf  einander  folgen  lassen 
solle,  und  giebt  selbst  das  Resultat  der  Rechnung  für  n  —  4  an: 
Wenn  1  die  Summe  aus  der  ersten  und  letzten  Ordinate  (für  er,  =  g 
und  ai  =  h\  B  aus  der  zweiten  und  dritten  bezeichnet,  so  sei  an- 
genähert das  Integral,  der  gesuchte  Flächeninhalt,  gleich 

Cotes,  welcher  für  sich,  und  ehe  noch  Newton' s  Schrift 
Methodus  differentialis  erschienen  war,  schon  im  Jahre  1707,  ähn- 
liche Untersuchungen  angestellt  hatte,  wurde  durch  die  zierliche 
Form,  in  welcher  Newton  das  Endresultat  in  obigem  Beispiele 
dargestellt  hatte  (pulcherrima  et  utilissima  regula  nennt  es  Cotes) 
bewogen,  diese  Vorschriften  weiter  und  bis  auf  den  Fall  von  11  Ordi- 
naten  auszudehnen.  Das  Resultat,  mit  Einschluss  der  von  Newton 
gewünschten  Tafeln,  giebt  er  bis  n  =  11  (S.  u.  §  4)  am  Schluss  der 
Abhandlung  de  methodo  differentiali ,  welche  einen  Theil  der  Har- 
monia  mensurarum  ausmacht,  ohne  sich  über  das  Verfahren,  wo- 
durch er  sie  berechnet  hat,  weiter  zu  erklären. 

Das  Folgende  enthält  zunächst  eine  Darstellung  der  Newton- 
Cotesischen  Methode  in  der  Sprache  der  heutigen  Analysis.  Hierauf 
wird  gezeigt,  wie  Gauss*)  eine  grössere  Annäherung  erreicht,  in- 
dem er  die  n  Abscissen  cc  in  cp(x)  nicht  mehr  in  einer  arithmetischen 
Reihe  auf  einander  folgen  lässt,  sondern  für  sie  die  Wurzeln  einer 
gewissen  Gleichung  wten  Grades  setzt.  Einen  Platz  in  diesem  Hand- 
buche erhält  die  Darstellung  der  Näherungsmethode  von  Gauss, 
weil  jene  Gleichung  zur  Bestimmung  der  a  in  Pn(x)  =  0  übergeht 
sobald  g  =  —  1,  h  =  1  gesetzt  wird.  Dies  soll  bei  den  folgenden 
Untersuchungen  immer  geschehen;  der  allgemeinere  Fall  lässt  sich 
auf  diesen  specielleren  durch  die  Substitution 
„       h  +  (J    i  „  h~ 9 


*)  Methodus  nova  integralium  valores  per  approximationem  inveniendi.  Comment. 
soc.  reg.  scient.  Gottingensis  rec.  Vol.  III,  1816  (Soc.  reg.  scient.  exhibita  1814  Sept.  16. 
Werke  III,  S.  163—196. 
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zurückführen,  indem  man  offenbar  hat 

9  —1 

Z.  B.  besteht  zwischen  einem  Integrale  in  den  Grenzen  0  und  1, 
und  einem  solchen  in  den  Grenzen  —1  und  1  die  Beziehung 

o  *_i 

Bleibt  ip(x)  unverändert,  wenn  man  x  in  —  x  verwandelt,  so  hat  man 

— 1  *— 1 

§  2.  Von  den  verschiedenen  Functionen  der  Veränderlichen  x, 
welche  für  n  gegebene  Werthe  von  x,  die  durch  an  oa,  etc.,  ccn 
bezeichnet  werden,  willkürlich  gegebene  Werthe  c, ,  c2,  etc.,  cn  an- 
nehmen, ist  eine  ganz  und  vom  Grade  n— 1;  man  kann  hinzufügen, 
dass  es  auch  nur  eine  solche  giebt.     Setzt  man 

(1)  .  .  .     N(x)  =  (#-«,)(#-«,)...(>-<) 
so  ist  diese  Function 

JV(a:)L"^a1jjV'(o1)"  +  "^-a>)V(a>)  +  et°'  +  ~&~-  aJN' (o,)  J ' 

Da  nämlich  N(ar)  Null,  also  N(x)  gleich  N(x)  —  N(at)  wird  und 
daher  durch  x  —  av  getheilt  werden  kann,  so  hat  der  Factor  von 
cy  in  dem  vorstehenden  Aggregat  den  Grad  n—  1.  Für  x  =  av 
verwandelt  er  sich  in  1,  während  zugleich  die  Factoren  der  übrigen 
Constanten  c  verschwinden.  Gäbe  es  ferner  noch  eine  zweite  Func- 
tion mit  denselben  Eigenschaften,  so  wäre  die  Differenz  dieser  und 
der  ersten  eine  ganze  Function,  höchstens  vom  Grade  w— 1,  die 
für  x  =  an  a2,  etc.,  an  verschwindet,  also  durch  die  Function  N(x) 
von  höherem,  dem  wten  Grade  theilbar  sein  müsste. 

Setzt  man  statt  cn  c2,  etc.  die  Werthe,  welche  ip(x)  für  n  ver- 
schiedene Abscissen  x  =  an  a2,  etc.  annimmt,  die  in  dem  Intervalle 
von  —1  bis  1  oder  auch  zum  Theil  auf  den  Grenzen  liegen  mögen, 
so  ist 

(2)...     cf{x)  =  N{x)Z  ,       twr^ 

die  ganze  Function,    höchstens  vom  Grade  «  —  1,    welche  für  jene 
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ii  AbscissOD  mit  W(x)  iibereinstirnnit,  und  auch  im  ganzen  Verlaufe, 
von  x  =  —  1  bis  x  =  1,  der  Function  ifj  beliebig  nahe  bleibt,  wenn 
man  //  gross  genug  nimmt,  und  die  Abscissen  nach  einem  solchen 
Gesetze  wählt,    dass  die  Differenz  zwischen  je   zwei  auf  einander 

folgenden  a,.  —  ctv+x,  entweder  -     ist,  wie  bei  der  unten  folgenden 

Methode  von  Cotesius,  oder  doch,  mit  n  multiplicirt,  für  n  =  oo 
gleich   1    wird. 

Das  Integral  der  ganzen  Function  tp(x)  läset  sich  ausführen, 
und  stellt  einen  angenäherten  Werth  des  gesuchten  Integrales  von 
xp(x)  vor.  Bildet  man  also  aus  den  n  Abscissen  «,,  «.,,  etc.  a„, 
die  zwischen  —1  und  +1,  oder  zum  Theil  auf  jhl  liegen,  nach  (1), 
die  ganze  Function 

N(x)  =  (x  —  aj(x  —  a.J  ...(x—  a„) 
und  setzt 

J_       /-    N(.r)dx     _ 
W'"       N'(av)J_x      x-a,      ~An 

sii  wird  ein  Näherungswerth  von    /    \p(x)dx  gleich 

—i 

(4)  .  .  .    j  cp(x)dx  =  Altp(a1)  +  Aiip(a2)  +  '»-\-Anxff(an). 

—i 

Setzt  man  \p{x)  =  1,  so  wird  q>(x)  =  1,  woraus  sich  ergiebt,  dass 
die  Summe  der  n  Zahlen  A  gleich  2  ist. 

Ein  Beweis  dafür,  dass  q>  ein  Näherungswerth  von  \p  sei,  ist  mir  nichl 
bekannt,  weshalb  ich  unten  (§11)  einen  solchen  hinzufügen  werde.  Man  scheint 
es  in  der  Thal  bisher  für  selbstverständlich  gehalten  zu  haben,  dass  eine  ganze 
Function  n  —  lte"  Grades  (f,  welche  n  Punkte  mit  einer  vorliegenden  coniinuir- 
lichen  üi  gemein  hat,  ihr  im  ganzen  Verlaufe,  auch  in  den  Punkten,  welche 
zwischen  den  n  Punkten  liegen,  sehr  nahe  bleibt,  wenn  n  sehr  gross  ist.  Setzt 
man  die  Summe  der  ersten  n  Glieder  aus  der  Reihe  für  \p(jx)  gleich  f(x),  so 
ist  diese  Function  n  —  lte"  Grades  in  der  Thal  als  Näherungswerth  von  ipQc) 
zu  bezeichnen,  da  sie  sich  mit  wachsendem  n  dem  xfj  beliebig  nähert.  Daher 
ist  der  Ausdruck 

welcher  genau  f(pc)  wird,  ein  Näherungswerth  von  xp(x).  Ersetzt  mau  in  (ö) 
die  f{cty)  durch  i[)(a,,),  so  dass  aus  (a)  die  rechte  Seite  von  (2)  entsteht,  so 
hat  man  den  Zähler  jedes  v1''"  Gliedes  zwar  nur  um  die  kleine  Grösse  lp(ccy)  —  f(ccy) 
verändert;  nichts  desto  weniger  könnte  aber  der  so  entstehende  Ausdruck,  das 
<p(x)  in  (2),  für  grosse  Werthe  von  n  eine  erhebliche  Aenderung  gegen  den 
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früheren  Werlli  f(x)  aufweisen,  und  sieh  daher  weit  von  der  Summe  der  ersten 
n  Glieder  in  der  Reihe  für  xp  entfernen. 

Für  die  numerische  Rechnung  freilich  Iässt  sich  das  Redenken,  oh  wirklich 
die  rechte  Seite  von  (4)  als  Näberungswerth  des  Integrals  von  xp  anzusehen  sei, 
leicht  beseitigen.  Aus  den  unten  folgenden  Tafeln  ersieht  man  nämlich,  dass 
die  A,  deren  algebraische  Summe  für  jedes  n  genau  2  ist,  Zahlwerthe  besitzen, 
deren  Summe,  wenigstens  für  alle  Werlhe  von  n  die  man  faclisch  hei  der  Inter- 
polation benutzt  (bei  der  Methode  von  Cotes  nimmt  man  n<ll,  bei  der  von 
Gauss  M<.7),  entweder  genau  2  ist  oder,  wo  sie  grösser  wird,  doch  noch 
nicht  10  erreicht.  Unterscheidet  sich  xp  von  f(x),  jener  Summe  der  ersten 
n  Glieder  der  Reihe  für  xp(z),  höchstens  um  eine  kleine  Grösse  e,  so  wird 
daher  die  rechte  Seite  von  (4)  sich  von 

(b)  ...  AJ(al)  +  A,f(aJ-{---  +  Anf(al) 
um  weniger  als  lOfi  unterscheiden,  und  ist  andrerseits  genau  gleich  dem  Integral 
von  f(x)  zwischen  den  Grenzen  +1.  Dieses  unterscheidet  sich  von  dem  ge- 
suchten Integrale  der  Function  xp  höchstens  um  2fi,  so  dass  die  rechte  Seite 
von  (4),  wenn  die  Reihe  für  xp  schnell  convergirt,  in  der  That  als  Näberungs- 
werth des  Integrals  von  xp  angesehen  werden  darf. 

Der  Ausdruck  (6)  ist  ebenso  gut  ein  Näberungswerth  unseres  Integrals; 
man  darf  aber  nicht  übersehen,  dass  xp,  und  nicht  f,  als  gegeben  angenommen 
wird.  Liegt  eine  solche  Reihe  für  xp  vollständig  vor,  so  wird  es  sich  oft 
empfehlen,  dieselbe  Glied  für  Glied  zu  integriren  ,  und  so  das  Integral  von  \p 
durch   Annäherung  zu  ermitteln. 

§  3.  Wir  fassen  die  Vereinfachungen  in's  Auge  die  entstehen, 
sobald  man  die  a  so  wählt,  dass  neben  jedem  positiven  ar,  ein 
gleiches  aber  mit  dem  negativen  Zeichen  versehenes  vorkommt, 
dass  man  also  hat  an+i-v  =  —  ay>  wenn  man  die  a  der  Grösse 
nach  ordnet,  was  so  geschehen  soll,  dass  a1  >  a2  >■  etc.  >  a„. 
Diese  Vereinfachungen  treten  bei  der  Anwendung  der  beiden  Me- 
thoden ein,  die  wir  hier  behandeln,  sowohl  der  Newton-Cotesi- 
schen  als  auch  der  von  Gauss,  und  sind  bei  den  numerischen 
Rechnungen  besonders  zu  berücksichtigen.  Zunächst  ist  klar,  dass 
für  ein  ungerades  n  in  diesem  Falle  auch  die  Abscisse  a  =-•  0  vor- 
kommt. Ferner  reicht  es  hin,  die  Av  für  alle  Indices  zu  berechnen, 
welche  \n  nicht  übersteigen,  indem  diejenigen  A  einander  gleich 
sind,  welche  zu  gleichen  aber  entgegengesetzten  a  gehören.  Da 
uämlich  N(x)  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Function  ist,  so  hat 
man 

IVC-a;)  =  (-l)'8iV(x),    IV'C*0  =  (-l^-1^), 
und  hieraus 


l«-t-l-  y 


(-1)-!      /M     N(X) 

N'(a„)  J      x  +  av 


ß  Mechanische  Qtkadratar  §  r>,  5. 

Führt  man  unter  dem  Integrale  —  x  als  Veränderliche  statt  x  ein, 
so  geht  die  rechte  Seite  in  den  Ausdruck  für  1,  über,  und  mau  hat 
in  der  That  An+\   ,.  =    l». 

§4.  Cotes  lässt  die  Abscisseu  a  in  arithmetischer  Reihe  auf 
einander  folgen;  man  setzt  dazu 

n  —  1  n  —  3  n  —  5 

a.  = =-,     a.,  =  -   —=-  ,     g   =  i    ,     etc. 

w  —  1  w  —  1  W  —  1 

und  findet  die  Werthe  der  .4,  nach  der  Rechnung  von  Cotes,  aus 
der  folgenden  Tafel: 

Für  n  =  2,     [«,  =1,  a,  —  -1] 
A1  =  1  =  A,. 

Für  n  =  B,     [a,  =  1,  a._,  =  0,  a3  =  —  1] 

Ai  —  i  —  An     ^a  —  4' 

Für  n  =  4,     [a,  =  1,  a,  =  £,  a3  =  —  £,  a4  =  —  1] 

i4,  =  £  .=  44,    i42  =  f-  =  A,. 

Für  w  =  5, 

^i  =tl!      •^2=T5?      A%  =  TT" 

Für  w  =  6, 

-^l   =  ITT?      -^2  =  TT)       ^3  ==  T2" 

Für  «  =  7, 

^i  ==  tVö"?       ^2  =  "H")       -^3  =  TT"ö~?       ™A  =  tYs" 

Für  n  =  8, 

4     —     7  5  1  J      —   357  7  A      —     49  A      .—   2  9  8  9  , 

Ai  —  8  6  4  0  ?       A2  —  8640  ?      Az  —  TTtT?       /,4  —  8  6  4 '6 

Für  n  =  9, 

4      9  8  9  A      —     5.8.8  8  A      —  9  2  8  A      —    1  049fi 

Ai  —  14  17  5t      A-i  —  14175?      A3~        TTTTTi      Ai  —  14  I  7  5  ? 

A     908    - 

^5  —         -2  83  5 

Für  n  =  10, 

4     —    .2857  A     —    15  741  A     —      27  A     —    1209 

Ai  —  4  4  8  0  ö  5       ^2  —  4  4  8  0  ö  ?      Az  —   1120?       At  —  2  8  ö  ö'  ? 

4      —     28  8  9    , 

Für  n  =  11, 

A  ==  'iWVW?      ""2  ==  74844?      -«3  ~         9  9  7  I  i  ?      -^4  ==  623  7? 

4      —   4  82  5  4      —    17  807. 

^s  —         5544?      Aa  —  12474 

§  5.  Der  Ausdruck  (4)  giebt  einen  genauen  Werth  für  das 
Integral  von  tp,  wenn  ip  nur  auf  den  n— lteu  Grad  steigt.  Wir 
werden  nun  den  Fehler  aufsuchen,  welchen  die  zunächst  folgenden 
Glieder  der  Reihe 

(5)  ...     V'O)  =  *0+V* +  *»*'  +  - 
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verursachen.  Zur  Abkürzung  wollen  wir  den  Fehler,  den  man  da- 
durch begeht,  das*  man  die  rechte  Seite  von  (4)  statt  des  Inte- 
grales von  xp  setzt,  mit  Dxp(.r)  bezeichnen,  wobei  man  n  und  die 
einmal  gewählten  a  festhält,  sie  mögen,  wie  im  §4,  in  einer  arith- 
metischen Reihe  oder  in  anderer  Art  auf  einander  folgen.  Man  hat 
also 

(6)  .  .  .     Dxp{x)  =  /  xp(x)dx  —  jk  Av\p{a,). 

Ueber  diesen  Fehler  also  wird  hier  gehandelt. 

Stellt  man  hinter  den  Buchstaben  D  eine  andere  Function, 
z.  B.  rpt  +  ip.,,  so  ist  dies  so  zu  verstehen,  dass  auch  hier  noch  das 
früher  gewählte  n  und  die  einmal  gewählten  n  Abscissen  «,,  a8,  etc. 
festgehalten  werden.    Man  hat  also  die  Gleichungen 

D O.  <» + % 0)J  =  #Vi  0*0  -I-  D%  0*0 ;   D ic lP(x)]  =  c D V (*)i 

wenn  c  eine  Constante  vorstellt. 

Setzt  man  statt  xp(x)  eine  ganze  Function,  deren  Grad  n  —  \ 
nicht  übersteigt,  so  wird  cp(x),  aus  (2)  gebildet,  genau  gleich  xp(x) 
während  cp(x)  nicht  ip(x)  selbst,  sondern  nur  den  bei  der  Division 
von  xp{x)  durch  N(x)  entstehenden  Rest  darstellt,  sobald  xp  von 
höherem  Grade  ist.  Im  ersten  Falle  ist  daher  Dxp(x)  =  0.  Hieraus 
folgt  die  Gleichung  Dxv  =0  so  lange  v  <.  n,  wenn  man  durch  v 
eine  nicht  negative  ganze  Zahl  bezeichnet. 

Zertheilt  man  xp{x)  in  die  Summe  einer  ganzen  Function  »— lten 

Grades  und  von 

lnxn  -f-  ln+1xn+1  -| \-Xlt  xp 

so  wird  daher 

(7)  .  .  .     Dxp{x)  =  XHDaP  +  lK+1DaP+1-\ [-XpDxP, 

also  unabhängig  von  A0,  Xn  etc.,  Xn—i> 

Der  Fehler,  den  man  bei  der  angenäherten  Berechnung  des 
Integrals  von  xv  begeht,  ist  nach  (6) 

(8)  ...     Dx "==  j  xvdx  —  A^a\—A,a\ Anan. 

—i 
Da  dieser  Ausdruck  für  die  n  Werthe  v  =  0,  1,  2,  etc.,  n—1  Null 
ist,  so  liefert  er  zunächst  n  lineare  Gleichungen,  die  zur  Bestim- 
mung der  A  dienen  können.  Diese  sind  übrigens  schon  aus  (3) 
bekannt;  die  directe  Auflösung  der  vorstehenden  Gleichungen  giebt 
keine  neue  Form  für  die  A  sondern  nur  die  bekannte  (3). 
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Sind  die  Coefncienteu  A»,  K+\,  etc.  bekannt,  so  lässt  sich  bei 
der  Interpolation  aus  n  Wertlien  von  \p{x)  eine  grössere  Annähe- 
rung dadurch  erreichen,  dass  mau  die  Fehler  Dxl  für  die  entspre- 
chenden Werthe  v  =  n,  w+1,  etc.  aus  (8)  berechuet,  und  hierauf 
die  Correotion  (7) 

XnDxn  +  Xn+iDxn+1-\ 

zu  dem  angenäherten  Werthe 

A^p(aJ  +  A.^ipia.;)-^  ■'■-{■  Ayip(ar) 
hinzufügt. 

§  6.  Für  die  weitere  Ausführung  betrachten  wir  den  Fall 
dass,  wie  bei  der  Newton-Cotesischen  Methode,  neben  jedem 
positiven  a  eine  gleiche  und  entgegengesetzte  Abscisse  —  a  zur 
Interpolation  verwandt  wird  (S.  5).  Dann  sind  sämmtliche  Fehler 
Dxv ,  es  möge  n  ungerade  oder  gerade  sein,  Null,  sobald  v  ungerade 
ist.    Für  ein  gerades  v  und  für  v  =  0  hat  man  ferner,  nach  (8), 

2 

Dxv  =  — -——  A.a\-A.,al Anan  =  0 

v-j-1  -    " 

so  lange  v  <  n,  im  ganzen  n  —  \  oder  n  —  2  Gleichungen  je  nach- 
dem n  ungerade  oder  gerade  ist.  Da  im  ersten  Falle  noch  Dxn, 
im  zweiten  Dx71-1  verschwindet,  so  hat  man  statt  (7)  die  ein- 
facheren Ausdrücke  der  Correction,  für  ein  ungerades  n 

(7,  a)  ...     Dxp(x)  =  l^.1Dx"+l  +  Xn+3Dx»+*+'.> 
und  für  ein  gerades  n 

(7,6)...     Dxp  (x)  =  Xn  Dxn  +  Xn+<>  Dxn+2  +  •  •  • . 
Man  erkennt  hieraus,  dass  es  vorteilhaft  ist,  bei  der  Berechnung 
des  Integrales  bis  zu  einem  ungeraden  n  vorzugehen. 

Bei  der  Berechnung  der  Correctur  wird  sich  die  vorstehende 
Formel  für  Dxv  zu 

(8,0)  ...     $Dx*"  =  -^—r-AlaY-A.,al" Ahtf 

abkürzen,  wo  <u  für  ein  ungerades  n  die  Zahl  \(n—  1),  für  ein 
gerades  n  aber  ^n  vorstellt;  man  wendet  sie  an  für  Werthe  von  v 
die  i^H  sind. 

Bei  der  Berechnung,  in  dem  Falle  von  Cotes,  wenn  man 
also  setzt 

n—  1  n  —  3  n  —  5 


J         »2    =  "      -T->         «3    =      ~ T'         ^ 


n-1 '       2         n- 1 '       3         n— 1 
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ergeben  sich,  in  Folge  der  Rechnung  von  Gauss,  folgende  Werthe 
welche,  in  die  Ausdrücke  (7,  a — 6)  eingesetzt,  die  ersten  Glieder 
der  Correction  verschaffen: 

Für  n  =    2  ist  Dx:   =  —  -f,  Dx*  =  —  ■ f,  Dx<;  =  —  ^ • 

Für  n  =    3  ist  Dx4    =  -T%,  Dx«  =  -vy- 

Für  rc  =    4  ist  Dx*   =  —  1y^. 

Für  «  =    5  ist  Dsc6  =  —  ^jL. 

Für  n=    6  ist  Dz6  =  -tM^- 

Für  «  =    7  ist  Ar0   =  —  i  >1  i  s  • 

Für  n  =   8  ist  D*s  =  -5|§lig5- 

Für  n  =    9  ist  Zte10  =  --gff-g- 

Für  *  =  10  ist  D.r1"  -  -i5VA87VVt- 

Für  »  =  11  ist  Do;12  -  -  a&»\\W 
Anmerkung.  Die  von  Gauss  gegebene  Tafel  für  die  Cor- 
rection bezieht  sich  zunächst  auf  den  Fall  von  Integralen  zwischen 
den  Grenzen  0  und  1,  nicht  wie  bei  uns  zwischen  —1  und  +1. 
Man  erreicht  aber  durch  die  obige,  der  hier  vorliegenden  Form  der 
Aufgabe  angepasste  Tafel  dieselbe  Näherung  wie  durch  die  Tafel 
von  Gauss,  in  welcher  für  jeden  Werth  von  n  eine  grössere  An- 
zahl von  Constanten,  die  k  genannt  werden,  aufgeführt  ist,  welche 
bei  Berechnung  der  Correction  in  Betracht  kommen.  Die  Beziehung 
zwischen  den  k  von  Gauss  und  unseren  Constanten  wird  durch  die 
Gleichung  gegeben 

=  -&W  \p*  +  T  D*v+1  +  Ki^1}  *>*"+2+  etc.]; 

man  beachte,  dass  die  Glieder  auf  der  rechten  Seite  theilweise  0 
sind,  indem  Dxv  =  0,  wenn  v  ungerade  ist.  Daher  wird  für  ein 
gerades  n 

2"+'Ä«  =  Dxn,  ft<"+1>  =  0,  2"+3A<n+2>  =  Dxn+-  +  ^(n  +  lXni-2)Dxn, 
und  für  ein  ungerades  n 

fcW  =  0,  2n+2k(n+V  —  Dx*+\  2"+3Ä<B+2>  =  (n  +  Z)Dxn+l. 
Im  III.  Bde  von  Gauss  Werken,  Göttingen  1866,  sind  in  den  Zeilen, 
die  sich  dort  auf  n  =  5  und  n  =  8  beziehen,    die  Nenner  von  ft(,;) 
und  Ä(lt,)  resp.  in  52500  und  17301504  zu  verbessern. 

§  7.  Der  Grad  der  Annäherung,  welchen  man  erreicht,  wird 
durch  die  Wahl  von  n,  d.  i.  durch  die  Anzahl  der  Werthe,  aus 
denen  man  interpolirt,  bedingt,  ferner  durch  die  Beschaffenheit  von 


AM 
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»/'(#),  uud  endlich  durch  die  Auswahl  der  Abscissen  «.  Je 
nachdem  die  Curve  u  —  1'""  Grades  cp(x)  durch  diese  oder  jene 
Tunkte  von  xp(x)  gelegt  wird,  kann  der  Fehler  ein  verschiedener 
Bein.  Zwar  hängt  die  zweekmässigste  Wahl  der  Abscissen  von  der 
Beschaffenheit  der  Function  xV  ab;  will  man  aber  Tafeln  für  die  .4 
berechnen,  wie  sie  Newton  im  Auge  hatte,  die  für  jedes  gegebene 
continuirliche  xp  brauchbar  sein  sollen,  so  ist  festzuhalten,  dass  nur 
solche  a  zu  Grunde  gelegt  werden  dürfen,  welche  unabhängig  von 
der  Art  von  xp,  also  von  den  Coefficienten  X  in  (7)  sind.  Gauss 
zeigt,  dass  bei  geeigneter  Wahl  der  n  Abscissen  a  der 
Fehler  Dx>  nicht  nur  dann  (wie  bei  Anwendung  der  Methode  von 
Cotesius)  Null  ist,  wenn  v<.n,  sondern  sogar  immer  wenn  v<.2n. 
Der  Fehler  bei  dieser  Art  der  Interpolation  aus  n  Wertheu  wird 
also  unabhängig  von  den  ersten  2n  Coefficienten  k,  und  ist  Null, 
wenn  xp(x)  nur  auf  den  Grad  2?i— 1  steigt.  Da  man  auch  bei 
dieser  Auswahl  der  Abscissen  hat  ay  =  —  an+1-y,  so  findet  man, 
nach  §  3  S.  5,  aus  (7,  a—b)  für  den  Fehler  folgenden  Ausdruck,  der 
als  Correction  benutzt  werden  kann,  wenn  man  die  Constanteu 
hn,  ^2«+3j  °tc.  kennt: 

(7,  c)  ...     Dxp(x)  =  A,„  Dx-n  +  l,n+2 Dx2'l+2  +  Ln+i Dx2n+i  +  etc., 
der,  wie  es  nothwendig  sein  muss,  Null  ist,  wenn  xp  nicht  auf  den 
Grad  2m  steigt. 

In  der  Sprache  der  Geometrie  lässt  sich  dies  Resultat  folgender- 
massen  ausdrücken:  Bestimmt  man  auf  geeignete  Weise  n  Abscissen 
zwischen  —1  und  1,  und  wählt  auf  den  zu  ihnen  gehörenden  Or- 
dinaten  n  beliebige  Punkte,  so  bleibt  für  alle  verschiedenen  Curven 
xp(x)  von  einem  Grade,  der  2n  —  1  nicht  übersteigt,  welche  durch 
diese  n  Punkte  gelegt  werden,  der  Flächenraum  unverändert,  der 
durch  die  jedesmalige  Curve,  das  Stück  der  Abscissenaxe  von  —1 
bis  1,  und  die  beiden  Ordinaten  in  den  Punkten  +1  begrenzt  wird. 

§  8.  Um  solche  a  aufzufinden,  welche  auch  den  Gleichungen 
genügen 

Dxn  =  Dx"+l  =  Dxn+-  =  etc.  =  Dxin~l  =  0, 

bilden  wir  *)  eine  erzeugende  Function  der  Fehler  Dxr,  indem  wir 


*)  M.  vergl.  hierüber  auch  Scheibner,  Berichte  der  Eon.  sächsischen  Ge- 
sellschaft der  Wissenschaften,  math.  phys.  Classe,  Sitzung  vom  31.  Mai  1856,  S.  65  -76. 
Zu  den  2n  Gleichungen  Dxv  =0  für  v  —  0  bis  v  =  2n  —  1  gelangt  Herr  Schellbach, 
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nämlich  (8)  mit  ss-*'-1  multipliciren,  wenn  2  eine  hinlänglich  grosse, 
sonst  willkürliche  Zahl  bezeichnet,  und  die  so  entstehende  Glei- 
chung über  alle  v,  von  0  bis  00,  summiren.  Da,  wie  oben  bemerkt 
wurde,  neben  a  auch  jedesmal  —  a  zur  Abscisse  genommen  wird, 
woraus  Dxv  =  0  für  jeden  ungeraden  Exponenten  v  folgt,  so  erhält 
man  als  erzeugende  Function  der  Fehler 

»  D«)        .      a+1  •      Am 

v=o   z  z  —  a        ,/t=i  z  —  am 

einen  Ausdruck,  der  sich  noch  weiter  umformen  lässt.     Setzt  man 


r 


x  —  z 


so  ist  offenbar  y(z)  eine  ganze  Function  n  —  lten  Grades  von  z,  die 
sich,  nach  (3),   in  Am.N'(a»d  verwandelt  sobald  man  für  z  einen 
Werth  am  setzt,  welcher  N(z)  zu  Null  macht.     Setzt  man  noch 
2z  1  1 


z2  — a2         z  —  a        s-fo' 
so  wird  daher  die  erzeugende  Function  der  Fehler  gleich 


l°g- 


*+l       ,    «  i?(a>n)  ,    "  t)(am) 


•1  \S  JV'(«„,)0  -  O  \=t  JV(Ö,0(*  +  O 
Da  ij(a)  und  JV'(a)  durch  Vertauschung  von  a  mit  —  a  entweder 
unverändert  bleiben  oder  gleichzeitig  ihr  Zeichen,  nicht  aber  den 
Zahlwerth  ändern,  so  sind  die  beiden  vorstehenden  Summen  J£ 
einander  gleich ;  ihre  Summe  ist,  nach  der  bekannten  Interpolations- 
formel (2),  gleich 

9(s)    .         1       r  N(x)-N(z) 


N(z 


1     l   r 

)   ""  N(z)J 


dx, 


in  der  Abhandlung  über  mechanische  Quadratur  im  Programm  des  Friedrich- Wilhelms 
Gymn.  zu  Berlin,  (1877.  Progr.  No.  46)  ohne  direkte^  Anwendung  der  Lagrange'- 

schen  Interpolationsformel,   indem   er  annimmt,   man  könne    /    f{xz)dx,  für  alle  z, 

—l 
angenähert  gleich 

^/(«i  z)  +  A2f(«,  «)  +  ..•  +  Anf  (an  z) 

setzen,  wo  A  und  «  von  2  unabhängige  Constante  vorstellen.  Entwickelt  man  f(xz)  im 
Integrale,  und  in  dem  Näherungswerte  f(az)  nach  dem  MacLaur in' sehen  Satze, 
so  ist  in  der  Differenz  zwischen  dem  Integrale  und  dem  Näherungswerthe  mit  — — 
genau  der  Ausdruck  Dxv  aus  (8)  multiplicirt.  Will  man,  dass  z*  aus  der  Reihe  ver- 
schwinde, so  hat  man  also  die  Coustanten  A  und  «  so  zu  wählen,  dass  Dxv  gleich 
Null  wird. 
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und  dies,  offenbar,  gleich 

(er)  J         x  —  r 


A'(.r>/:.  »+1 

i — i. L   Ine ! 

N(x)  J        x—z      riu°»_l 


Wählt  man  die  n  Abscissen  a  so,  dass  a,.  =  —  an+i~v,  im  übrigen 
beliebig,  und  setzt 

iV(«)  =  (a-aiXÄ-«8)...(3-aB), 
so  ist  also  eine  erzeugende  Function  der  Fehler  Dxy 

rq  y    öa;'  *       A1  N(x)dx 

{  }  '"     Zo~^T  ~  ~N(*)J        z-x 

— i 

Es  kommt  darauf  an,  N  so  zu  bestimmen,  dass  die  ganze 
rechte  Seite  von  (9),  oder,  was  auf  dasselbe  hinaus  kommt,  das 
Integral  auf  derselben,  nach  absteigenden  Potenzen  von  z  ent- 
wickelt, mit  einer  möglichst  hohen  Potenz  von  s-1  beginnt.  Die 
Entwickelung  des  Integrals  giebt 

2—=tt  /  x*N(x)dx. 
—1 
Man  weiss  aus  S.  276—278  des  I.  Bandes  dieses  Handbuchs*),  dass 
die  ersten  Glieder  dieser  Summe,  von  v  =  0  bis  v  =  n— 1,  ver- 
schwinden, wenn  man  N(x)  =  Pn(x)  macht,  so  dass  dann  die  Ent- 
wickelung der  erzeugenden  Function  der  Fehler  mit  der  —  2nte"  Po- 
tenz von  z  beginnt,  und  alle  Fehler  Dxr  von  v  =  0  bis  v  =  2n  — 1, 
diese  Grenzen  eingeschlossen,  verschwinden.  Wählt  man  also  die 
Wurzeln  der  Gleichung  Pn(x)  =  0,  die  sämmtlich  verschieden,  reell 
und  <  1,  ferner  paarweise,  eventuell  mit  Ausschluss  der  Wurzel  0, 
gleich  und  entgegengesetzt  sind  (I.  48  u.  21),  zu  Abscissen  a, 
so  wird  in  der  That  (7,  c)  auf  S.  10  den  Ausdruck  des  Fehlers 
geben,  so  dass  die  Methode  von  Gauss  bei  einer  Interpolation  aus 
n  Abscissen  dieselbe  Näherung  verschafft,  wie  eine  Interpolation  aus 
2n  Abscissen  bei  Cot  es:  beide  geben  das  Integral  von  \p(x)  genau, 
wenn  \p(x)  eine  Function  des  Grades  2n— 1  von  x  ist. 

Wie  früher  so  kann  man  auch  hier  die  ersten  Glieder  des 
Ausdrucks  für  den  Rest  als  Correction  benutzen.      Um  die  Fehler 


*)  In  der  Folge  werde  ich  in  der  Regel  auf  Seiten  des  I.  Bandes  verweisen, 
indem  ich  die  Zahl  welche  die  Seite  trägt,  unmittelbar  dem  I.  folgen  lasse:  z.  B. 
werde  ich  das  obige  Citat  zu  I.  276 — 278  kürzen,  während  I,  (21)  oder  I,  (21,  o) 
auf  die  Formel  (21)  oder  (21,  a)  des  I.  Bandes  hinweist. 
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Dxv,  wenn  v  >  2n— 1,  zu  diesem  Zwecke  leicht  zu  berechnen,  be- 
dient man  sich  der  Gleichung  (11)  auf  I.  78  oder  der  Gleichung  (21) 
auf  I.  141.     Nach  denselben  ist 

rl  Pn(x)dx 


J 


Z—  X 


=  20M(s), 


und  man  findet  schliesslich  die  erzeugende  Function  der  Fehler  für 
die  Methode  von  Gauss  in  der  Form 

*"+1  P\Z) 

Setzt  mau  für  P  und  Q  die  hypergeometrischen  Reihen,  die  ihnen 
uaeh  I.  79  gleich  sind,  so  wird  die  rechte  Seite 

^_  r    1.2.3...«     v  »-*-<»+ K  » \ -•'"'  I  i  ">  i) 

„i+rL1.3.5...(2«-i)J-     F(  _b>  L)     ' 

woraus  man  zunächst  wieder  erkennt,  dass  Dxv  =  0  sobald  v  <C  2n 
und  immer  wenn  v  ungerade  ist.  Da  der  Quotient  der  beiden 
hypergeometrischen  Reihen,  bei  der  Entwickelung  in  eine  Reihe, 
mit  1  beginnt,  so  werden  die  ersten  Glieder  des  Fehlers 

2      f      1.2.3...n     V\  /(»+ 1)0+2)   ,   »(«-1)\3       I 

2MT  Ll.3.5...(2n-T)J  l^+n       2^+3"  "+    2n-l   Jl2n+>\- 

Benutzt  man  diese  zur  Correction,  so  tritt  also  kein  früherer  Coef- 
ficient  X  als  A2„+4  im  Fehler  auf. 

§  9.  Die  hauptsächlichen  Resultate,  welche  im  §  8  erhalten 
wurden,  gewinnt  man  sehr  leicht  durch  ein  Verfahren,  welches 
Jacobi  im  I.  Bde*)  des  Crelle'schen  Journals  anwandte,  um  die 
Näherungsmethode  von  Gauss  darzustellen. 

Vorausgesetzt  wird,  es  sei  gestattet  ip(x)  als  eine  ganze  Func- 
tion vom  Grade  2«— 1  zu  betrachten.  Behält  man  die  frühere  Be- 
zeichnung bei,  so  verschwindet  tp(x)  —  (p(x)^  wie  man  auch  die 
Abscissen  a  wählt,  für  x  =  an  ce3,  etc.,  an,  ist  also  durch  iV(.r) 
theilbar.     Man  hat  demnach 

ip(x)  =  q>(x)  +  2V(aj)(a0  +  axx  ■] \-  a^x"-1), 

wenn  die  a  Constaute  bezeichnen  welche,  ausser  von  den  a,  auch 


*)    Ueber  Gauss  neue  Methode,  die  Werthe  der  rntegrale  näherungsweise  zu 

linden:   S.  oül— 30S. 
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noch  vmi  der  Beschaffenheit  von  i/>(*)  abhängen.  Soll  nun  das 
Integral  von  \p(x)dx  zwischen  den  Grenzen  —1  und  1  mit  dem 
von  <p(x)dx,  d.  i.  mit  der  rechten  Seite  von  (4),  und  zwar  für  alle 
i//,  vertauscht  werden  können,  soll  also 

thf>(x)=  (  N(x)(an  +  axx-\ \-an^xn-x)dx 

für  beliebige  a  Null  werden,  so  muss  N  so  beschaffen  sein,  dase 
man  von  v  =  0  bis  v  =  n  —  1  hat 


./ 


xvN(x)dx  =  0. 


-l 


Das  die  Function  N(x)  =  Pn(x)  diese  Eigenschaft  besitzt,  zeigte 
sicli  schon  I.  76,  die  Function  N  wurde  I.  276 — 278  aus  dieser  Eigen- 
schaft aufgefunden.  Zugleich  zeigte  sich  dort,  dass  Pn(x),  abgesehen 
von  constanten  Factoren,  die  einzige  Function  sei,  welche  jenen 
n  Gleichungen  genügt.  Man  hat  also,  um  Difj(x)  zu  Null  zu  macheu, 
zu  Abscissen  a  die  n  Wurzeln  von  Pn(x)  =  0  zu  nehmen. 

§  10.  Gauss  hat  eine  Tafel  berechnet,  welche  für  die  Werthe 
n  =  1  bis  n  =  7  die  n  Abscissen  a  giebt,  aus  deren  Ordinaten  ip(a) 
das  Integral  von  tp(x)  zwischen  den  Grenzen  —1  und  1  am  vor- 
teilhaftesten berechnet  wird;  ferner  fügt  er  die  A  und  die  Cor- 
rection  hinzu.  Es  mag  daran  erinnert  werden  (I.  278  u.  I.  142, 
(21,  a)),   dass  N(x)  =  Pn(x)  in  Bezug  auf  den  Kettenbruch  für 

der  wte  Näherungsnenner  ist,  und  Av  aus  dem  ntcn  Näherungszähler 
2Zn(x)  für  x  =  ctv  entsteht.  In  der  That  stimmt  der  Ausdruck  von 
tj(z)  auf  S.  11  mit  dem  von  2Zn  überein,  während  Av  nach  §8 
aus  der  Division  von  r\  durch  N'  erhalten  wird.     Man  hat  also 

^=w-  *<•>='» 

Den  Zähler  Z  kann  man  entweder  direkt  aus  dem  Kettenbruch 
für  die  logarithmische  Reihe  berechnen,  oder  sich  der  Formel 
I,  (20,  6)  bedienen 

Nach  der  Rechnung  von  Gauss  gebe  ich  folgende  Zusammen- 
stellung:: 
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I.     Formeln. 

Angenäherter  Werth  von  /    ip(x)dx  bei  der  Berechnung  aus 

—i 
n  Ordiuaten: 

Aiip(ai)  +  A.rf(a.J  +  ---  +  A,tip(an). 

Setzt  man  ip(x)  =  A„  +  Ä1a?-|-A2aja  +  etc.,  so  ist  der  Fehler 
Dxp(x)  =  h>n  Dx2n  +  l2n+,  Dx2n+-  +  •  •  • , 

'   2«+l  Ll.3.5...(2ra-l)J 

II.     Numerische  Werthe. 
n  =  l. 

n  =  S. 

a,  =  -  aa  =  0,5773502691  896258, 
£4  =  U,  =  i,     Dx*  =  &• 

n  =  3. 

a,  =  -  a3  =  0,7745966692  414834, 
a,  =  0, 

14    —  A- 


8 


^^     —  TTT 

n  =  4. 

ß]  =  _«4  =  0,8611363115  940492, 

a2  =  _  a,  =  0,3399810435  848646, 
±At  =  ii4  =  0,1739274225  687284  log  =  9,2403680612, 
%A2  =  £4,  =  0,3260725774  312716      9,5133142764, 

Dt8  —   128  , 

11  =  5. 

ax  =  -a.  =0,9061798459  386640, 
a3  =  —  a*  =  0,5384693101  056830, 

£4  =  \A%  =  0,1184634425  280945  log  =  9,0735843490, 
±At  =  \Ai  =  0,2393143352  496832  9,3789687142, 
^43  =  ^  =  0,2844444444  444444      9,4539974559, 
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n  =  6. 

at  =  a,  =  0,9324695142  031520, 

aa  =  ab=  U,6612093sr>4  r,f>-_><',44. 

a,  =a,=  0,2386191860  831970, 
\At  =  U,  =  0,0856622461  895852  log  =  8,9327894580, 
},A.:  =  },A,  =  0,1803807865  240693      9,2561902763, 
ll:  =  .1  1,   0,2339569672  863455      9,3691359831, 

J)t12  5  1  2 

ux      —  6  9  36  9  3 

11  =  7. 

o,  =a7  =0,9491079123  427596, 
«.,  =  <r6  =  0,7415311855  993944, 
a3  =  ab  =  0,4058451513  773970, 

«,  =  o, 

|  1,  =  -\A,   =  0,0647424831 1  -  I  1348  log  =  8,8111893529, 

\Ai=^A6   =0,1398526957  4463*84  9,1456708421, 

\Aa  =  \Ab   =  0,1909 1 51  »252  52555  »5  9,2808401093, 

i,At  =  fä&  =  0,2089795918  3(57347  9,32010387t »6, 

*JJ'       —  TT60  615 

§  11.  Es  folgt  nun  der  Beweis  des  Satzes,  welcher  im  §  2 
aufgestellt  wurde,  dass  eine  Function  \p(x)  sich  in  irgend  welchen 
Grenzen  g  und  h  von  x  durch  die  Interpolationsforniel,  d.  i.  durch 
die  rechte  Seite  von  (2),  mit  beliebiger  Näherung  darstellen  lässt, 
wenn  man  n  hinreichend  gross  nimmt  (und  die  et  über  das  Inte- 
grations- Intervall  gehörig  vertheilt).  Statt  der  Grenzen  g  und  h 
nehme  ich,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beschränken,  — 1  und  -f  1, 
um  die  früheren  Bezeichnungen  beibehalten  zu  können. 

Wir  haben  zu  zeigen,  dass 

ip(x) -  N(x)  k  ,      ^4r7^r 

mit  wachsendem  n  der  Grenze  0  zustrebt.    Dazu  transformiren  wir 
diesen  Ausdruck,  mit  Hülfe  eines  fruchtbaren  Satzes  von  Cauchv,  in 

w  •••       2ni  J   (z-x)N(z)  ' 
wenn  dies  Integral  sich  über  alle  Punkte  z  erstreckt,  welche  sich 
auf  der  Peripherie  eines  Kreises  mit  dem  Radius  r  befinden,   der 
so  gross  genommen  wird,  dass  er  die  Punkte  er,,  er.,,  etc.,  cc„  und  x 
umschliesst.    Hierin  liegt  also  die  Annahme,  ip(x)  sei  so  be- 
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schaffen,  dass  diese  Function  in  eine  Potenzreihe  ent- 
wickelt werden  kann,  die,  wenn  auch  noch  so  wenig, 
über  x  =  1  hinaus  convergirt.  Es  ist  dies  nicht  etwa  eine  neue 
Forderung,  welche  ich  hier  für  die  Möglichkeit  der  näherungsweisen 
Berechnung  stelle,  sondern  eine  solche  welche  hei  Gauss  im  §  2 
seiner  mehrfach  erwähnten  Abhandlung  Methodus  nova  vorkommt: 
Quodsi  igitur  y,  in  seriem  secundum  potestates  ipsius  t  progredientem 
evoluta,  ante  terminum  qui  implicat  P+1  omnino  abrumpitur,  cum 
V  identica  erit;  si  vero  tarn  cito  convergit  ut  terminos  sequentes 
spernere  liceat,  functio  Y  inter  limites  t  =  0,  t  =  1,  ...  ipsius  y 
vice  fungi  poterit. 

Der  Ausdruck  («)  wird  für  n  =  oo  die  Grenze  U  haben,  sobald 
der  Quotient 

N(x) 

für  n  =  co  Null  zur  Grenze  hat.  Ich  zeige,  dass  dies  der  Fall  sei 
zunächst  wTenn  die  Abscissen  a  so  wie  bei  der  Newton-Cotesi- 
schen  Methode  aufeinander  folgen.  Des  bequemeren  Ausdrucks 
halber  scheide  ich  die  Fälle  eines  geraden  Stellenzeigers  n  und 
den  eines  ungeraden,  behandele  aber  nur  einen  von  ihnen  —  ich 
wähle  den  letzten  —  und  vertausche  deshalb  das  frühere  n  mit 
2n  + 1. 

1)    Den  grüssten  Werth  den  der  Zähler  N(x\  also 

(*-:x-  ":,)(*-j^H-+!!=Ix*+^ 

von  x  =  —  1   bis  x  =  1   für  ein   festgehaltenes  n  annimmt,    möge 

diese  Function  für  x  =  c-\-—  erreichen,    wenn  die  ganze  Zahl  u 

n 

von  —  n  incl.  bis  an  n.   und  c  <L        und  positiv   genommen  wird. 

n 

Offenbar  kann  man  jede  Zahl  x  von  —1  bis  1  so  darstellen.    Dann 

ist  der  Zahlwerth  von  N(x)  gleich 

<<'0(*o^i  "!'')•(' --oe  -)■<-/■■')• 

und  wenn  man  nc  =  y  setzt  wo  y  <  1,  gleich 

(/>)  ...     w-?«-i.y(y+i)(y  +  „-}:/u).(l_yX2-y)...(»-/tt-y). 
Bei  festgehaltenem  y  erreicht  (/»)  seinen  grössten  Werth  für  [i  =  —  n, 

Heine,  Auwendungeu  der  Kugelfuuctioneu.    2.  Aufl.  2 
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oder  für  /n  —  n  —  1.     Im  ersten  Fall,  /u  =  —n,  giebt  (l>)  nämlich 

"  ■-"-1-Ki-yX2-y)...(2»-y)) 

während  (b)  für  die  folgenden   Werthe  pt  =  l—n,  2  —  n,  etc.  aus 
dem  Vorhergehenden  durch  Multiplication  mit 

(y+i)  (y+i)0'  +  2)  . 

(2n-y)'      (2n  +  y)(2n-l-y)  '     etC' 
entsteht.    Diese  Glieder  nehmen  bis  /n  =  0,  je  nach  der  Grösse  von 
y  exclus.  oder  incl.,    ab,    dann  wieder   zu,    bis   (ft)  für  f.i  =  n  —  1 
schliesslich  gleich  wird 

fl-8»-l.(l-y)y(y+l)...(y  +  2n-l> 

Jedenfalls   ist   also,    wenn   x   zwischen   —1   und  1    bleibt,    N(x) 
kleiner  als 

«-2w-1Ky+i)...(y+2n), 

und  da  dieser  Ausdruck  für  keinen  Werth,  den  y  annehmen  darf, 
grösser  ist  als  für  y  =  1,  so  ist  sicher 

N(x)  <  ra-2"-1. 1 . 2 . 3 . . .  (2n + 1). 

2)  Andrerseits  suchen  wir  den  kleinsten  Werth  für  den  M<>- 
dulus  des  Nenners  N(z)  auf.  Dazu  bringen  wir  die  complexen 
Zahlen  z,  die  auf  der  Peripherie  des  Kreises  liegen,  in  die  Form 
r(cos(jp-f-  isin<jp)  und  haben  dann 


J{N{z)  =  n~2n-1  ]J   }/r '"' n 2  —  2r n  v  cos  q>  -f-  v \ 

v= — n 

Dies  Produkt  verwandelt  sich,  wenn  man  je  zwei  Glieder  zusammen- 
fasst,  in 


rn-2n]J  j'O  V  +  v2)2  —  4r2n  Vcos2</>, 
ist  also  am  kleinsten  für  den  Fall  q>  =  0,  folglich  nicht  kleiner  als 

n 

m~-n  fj  (r2n2  —  v2). 

3)    Stellt  man  dies  mit  dem  für  N(x)  gewonnenen  Resultate 
zusammen,  so  erhält  man 

(       N(x)  <  _  1.2.3...(2n  +  l) 

A(;)      '    (rn  —  ri)(rn  —  »-J-l)...(rn  +  w) 

Die  rechte  Seite  wird  in  der  That  für  n  =  oo  gleich  Null,   sobald 
r  die  Einheil  übersehreitet.    Setzt  man  nämlich  rn  =  n-\-r},  so  wird 
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j],  wie  wenig-  auch  r  über  1  genommen  ist,  von  einer  gewissen 
Grösse  von  n  an  grösser  als  1.     Es  nimmt  aber  die  rechte  Seite, 

1.2.3...(2n  +  l)  

sobald  j?>1,  mit  wachsendem  n  nicht  nur  fortwährend,  sondern 
auch  bekanntlich*)  zu  Null  ab. 

Hierdurch  ist  bewiesen,  dass  der  Ausdruck  q>(x)  in  (2) 
sich  mit  wachsendem  n,  von  x  =  —  1  bis  oj  =  1,  der  Func- 
tion  ip(x)  beliebig    nähert,    sobald    dieselbe    sich    in    eine 

Potenzreihe 

xp (x)  =  X0-\- Xxx  -\-  X.-,x" -\ 

entwickeln  lässt,  welche  für  einen  Werth  von  x,  der  be- 
liebig, wenig  über  1  liegt  convergirt. 

Man  erhält  durch  geringe  selbstverständliche  Modifikationen 
dieses  Beweises  dasselbe  Resultat,  wenn  man  solche  Abscissen  a 
wählt,  für  die  n(av  —  av+{)  zwar  nicht,  wie  oben,  für  jedes  v  con- 
stant  bleibt,  aber  doch  so  beschaffen  ist,  dass  dieser  Ausdruck  sich 
mit  wachsendem  n  einer  Constanten  nähert,  also  z.  B.  die  Summe 
einer  Constanteu    und   eines  Gliedes   ist,    welches   sich   der  0   zur 

Ordnung    1   nähert,    das    heisst,    zu    derselben    Ordnung    wie    — 

Diese  Eigenschaft  besitzen  aber  (Hdb.  I,  Gl.  28,  c)  für  wachsende 
n  die  a,  welche  Pn(a)  zu  Null  machen,  die  man  bei  der  Methode 
von  Gauss  (§  8)  anwendet.  Somit  ist  der  obige  Satz  auch  bei  der 
Wahl  dieser  Abscissen  bewiesen. 

§  12.  Aus  dem  I.  Bd.  I.  Theil,  5.  Kap.  S.  271—273  kennt  man 
die  Beziehungen  zwischen  gewissen  linearen  Gleichungen  und  den 
Näherungsnennern  des  Kettenbruchs  für  die  logarithmische  Reihe, 
aus  I.  276  die  Beziehungen,  welche  zwischen  den  ersteren  und  Glei- 
chungen 

M 

x"N(x)dx  =  0 
-1 

bestehen.  S.  273—274,  275—276,  279—280  wird  gezeigt,  wie  diese 
Untersuchungen  sich  auf  die  hypergeometrische  Reihe  F(a,  1,  y,  x) 
und  die  durch  ein  Element  q  verallgemeinerte  q>  übertragen  lassen. 
Der  2.  Zusatz  zum  5.  Kapitel,  S.  286 — 297  liefert  Resultate  für  noch 

*)    Man  vergl.  I.    108  unter  •_'). 

2* 


/' 
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allgemeinere  Functionen.    Die  Gleichartigkeit  der  in  diesem  Zusätze 

gewonnenen  Formeln  mit  denen,  welche  sich  auf  die  logarithmische 
Reihe  bezogen,  gestattet,  wie  bereits  I.  2(.»7  in  Aussicht  gestellt 
wurde,  eine  Anwendung  auch  der  allgemeineren  Resultate  auf  die 
Quadratur. 

Wir  handeln  über  die  näherungsweise  Berechnung  des  Integrals 

(10)  ...  fhy(x)f(x)dx, 

(i 

wenn  durch  g  und  h  gegebene  Constante  bezeichnet  werden,  i/'0r) 
eine  continuirliche  Function  vorstellt,  die  noch  für  einen  hinlänglich 
grossen  Werth  von  x  in  eine  Reihe  J£lnx"  entwickelt  werden  kann, 
und  /"(./•)  eine  andere  gegebene  Function,  die  auch  innerhalb  der 
Grenzen  g  und  h  unendlich  werden  darf,  wenn  nur  ihr  Inte- 
gral und  das  obige  (10)  endlich  bleiben.  Setzt  man,  oach  Analogie 
des  Verfahrens  im  §  2 

JV(.r)  =  (x  — ■.  at)(x  —  or,). .  .(x  —  a„), 
und  vertheileu  sich  a,,  a8,  etc.  über  die  Axe  der  X  von  g  bis  //,  so  wird 

N(v)  v_._.V'(«.0 
WÄ(x-a,)JV'(«,) 

ein  Näherungswert!]  der  Function  */>(#),  und  wenn  mau  setzt 


1         f'h 


N(x)f(x)dx 


'(a,,)J  x-av       ' 

g 

so  ist  daher 

(12)  ...    ^v-'C«,)  \-a, '/<«,)-!-•••  +  ^<KO 

ein  Näherungswerth   des  vorliegenden  Integrales  (1<>).      Zur  prak- 
tischen Anwendung  wird  diese  Methode  sich  in  der  Regel  nur  dann 
eignen,  wenn  die  A  sich  leicht  berechnen  lassen.    Macht  man,  wie 
im  §  8,  die  ganze   Function  von  z  vom  Grade  w— 1 
■hN(x)  —  N(z) 


J 


f(x)dx  =  ^(s), 


•J 
so  ist  AmN'Cctm)  gleich  ??(«,„). 

Wir  versuchen  den  Fehler  bei  der  Berechnung. des  Integrals  (10), 

\p(x)f(x)dx—  J£  Anip(am)  =  Di/t(x), 


.1 


möglichst  kleiu  zu  macheu,    in   demselben  Sinne   wie  früher.     Es 
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wird  in  der  That  wiederum  gelingen,  die  a  so  zu  wählen,  dass  bei 
der  Interpolation  aus  n  Abscissen  der  Fehler  Null  ist,  wenn  y>(x) 
nur  auf  den  Grad  2» —  1  steigt. 

Man  hat  nämlich  als  erzeugende  Function  der  Fehler  Dxy  den 
Ausdruck 

"    Vxv         fh  \\x)dx  »  qQ,„) 

Da  das  abzuziehende  Glied  auf  der  Kochten  sich  in  den  Quotienten 

A(s)      J      (x  —  z)N(z)   /v  J 

.'/ 

verwandeln  lässt,  so  wird  diese  erzeugende  Function  der  Fehler 
schliesslich 


=  — / 

N(*)J 


h  N(x)f(x)dx 


J(z), 

u 

Kann  man  nun  die  ganze  Function  wten  Grades  N  so  bestimmen, 
dass  für  alle  ganzen  v  von  0  bis  w  — 1  das  Integral 


/ 


xvN(x)f(x)dx 


verschwindet,  so  würde  die  nach  absteigenden  Potenzen  von  z  ge- 
ordnete Reihe,  in  welche  man  den  obigen  Ausdruck  für  die  erzeu- 
gende Function  der  Fehler  entwickeln  kann,  erst  mit  der  —  2wten 
beginnen.  Daher  verschwindet  dann  der  Fehler  Dip(x)  so  lange 
ip(x)  nur  auf  den  Grad  2n  —  1  steigt. 

Eine  solche  Function  N  findet  man,    wie  aus  dem  erwähnten 
2.  Zusatz  zum  5.  Kapitel  hervorgeht,  aus  dem  Kettenbruche  für 

(13)...    „=/*Ä, 

7  J         X—  z 

'J 

dessen  l'artialnenuer  sämmtlich  vom  ersten  Grade  sind  (S.  291)* 
Sein  Näherungsnenner  vom  »ten  Grade  ist  die  gesuchte  Function 
N(x).  Die  Werthe  a,  für  die  sie  verschwindet  und  welche  als 
Abscissen  dienen,  sind  sämmtlich  ungleich  und  reell,  und  liegen 
zwischen  y  und  lt.  Aus  S.  288  geht  hervor,  dass  j?(ä),  welches  zur 
Berechnung  der  A  dient,  der  entsprechende  (»te)  Näherungszähler 
Z(-)  ist,  während  die  erzeugende  Function  der  Fehler  sich  aus  dem 
Beste  R(x),  welcher  nach  S.  288  durch  die  Gleichung 
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gefunden  wird,  durch  Division  mit  N(x)  ergiebi  Der  angenäherte 
Werth  des  [ntegrals  (10)  ist  demnach 

weun  Z(x)  und  N(x)  den  »ten  Näherungszähler  and  Nenner 
des   Kettenbruchs   für  a   bezeichnen,    uud    or,,  a ...  etc.   die 
Wurzeln  von  N(x)  =  0  sind. 
Durch  Entwickelung  von 

Dach  absteigenden  Potenzen  von  a  erhält  man  eine  Reihe  von  der 
Form 

Die  ersten  Glieder  kann  mau  auch  hier,  ähnlich  wie  am  Schluss 
des  §  8,  durch  Einsetzen  in  den  Ausdruck  des  Fehlers 

zur  Oorrection  verwenden. 

§  13.     Als  Beispiel  für  das  Vorhergehende  behandeln  wir  die 
näherungsweise  Berechnung  des  Integrals 

(14)  . . .    f\(x)xß-* (1  -  x)v -ß-'-  dx, 
o 

wenn  ß  und  y—ß  positiv  sind.  Man  hat  dann  die  Functionen  N,  Z 
und  R  zu  betrachten,  welche  sich  auf  den  Kettenbruch  für 

fx  s/*-'(l-s)r-/?-'ck 

J  X  —  z 

0 

beziehen,  d.  h.  auf 

«  =   L.iffit«.f(1|ftr,i), 

x  Fy  \  '  x ' 

dessen  Nenner,  Zähler  und  Rost  man  der  Zusammenstellung  auf 
S.  280  d.  1.  Bd.  entnehmen  kann.  Die  Abscissen  a,  welche  man 
zur  Interpolation  verwendet,  sind  dann  die  Wurzeln  der  Gleichung 

\(.r)  =  xn  f(-  n,  -  ß  —  n  4- 1,  —  y -  2w  1  2,       )  • 
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Deii  Zähler,  welchen  inau  zur  Berechnung  des  Näherungswertlies 
benutzt,  entnimmt  man  entweder  dem  an  der  citirteu  Stelle  ange- 
gebenen Kettenbrache,  oder  bedient  sich  der  Formel 

U  J 

Muu  findet  ferner 

I\ß  +  i»)  r(y  +  n-ß)  T(y  +  n  - 1)  r  (w  + 1) 
r(y  +  2«)r(y  +  2»-l) 

.-JL-F(W+1,  ß  +  n,  y  +  2n,    1). 

Die  inultiplicirende  Constante  in  dieser  Function  ist  daher  genau 
das  zur  Correctur  zu  verwendende  Dx2n. 

Herr  Mehler,  welcher  die  Formeln  dieses  Paragraphen,  im  wesentlichen, 
gegeben  hat*)  bestimmt  die  geeignete  Function  N  mit  Hülfe  der  Gleich.  (24) 
iu  I.  1 58.  Da  nämlich  die  erzeugende  Function  der  Fehler  wesentlich  von 
dem  Integrale 


/ 


yß-Hl-yy-P-*  N(y)dy 
u      v       JJ  x  —  ij 


abhängt,  dessen  Entwickelüng  in  eine  nach  Potenzen  von  x  ansteigende  Reihe  mit 
einer  möglichst  hohen  Potenz  von  x~l  anfangen  soll,  so  wird  dies  erreicht, 
wenn  mau  für  N  die  oheu  angegeheue  hypergeometrische  Pieihe  einführt,  weil 
mau  dann  nach  1,  (24)  erhält 

kyß-*(l-yy-ß-iN(y)  =  f-  [y«+ß-*(l-yy+Y-ß-il 

wenn  k  eine  gewisse  Constante  bezeichnet. 

Der  praktischen  Anwendbarkeit  dieser  Formeln  würde  hier  im 
allgemeinen  der  Mangel  au  Tafeln  nach  dem  Muster  derer  von 
Gauss,  die  für  verschiedene/?  und  y  berechnet  sein  müssten,  ent- 
gegenstehen.  In  einem  einfachen  Falle,  den  Herr  Meli ler  erwähnt, 
für  ß  =  £,  y  =  1  lässt  aber  die  Methode  eine  Anwendung  zu.  Setzt 
man  noch 

x  =  sin3£0     wenn    x  <c  1, 

x  =  sin2i(7r-f  ut)     wenn     x  >  1, 

und  iiiiinnt  im  letzten  Falle  u  positiv,  so  wird 


*)    Borchardt,  Journal  f.  M.  Bd.  G3,  S.  152  —  157:  Bemerkungen  zur  Theorie 
der  mechanischen  Quadraturen. 
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/     ,      cosnö  ...  .         cosnut 

*   '■  =  (-1)"    o,,,^  event.    N(x)  _      .,.     ;     . 

*/  \        (— l)"_,re    sinnÖ  TT       sin//»/ 

Z(x)  =        ,  r-a-    event.     Z(aQ  =  -^ — : — -, 

v  J  2-"--         Binö  v  y        2-'"-1     sin«t    ' 

/»(•'•)-     ,..„  ä"— =  -^-  •     , ■  i   +  etc.     wenn     x- >  1. 

v  /        2-"--    sin///  4-"      x"'+1 

Die  Abscissen  a  entstehen  daher  aus  den  Wurzeln  der  Gleichung 

cos  wo  =  0  und  sind 

.   ..  (2v-1)tt 
cty  =  sin  - — -3 — — 
1// 

TZ 

während  Z(x):N'(x)  vou  a;  unabhängig,  gleich  -  wird.  Man  hal 
daher  mit  Annäherung 

•/       1^(1  — rr)  w   »-=1     V  4w         / 

Die  erzeugende  Function  der  Fehler  ist 

JV(x-)         sin  ///.cos»///         4-n 

Setzt  man  (//(#)  =  /(l  —  2a;),  so  nehmen  diese  Resultate  eine  etwas 
einfachere  Form  an  und  man  findet,  dass  mit  Annäherung  sei 

ludern  mau  unter  dem  Integrale  die  Substitution  x  =  cosqp  macht 
und  x(cosqp)  als  Function  von  q>  betrachtet,  erhält  man  das  einlache 
Resultat,  welches  in  I.  331  durch  elementare  Hülfsmittel  abgeleitet 
wurde,  dass  mit  Annäherung  sei 


/ 


f(cp)d<p  =  -- JJf-v 


n  y=i  2» 


und  zwar  wird  der  Fehler,  welcher  als  Corrcction  auf  der  rechten 

Seile   hinzuzufügen  wäre,   bei  dieser  Interpolation  aus  n  Werthen 

gleich 

rc(ä3„-  <it„  |  a6n ), 

wenn  /'(</>)  in  die  Cosinusreiho 

f((P)  =    2  CtyCQSVCp 

entwickelt  ist,  so  dass  auch  iu  diesem  Falle  die  ersten  2«  Glieder 
der  Reihe  nicht  in  deu  Fehler  eingehen. 
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§  14.    Noch   für  einen  anderen  speciellen  Fall,   für  die  Qua- 
dratur der  Integrale 


f 


^x(x  —  a)(x  —  ß) 

habe  ich  I.  294  die  Functionen  N  betrachtet,  deren  Coefticienten 
dann  ganze  Functionen  von  dem  Quotienten  aus  einem  ganzen 
elliptischen  Integrale  erster  und  einem  zweiter  Gattung  werden; 
die  N  genügeu  dann  auch  einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung. 

Ich  schliesse  die  Anwendungen  der  Methode  des  §  12  mit  der 
Ableitung  der  hauptsächlichen  Resultate  ab,  welche  Herr  Christoffel 
im  55.  Bde  von  Borchardt's  Journal  mitgetheilt  hat.*)  Er  stellt 
die  Aufgabe,  wenn  zur  näherungsweisen  Berechnung  des  Integrals 

/    cp(x)dx  für  einige  gegebene  Abscissen  an  a2,  etc.,  am  die  Ordi- 

.7 

naten  bekannt  sind,  noch  n  andere  Abscissen  an  aa,  etc.,  a„  aufzu- 
suchen, aus  deren  Ordiuaten,  verbunden  mit  den  m  anderen,  sich 
das  Integral  möglichst  vortheilhaft  bestimmen  lässt.  Es  zeigt  sich, 
(hiss  man  eine  Näherung  erreichen  kann,  bei  welcher  man  erst 
dann  einen  Fehler  begeht,  wenn  tp  über  den  Grad  m-\-2n— 1  steigt. 
Alan  setze,  um  die  Aufgabe  zu  lösen,  wie  früher, 
(x  —  aj(x—  a.J...(x  —  an)  =  N(x), 
mache  ferner 

(x  —  a1)(x—  a„).  ..(x  —  am)  —  /'(#). 
Die  erzeugende  Function  der  Fehler  Dx" ,  wenu  man  ans  den  Ordi- 
uaten iu  den  m  -j-  n  Punkten  a  und  a  interpolirt,  ist  dann  nach  (9) 
im  §  8  gleich 


%l>  N(x)f(x)dx 


_j r1 


y 

Hs  kommt  also  darauf  an,  N(x)  als  Function  w*en  Grades  so  zu  be- 
stimmen, dass  das  Integral,  welches  das  R(z)  des  §  12  ist,  hei  der 
Entwiekelung  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  z~l  mit  einer  mög- 
lichst hohen,  der  M-|-ltcu  Potenz  beginnt.  Dann  ist  Dxy—0  so 
lange  v  <  m-\-2n  bleibt.    Wie  N  zu  wählen  sei,  weiss  man  ans  §  12; 

:;:)    S.  Gl  —  82:  Uebcr  die  Gaussische  Quadratur  und  eine  Verallgemeinerung 
derselben, 
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man  hat    \  gleich  dein  /<'"  Näherungsnenner  des  Kettenbruehs  für 

r<  f(x)dx 

J  Z—  X 


•J 

zu  setzen  imd  damit  habe  ich  die  Lösung  der  Aufgabe  gegeben. 
Man  erhält  dann,  ähnlich  wie  in  (4),  mit  Annäherung 

xp(x)dx  =  A^p(ßx)  +  Arffä)  4 1-  Alu+ny(ß  ,„+„), 


f 


A„  = 


wenn  die  ///  |  //  Grössen  ß  den  Complex  der  m  Grössen  a  und  der 
n  Grössen  a  bedeuten.  Macht  mau  N(x)f(x)  =  M(x),  so  .sind  dir  I 
nach  der  Art  von  Gleich.  (3)  zu  bilden,  indem  man  setzt 

I  /v'  M(x)dx 

M'(ßy)   J  X-ßv 

•J 

.Man  hatte  auch,  nach  dem  Verfahren  von  Jacobi,  über  welches 
im  §  \)  gehandelt  wurde,  die  Aufgabe  dieses  Paragraphen  lösen 
können,  indem  man  eine  Function  nWu  Grades  N  aufsucht,  welche 
so  beschallen  ist,  dass 

(a)  .  .  .      /   N (x)f(x)xv  dx 

9 

für  alle  ganzen  v,  die  unter  n  liegen,  Null  ist.  Man  findet  dann, 
wie  bereits  L  291  bemerkt  wurde, 

x(x)f(x)=  ^  [(x-gy(x-hyL(x)i 

wo  die  ganze  Function  mten  Grades  L  so  zu  bestimmen  ist,  dass  die 
rechte  Seite  für  x  =  an  a„,  etc.,  am  verschwindet.  Dadurch  ist  L 
und  dann  aueb  N  bestimmt. 

Herr  Christoffel  wendet  zur  Bestimmung  verschiedene  Me- 
thoden an.  Ich  hebe  hervor,  dass  er,  8.  77,  indem  er  g  =  —  1, 
h  =  \  setzt,  N.f  in  eine  Reihe  von  Kugelfuuctiouen  entwickelt,  in 
wehdien  aber,  wegen  des  Verschwindcns  von  (a),  kein  oberer  Endes 
unter  n  vorkommen  kann.     Setzt  man 

N(x)f(x)  =  C„  Pn(x)  -f  Cj  Pn+i  («)  +  —  +  Cm  Pn+'"(X), 

s<»  sind  die  Verhältnisse  der  Constanten  c  zu  einander  dadurch  be- 
stimmt, dass  die  rechte  Seite  für  x  =  an  «.,,  etc.,  a,„  verschwinden 
iihiss.  Die  Determinante,  welche  man  hierdurch  für  Ar./'  erhält, 
nämlich 

v^  jp»+-(a;)p«+'«-i(aj  )P«+»<--(a._,). . .  P»(am)  =  N(x)f(x), 
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dividirt  Herr  Christoffel,    vermittelst   eines  eigenthümlichen  Ver- 
fahrens,  durch  \'{x)  und  erhält  schliesslich 

J_      (2»+l)(2*  +  3)...(2i»  +  2m--l) 
i¥W-     2»+l  '         (»+l)(»4-2)...(n  +  i») 

J(2v+l)?"(a;)2±P"+'B-1(a1)...Pn+1(af„_1)P*'(oTO> 

§.  15.    Der  ganzen  Function  q>(x),  die  im  §.  2  auftrat,  hat  Herr 

Tchebychef  *)  eiue  merkwürdige  Form  gegeben.    Ich  leite  sie  auf 

folgende  Art  ab: 

Der  Kettenbruch 

1 


1      X.,—  etc. 
sei  so  beschatten,  dass  seine  sämmtlichen  Partialnenner  Func- 
tionen ersten  Grades  nach  x  sind.    Es  ist  dies  (I.  291)  ein  häufig 
vorkommender  Fall.     Man  hat  dann 

Aj  =  ax  x  -f  b{ ,     A,  =  a.,  x  -f-  b., ,     etc. 

Die  Näherungs-Zähler  und  Nenner  werden  durch  Z^x)  und  Nt(x),  etc. 
bezeichnet.     Bedeutet  a  einen  besonderen  Werth  von  x,  so  geben 
die  bekannten  Recursionsformeln  (I.  261,  (c))  zunächst 
Nn(x)Nn-i(a)  -  Nn(a)Nn-i  (?) 


n    \    .1(a;)iVw_1(a)4 


x  —  et 
N^i(*)Nmr*(a)--N1^.1(a)Nu-t(x) 


x —  a 

und    durch    wiederholte    Anwendung,    ähnlich    wie    I.  197  — 198, 
schliesslich 

Nn(x)Nn^(a)-  Nn(a)  Nn-i(x) 

x  —  a 

=  a,  +  a,Nl(^N1  («)  4-  •  •  ■  +  an  Nn_v  (x)  N,^  («). 

Es  sei  nunmehr  a  ein  Werth  der  Nn(x)  zu  Null  macht;  da  für 
jeden  Index  n  und  jedes  x  die  Gleichung 

ZnNn—i  —  NnZn—x  =  1 


*)    Borchardt,  J.  f.  M.  Bd.  53,  S.  286:   Sur  une  formule  d' Analyse  (Lu  a 
l'academie  de  >St.  Petersbourg  le  -  185-4).    Der  Beweis  der  Formel  folgte  ersl 

°  1  noverabre  ' 

in  einer  grösseren  Arbeit,  welche  Herr  Tchebychef  am  12.  Januar  1855  der  Peters- 
burger Akademie  überreichte.  Diese  ist  in  der  französischen  Uebersetzung  des  Herrn 
Bienaymc  im  Li  onvil  1  c 'sehen  Journal  erschienen  II.  Serie,  T.  III,  1858,  S.  289 
bis  323:  Sur  les  fractions  continues. 
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besteht,  so  wird  (Vir  x  =  a  zunächst 

Zn(a)N^(a)  =  1 
erhalten,  and  daraus 

(./•  —  «;/„(«; 

Ferner  sei  A(.r)  eine  ganze  Function  nUa  Grades,  die  für 
//  Werthe  von  x,  die  «,,  a.,,  etc.,  a„  sein  mögen,  verschwindet. 
Entwickelt  mau 

A(.r)  #  —  a,  #— a„ 

in  einen  Kettenbruch  von  der  vorgeschriebenen  Form  (in.  vergl. 
I.  261) 

-1  1  1  ...  1 

|0  alx-\-bi     a.,x  \  l>      a3x-\-b3     .  .  .     a>lx-\-b„\'' 

so  unterscheidet  sich  N  nur  durch  einen  constanten  Factor  von  dem 
11""  Näherungsnenner  dieses  Bruches,  d.  i.  von  N„,  und  den  obeu- 
stehenden  Ausdruck  Zn(x):  Ar„(.r)  kann  mau  genau  mit  N'(%) '•  A '(.r) 
vertauschen.     Daher  wird  auch 

7  .     Ivrr  =  a,-|-a,  A/xOiV.C«,)  -|-  •••  |  anNn^(x)Nn^ ,(«„)• 

(  ■/  CC  J  iV    iCCyJ 

Substituirt  man  diese  Gleichung  in  ("2),  so  erhält  man  den  Satz: 
Sind  a,,  a.,,  etc.,  o„  beliebige  ungleiche  Coustaute,  ist  ferner  o 
der  Kettenbruch  für 

1    +...+    ' 


x"  —  or,  x  —  ct.,  x  —  a„ 

in  der  vorgeschriebenen  Form,   und  Ny  sein  v1"  Näherungsnenner, 
so  wird 

<p(x)  -  </,  J  »/)(«„)  +  aa  A, (*)  1^  A, («, ) •//(«, )  +  •  •  • 

11 

i   «,,/V„  -.CO   V^,_, («,.)</'(«,) 

die  ganze  Function  n  —  1'"  Grades,  welche  sich  für  x  —  ay  in  ip(ocr) 
verwandelt.     Dies  ist  die  Formel  des  Herrn  Tchebychef. 

Es  liegt  hier  die  Voraussetzung  zu  Grunde,  dass  wirklich 
sämmtliche  Partialnenner  l  vom  ersten  Grade  sind,  oder,  was  auf 
dasselbe  hinauskommt,  dass  der  Nenner  N,,,  für  jedes  v  vou  1  bis 
//,  vom  i>ten  Grade  ist.    Um  die  Berechtigung  derselben  uachzuweisen, 
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entwickele  ich  o  in  die  Reibe 

wo  s,,  die  Summe  der  i'h'"  Potenzen  der  w  Grössen  «  bezeichnet;  aus 
Bd.  I.  S.  288  290  folgt,  dass  ein  Nenner  vle"  Grades  wirklich  existirt, 
und  gleich  ist 

kQXy    +  ft,  a?'-1    H 1-    /i,,_!  .T   -f  ky, 

wenn  das  System  linearer  Gleichungen 

*o /,r»  +  *i  *«-i  + f- s»  /l'o      =  °? 

Sj  /»•„  -f  Sa  &„_!  -\ 1-  SB+1  Ä0  =  U, 

*1  &"  +  *3  kn-\  H 1-  *«+2&0  =  °5 


welches  von  der  Art  ist  wie  die  Systeme  Bd.  I,  S.  272  u.  f.,  einen 

vini   Null    verschiedenen  Werth   für   kf)  liefert.      Dies  ist  aber  der 

Fall,    da  die  Determinante  mit  dem  Diagonalgliede  s0s2si...$2n— 23 

bekanntlich  das  Quadrat  eines  Produktes  von  DitTerenzeu  je  zweier  a, 

und  daher  von  Null  verschieden  ist. 

Herr  T.  erwähnt  den  Fall,  dass  man 

n  —  1  n  —  8  n  —  5 

,     er,  =       — r,     a4  -  - — r     etc. 


n- 1  '  J  w— 1  '  ■  *  n  —  l 
setzt  und  «  unendlich  nimmt.  Die  Function  q>(&),  welche  für  die 
n  Abscissen  a  mit  \p(x)  übereinstimmt,  lässt  sich  dann  mit  ip(x) 
selbst  verwechseln,  während  2a :n — 1  in  log(x-f-l)  — log(a;~l)  über- 
geht. Die  Näheruugsnenner  N  sind  dann  die  Kugelfunctionen,  und 
die  Euwickelung  von  q>  nach  den  N  verwandelt  sich  also  in  die 
Entwickelung  von  ip  nach  Kugelfunctionen. 

§  16.  Es  möge  sich  eine  Function  xp(x)  nach  solchen  ganzen 
Functionen  Nr(x)  entwickeln  lassen,  wie  sie  im  Bd.  I,  2.  Zusatz  z. 
."».  Kapitel,  S.  287  u.  f.  vorkamen,  die  also  so  beschaffen  sind,  dass 
wenn  f(x)  eine  gegebene  Function  bezeichnet,  N,.  vom  vtea  Grade 
ist,  uud 

y  V,(.r)jY,.(.r)/'(.ry/.r 

verschwindet  so  lange  die  ganzen  nicht  negativen  Zahlen  (.i  und  v 
verschieden  bleiben.     Diese  Reihe  sei 

ip(x)=   Je,  A',(.r). 
i    o 

Alsdann    kann   man    zeigen,    dass    diejenige    ganze   Function 
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//"  Grades  y,  welche  bewirkt  dass 

ein  Minimum  sei,   der  Anfang  der  Entwickelang  von  ip(x) 

wird,  nämlich 

n 

y  =  2;cvnv(x). 

In  der  That,  wenn  man  setzt 

V  =  ö0+C6,a:H \-a»xn, 

so   nmss,    damit  y  das  Integral  zum  Minimum   macheu   kann,    die 
Bedingung  erfüllt  werden 

f'[y-ip  O)]  (da,,  +  xöar\ \-  x»  da„)  f(x)  dx  =  ö 


f 


und  /war  für  willkürliche  Verrückungen  da.  Dieses  geschieht  nur, 
wenn  von  v  =  0  bis  v  =  n  immer  ist 

•h 

[y  —  yj(x)]xvf(x)dx  =  0; 

9 

folglich  erfüllt  diejenige  Function  »ten  Grades,  y,  wTelche  das 
verlangte  Minimum  hervorbringt,  wirklich  die  vorstehende  Glei- 
chung. 

Entwickelt  man  y  —  ip(x)  in  eine  nach  den  N  georduete  Reihe 

so  kann  in  derselben  kein  N^  vorkommen,  dessen  Index  u  kleiner 
als  n  wäre  (I.  291—292).  Käme  nämlich  als  Glied  mit  dem  niedrig- 
sten Index  N^  vor,  wo  /.i  <.  n,  so  würde,  wenu  man  x"  nach  Func- 
tionen N  in  die  Reihe 

x"  =  bN/l  +  blN^l-\---- 

entwickelt,  was  immer  geschehen  kann,  da  iV;  für  jedes  gauze  l 
eine  Function  des  Grades  X  ist,  der  Ausdruck 

f\y-Hx)][bN^+blN^1  +  ^]f(x)dx  =  bfh\f,-yj(x)]N4(x)^ 

nicht  verschwinden,  während  er  doch  Null  sein  musste.  Daher 
enthält  also  die  Differenz  kein  Glied  N,.(x),  wo  v<Cn,  d.  i.  es 
haben  sich  in  der  Differenz  y  —  \p(x),  durch  die  Subtraction,  aus 
y>(x)  alle  Glieder  N,,  fortgehoben  von  v  =  0  bis  v  =  n.  Dies  ist 
der  oben  angegebene  Satz. 
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Für  den  Fall  g  =  — 1,  h=  1,  f(x)  =  1,  in  welchem  N„  sich  in 
Pn  verwandelt,  hat  Herr  Plarr*)  denselben  ausgesprochen.  Die- 
jenige ganze  Function  ntc"  Grades  tj,  welche  eine  solche  Beziehung 
zu  einer  gegebenen  Function  ip(x)  hat,  dass  der  mittlere  Wcrth 
des  Quadrates  der  Abweichung,  [y  —  ^0*0]"',  zwischen  x  =  —  1  und 
x'=  1  möglichst  klein  wird,  ist  demnach  der  Anfang  der  Entwicke- 
lung  von  ip(x)  nach  Kngelfuuctionen  bis  zu  dem  Gliedc  incl.,  wel- 
ches den  Factor  Pn(x)  enthält. 


II.  Theil. 

Das    Potential. 


Erstes  Kapitel. 

Allgemeines  über  das  Potential.    Die  Kugel. 


■i-V 


§  17.  Die  mathematische  Physik  löst  kein  einziges  Problem, 
welches  die  Natur  darbietet  genau,  da  die  Annahmen,  welche  als 
Grundlage  für  die  mathematische  Behandlung  dienen  in  keinem 
Falle  zutreffen;  man  setzt  vielmehr  statt  der  wirklichen  Aufgaben 
mathematische  Probleme,  indem  man  Grundsätze,  die  Gesetze,  auf- 
stellt, die  allerdings  nicht  willkürlich  erdacht  sind,  sondern  die  den 
Vorgängen  in  der  Natur  angenähert  zu  entsprechen  scheinen.  Eine 
Aehnlichkeit  zwischen  den  aus  der  Rechnung  sich  ergebenden  Re- 
sultaten und  den  wirklichen  Erscheinungen  bestimmt  uns  die  Grund- 
sätze festzuhalten-,  ein  Abweichen  oder  Widerspruch  veranlasst  uns 
die  Annahme  zu  modificiren  oder  ganz  zu  verwerfen. 

In  diesem  zweiten  Theile  handelt  es  sich  um  solche  Erschei- 
nungen, welche  sich  auf  die  Anziehung  von  Massen  beziehen,  und 
die  für  Entfernungen,  welche  nicht  unmessbar  klein  sind,  durch  das 
Newton'sche  Gesetz    erklärt    werden.      Um  dieses  für  jede  Ent- 


*)    Comptes  rendus  de  l'Academie  des  Sciences,   ll  Mai  1857. 
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fernung  der  Massen  verwenden  zu  können,  werden  wir  den  Aus- 
druck desselben  modificiren,  nämlich  statt  der  materiellen  Punkte 
homogene,  beliebig  kleine  Kugeln  einführen.  Wir  nehmen  als 
Grundsatz  an*),  dass  die  Mittelpunkte  zweier  solcher  Kugeln 
sich  geradlinig  gegen  einander  bewegen;  nm  sie  zurückzuhalten  muss 
man  in  den  Mittelpunkten  Kräfte,  in  selbstverständlicher  Richtung, 
anbringen,  welche  proportional  sind  (oder  gleich)  dem  Produkte 
ihrer  Massen,  dividirt  durch  das  Quadrat  der  Entfernung  der  beiden 
Mittelpunkte.  Dieses  soll  also  für  alle  Kugeln  gelten,  deren  Radien 
Über  einer  beliebig  klein  gegebeneu  Grösse  bleiben. 

Unter  Kraft  hat  man  hier  nichts  anderes  zu  verstehen  als  eine 
gewisse  Zahl;  man  setzt  statt  derselben  das  Gewicht,  welches  man. 
event.  mit  Hülfe  einer  Rolle,  bei  unserer  Abstraction  in  den  Mittel- 
punkten, im  Versuch  in  möglichst  kleineu  Entfernungen  von  den- 
selben, anzubringen  hätte  um  sie  festzuhalten,  unter  Masse  das 
Produkt  des  Volumens  mit  einer  dem  Stoffe  eigenthümlichen  Con- 
stanten,  der  Dichtigkeit.  Jedem  Stoffe  wird  bei  der  mathematischen 
Behandlung  diejenige  Zahl  als  Dichtigkeit  beigelegt,  welche  sieh 
durch  die  für  die  Bestimmung  des  speeifischeu  Gewichts  üblichen 
Methoden  für  dasselbe  ergiebt,  obwohl  homogene  Körper  nicht 
existiren.  Achnliches  wie  von  den  Dichtigkeiten  gilt  für  das  Mass 
der  Entfernung  der  beiden  Mittelpunkte  vou  einander. 

Das  Ncwton'sche  Gesetz,  so  aufgefasst,  soll  gelten,  wie  nahe 
die  Kugeln  auch  einander  kommen  mögen.  Sind  ihre  Dichtigkeiten 
d  und  ö',  ihre  Radien  r  und  r',  so  ist  die  Kraft,  mit  der  sie  auf 
einander  wirken,  wegen  der  Undurchdringlichkeit  der  Masse,  am 
grössten  wenn  die  Kugeln  sich  berühren,  ist  also  kleiner  als 

li;/r       dö'r*rn 
9      '    (r  +  r'Y  ' 
Dieses  ist  sehr  klein  wenn  r  und  r'  sehr  klein  sind,    obgleich  die 
Mittelpunkte  alsdann  sehr  nahe  an  einander  rücken,  und  nicht  nn- 

*)  M.  vergl.  Newtoni  Principia  philosopbiae  naturalis  T.  I,  Definitio  VIII, 
S.  11,  •>.  Ausj,'.  v.  Le  Sem-  n.  Jacquier.  Genf  17(10.  „Voces  autem  Attractionis. 
[mpulsus,  vel  Propensionis  euiuseunque  in  centrnm,  indifferenter  el  pro  sc  mutuo 
promiscue  usurpo ;  haa  vires  non  Physice  sed  Mathematice  tantum  considerando.  Unde 
caveat  lector,  ne  per  hujusmodi  voces  cogitei  me  speciem  vel  itiodnm  actionis  cau- 
jamve  aul  rationem  Physicam  alienbi  definire,  vel  oentvis  (quae  sunt  pnneta  Mathe- 
matica)  vires  vere  ei  Physice  tribuere;  si  Forte  au1  centra  trahere,  ant  vires  centrormn 
esse  dixero." 


S  17.  Allgemeines.  33 

endlich,  wie  mau  glauben  könnte,  wenn  man  von  der  Anziehung 
sehr  naher  materieller  Punkte  gehandelt  hätte*). 

Man  weiss,  dass  nicht  nur  sehr  kleine  sondern  auch  beliebig 
grosse  Kugeln,  welche  mit  der  ideellen  Eigenschaft  der  Ilomo- 
geueität  ausgestattet  sind,  nach  demselben  Gesetze  auf  einander 
wirken,  welches  oben  für  sehr  kleine  Kugeln  als  Grundsatz  auf- 
gestellt wurde.  Als  Grundlage  reicht  aber  dieser  letztere  Fall  völlig 
aus,  indem  sich  aus  demselben  die  Wirkung  von  beliebig  gestalteten, 
homogenen  oder  nicht  homogenen  Körpern  durch  eine  ähnliche 
Rechnung  ableiten  lässt  wie  das  gleiche  Resultat  wenn  man,  wie 
gewöhnlich ,  von  materiellen  Punkten  ausgeht.  Beim  Nachweise 
kommt  erstens  ein  Satz  und  zweitens  ein  Grundsatz  in  Betracht. 

Nach  dem  Satze  lässt  sich  jeder  Körper  mit  beliebiger  An- 
näherung ebensowohl  in  Kugeln  zerlegen  wie  man  ihn  in  Parallel- 
epipeda  zerlegt**).  Zertheilt  man  den  Körper,  dessen  kubischer 
Inhalt  K  sei,  zunächst  in  Würfel,  was  so  geschehen  kann,  dass  nur 
ein  beliebig  kleiner  Theil  von  K  übrig  bleibt,  legt  ferner  in  jeden 


*)    Die  beschleunigende  Kraft,  welche  die  eine  Kugel  in  einem  Punkte  O  ihrer 

An      „ 
Oberfläche  ausübt,  ist  —^-ro.    In  den  Principia  gen.  theoriae  flg.  fluid,  etc.  (Werke 

V,  31)  sagt  Gauss:  Constat,  maximam  attractionem,  quam  massa  homogenea  data 
in  punctum  datum  secundum  illam  legem  exercere  potest,  esse  ad  attractionem,  quam 

eadem  massa  in  figuram  sphaericam  redacta  exercet  in  punctum  in  superficie  positum, 

3  

ut  3  ad  V^o;  posterior  vero  attractio  cum  gravitate  facile  comparatur.  Die  Grenzfläche 
des  Maximal-Körpers  entsteht  durch  Rotation  einer  ebenen  Curve  um  die  Richtung  der 
Anziehung  in  0.  Befindet  sich  nämlich  der  Körper  in  der  Gestalt,  dass  die  Anziehung  in 
einem  Punkte  0  der  Oberfläche  ein  Maximum,  also  grösser  ist  als  diejenige,  welche  die 
Masse,  in  eine  andere  Gestalt  gebracht,  auf  0  ausüben  werde,  so  ziehe  man  von  0 
aus  einen  Radiusvector  r  nach  einem  Punkte  ^u  der  Oberfläche.  Der  Winkel  den  r 
mit  der  Richtung  der  Anziehung  in  0  bildet  sei  (f.  Dann  ist  der  Beitrag  zur  An- 
ziehung auf  0,  welchen  f.i  liefert  (weil  die  Variation  der  Anziehung  bei  Aenderung 
der  Gestalt  des  Körpers  Null  sein  muss),  also  fj.  cos  (f.i — 2?  für  jedes  </>  und  r  constant 
und  zwar  gleich  fi.a—2,  wenn  a  den  Radiusvector  bezeichnet  der  von  0  aus  nach  dem 
Tunkte  der  Oberfläche  gezogen  wird,  in  welchem  die  Richtung  der  Anziehung  auf  0 
die  Oberfläche  schneidet,  so  dass  also  r  =  a  für  if<  —  0  ist.  Man  findet  daher  als 
Gleichung  der  rotirenden  erzeugenden  Curve  a2  cos  <f  =  r2,  als  Anziehung  des  Körpers 
in  0  den  Werth  *an ,  als  Volumen  desselben  -^ci^ti,  woraus  sich  sofort  das  von 
Gauss  mitgetheilte  Resultat  ergiebt. 

**)  Diese  Art  der  Behandlung  habe  ich  in  der  kleinen  Schrift  angedeutet:  Das 
Newton'sche  Gesetz,  Halle,  1864,  Buchh.  des  Waisenhauses,  S.  17  u.  f.  Den  fol- 
genden einfachen  Beweis  verdanke  ich  dem  talentvollen  früh  verstorbenen  Dr.  Theodor 
Bern  er  aus  Berlin   (f  1866). 

Heine,  Anwendungen  der  Kugelfunctionen.    2.  Aufl.  3 
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Würfel  eine  berührende  Kugel,  deren  Inhalt  %azn  ist,  wenn  der 
Würfel  die  Seite  2a  also  den  Inhalt  8a3  besitzt,  so  wird  der  Inhalt 
jeder  einzelnen  Kugel  etwas  grösser  als  die  Hälfte  des  betr.  Würfels, 
und  der  Inhalt  aller  Kugeln  zusammen  grösser  als  ^Ä".  Von  dem 
Körper  bleibt  also  weniger  als  das  Volumen  .V/T  übrig,  welches  noch 
nicht  in  Kugelform  gefasst  ist.  Zerlegt  man  diesen  Rest  in  Kugeln, 
so  wird  wiederum  ein  Theil,  weniger  als  die  Hälfte  desselben,  d.  i. 
als  \K  übrig  bleiben.  Fährt  man  so  fort,  so  ist  die  Masse  A  in 
Kugeln  zerlegt  mit  Ausnahme  eines.  Stückes,  welches  kleiner  ist  als 
A,  getheilt  durch  eine  beliebig  hohe  Potenz  von  2.  Dieses  ist  der 
lieweis  des  Satzes. 

Zweitens  nimmt  man  in  unserer  ideellen  Mechanik  an,  dass  die 
Anziehungskraft,  welche  ein  nicht  homogener  Körper  auf  eine  homo- 
gene Kugel  ausübt,  dieselbe  ist  wie  die  Grenze  von  den  (nach  dem 
Parallelogramm  der  Kräfte  zusammengesetzten)  Wirkungen  der  ge- 
sanimten  unendlich  kleinen,  als  homogen  betrachteten  Theilchen  des 
Körpers,  denen  man  als  Dichtigkeit  die  Dichtigkeit  in  einem  be- 
liebigen Punkte  des  Theilchens  beilegt.  Dass  diese  Ausdrücke  sieh 
einer  Grenze  nähern  und  dass  diese  Grenze,  ein  dreifaches  Integral, 
von  der  Art  der  Theilung  wesentlich  unabhängig,  ist  beweist  mau 
leicht  und  gründet  darauf  die  Erklärung  des  dreifachen  Integrals. 
Einige  hierbei  zu  Grunde  liegende  Voraussetzungen  über  die  Art 
des  Theilungsgesetzes  werden  unten  erwähnt.  —  Dies  ist  der 
Grundsatz. 

Es  mögen  kleine  Kugeln  vorliegen  mit  Massen  /un  ;u2,  etc.  Die 
Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  tte"  seien  a„  b„  c„  und  die  Ent- 
fernung desselben  von  einem  Punkte  0  mit  den  rechtwinkligen 
Coordinaten  x,  y,  z  sei 

R,  =  \'(at  -  x)2  +  (bt  -  y)2  +  (ct  -  *)'-'• 
Man  nennt  die  Summe 

V  —     P*     -L    ^-    4-    ^3    4-  . . . 

V  ~   /?,   +   ß3  +   R3  +      ' 

welche  für  Massen  die  im  Endlichen  liegen  immer  endlich  bleibt 
da  nach  unseren  Festsetzungen  keine  Grösse  R  Null  ist,  das 
Potential  der  Massen  /*  im  Punkte  0. 

Die  Anziehung,  welche  diese  Massen  auf  eine  kleine  Kugel 
mit  der  Masse  m  ausüben,  deren  Mittelpunkt  0,  wegen  der  Un- 
durchdringlichkeit,   nicht  in  ju,,  jti8,  etc.  fallen  kann,    lässt  sich  in 
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drei  Kräfte  m&,  mH,  mZ  zerlegen,    die  in  O,    parallel  den  Axen, 
wirken.     Man  hat 


wenn  die  Summation  sich  auf  so  viele  Werthe  von  i  bezieht  als 
anziehende  Kugeln  /u  vorhanden  sind.  Nach  Lagrange*)  lassen 
sich  die  Componenten  &,  H,  Z  durch  partielle  Dift'erentialquotientcn 
des  Potentials  vermittelst  der  Formeln  darstellen 

V-iL       H-^L       7-dL 
"~~  dx*  dy1  dz' 

Bilden  die  anziehenden  Massen  einen  zusammenhängenden 

Körper  von  beliebiger  Gestalt,    so  heisst  Potential  desselben  im 

Punkte  0,  der  ihm  nicht  angehört,  die  Grenze,   welcher  der 

obige  Ausdruck  von  V  zustrebt,  wenn  die  Masse,  im  Sinne  unseres 

Satzes,    in  Kugeln  (it  zerschnitten  wird.     Diese  Summe  geht,    wie 

oben  erwähnt  wurde,    in  ein  Integral  über,    welches  sich  über  die 

ganze  anziehende  Masse   erstreckt.      Sind  a,  b,  c  die  Coordinateu 

eines  unbestimmten  Punktes  derselben,  setzt  man  ferner 

v  =  (x-ay-\-(y-by-  +  (z-cy, 

so  bleibt  die  Art  in  welcher  man  die  Zerschneidung  der  Masse  in 
unendlich  kleine  Theile  vornimmt,  für  die  Integration  gleichgültig. 
Heisst  das  Massenelement,  welchem  der  Punkt  a,  b,  c  angehört 
d(.i,  so  ist  daher  das  Potential  der  anziehenden  Masse  in 
einem  Punkte  0  der  sich  ausserhalb  derselben  befindet 

df.1 

Anmerk.  1.  Wir  betrachten  eineu  Raum  W.  Die  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  der  Punkte  desselben  seien  a,  b,  c;  ferner  sei  f(a,  b,  c)  eine  gegebene 
endliche  und  zunächst  continuirliche  Function.  Aus  dem  Räume  W  scheidet 
man  n  Stücke  wv  w2,  .  .  .,  Wt,  .  .  .,  Wn  aus,  die  man  nach  einem  von  vorn 
herein  gewählten  Gesetze  begrenzt,  sei  es  durch  Parallelepipeda,  Kugeln,  oder 
andere  Flächen.     Das  Gesetz  sei  folgend ermassen  beschaffen: 

a)  Mit  wachsendem  n  werden  die  Volumina  w  unendlich  klein,  und  zwar 
werden  sowohl  die  bei  wachsender  Stellenzahl  hinzutretenden  als  die  etwa  fort- 
fallenden Räume  für  sich  unendlich  klein.    Ebenso  wird  W — 2wt  unendlich  klein. 

6)  Die  grösste  Schwankung,  welche  f  in  einem  Volumen  w  erleidet,  wird 
mit  wachsendem  n  unendlich  klein. 


«■■■  '-///■ 


*)  Nouveaux  Memoires  de  l'Acadcmie  royale  des  Sciences  et  belies  Lettres, 
de  Berlin,  annee  1777.  M.  vergl.  die  am  Schlüsse  dieses  Bandes  befindlichen  Zusätze 
zu  S.  1 — 2  des  vorigen  Bandes. 

3* 
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Sind  nun  at,  bu  ct  die  Coordiuateu  eines  Punktes  welcher  dem  Raum  u\ 
angehört,  so  setze  man  hei  der  Theilzahl  n 

n 

S„  =  J£u>tf(at,  b„  c,); 
1=1 
es  ist  zu  zeigen,  dass  mit  wachsendem  n  sich  Sn  einer  Grenze  nähert. 

Man  hat  dazu  nur  nachzuweisen  (I.65,a),  dass  Sn+y—S„  mit  wachsendem  n, 
welche  ganze  positive  Zahl  man  auch  für  v  nimmt,  beliebig  klein  wird.  Es 
möge  der  Raum,  welcher  dem  zuerst  ausgeschiedenen  hinzutritt  wenn  n  in  n-\-v 
übergeht,  durch  die  Zahl  el  gemessen  werden,  der,  welcher  wieder  fortfällt,  durch  £.,. 
[sl  ///  der  grösste  Werth  von  f  im  Räume  W,  so  können  die  Summen  iS„  uud 
S„+y  wegen  der  Verschiedenheit  des  ausscheidenden  und  hinzutretenden  Raumes 
sich  höchstens  um  ni(el  -f-  £.,)  unterscheiden.  Ist  rj  grösser  als  die  grösste 
Schwankung  von  f  in  einem  Theile  w  der  ersten  Summe  Sn  und  auch  der 
/weiten  Summe  Sn+y,  so  wird  der  Theil  in  der  Dilferenz  zwischen  den  Summen 
S„  und  S,l+y,  welcher  sich  auf  die  in  beiden  gleichzeitig  vorkommenden  Volumina 
bezieht,  <.t].\V,  also  die  Difterenz  Sn+y — Sn  absolut  <Z  m^s^ €.,)-{- r]W. 
Ha  in  und  i]  mit  wachsendem  n  beliebig  klein  gemacht  werden  können,  so 
wird   wirklich  Sn+V — Sn  beliebig  klein. 

In  ähnlicher  Art  zeigt  mau,  dass  eine  Theilung  in  Volumina  von  verschie- 
dener Form,  z.  H.  das  erste  Mal  in  Parallepipeda  das  andere  Mal  in  Kugeln, 
auf  dieselbe  Grenze  führt.  In  der  That,  führt  eine  neue  Art  der  Theilung  in 
n  Volumina  auf  eine  Summe  sn  statt  Sn,  so  erkennt  man  bald,  dass  S„ — sn 
mit  wachsendem  n  unendlich  klein   wird. 

Ferner  erkennt  man  durch  dieselbe  Betrachtungsweise,  dass  Sn  auch  dann 
noch  eine  Grenze  besitzt,  wenn  f  zwar  endlich  bleibt  aber  disomtinuirlich  ist, 
und   die  Disconlinuitätspunkte  keinen  körperlichen  Raum   erfüllen. 

Die  Grenze  der  Summe  uenut  man  bekanntlich  dreifaches  Integral  von  /' 
über  den   Raum    W  und  bezeichnet  sie  durch 


ffß 


f(a,  b,  c)dt, 

indem  man  durch  dt  auf  ein  unendliches  kleines  Volumen  w  deutet*).  Iu  dem 
vorliegenden  besoudern  Falle  des  Potentials,  wo  f(a,  b,  c)  gleich  der  Richtigkeit 
getheilt  durch  R  zu  setzen  ist,  wird  durch  df.i,  wie  üblich,  das  Produkt  der 
Dichtigkeit  und  des  Volumens  w  angedeutet,  und  man  sagt,  dass  man  nach  f.i 
über  die  ganze  Masse  integrire. 

Des  bei  weitem  kürzer  zu  fassenden  Ausdrucks  halber  habe  ich  mich  bei 
dem  Beweise  der  Existenz  des  dreifachen  Integrals  einer  geometrischen  Einkleidung 
bedient,  während  der  Beweis  durch  Zurückführung  auf  die  Beschaffenheit  von 
Zahlenreihen  wesentlich  ein  analytischer  ist;  ebenso  wie  bei  der  Einführung 
des  einfachen  Integrales  kann  man  diese  Einkleidung  aber  auch  für  das  vielfache 
entbehren,  und  das  Ganze  lässl  sich  rein  analytisch  darstellen,  wenn  nur  das 
Vorstehende  etwas  modificirt  wird. 

Was  oben  von  der  Existenz  des  dreifachen  Integrales  gesagt  wurde,  gilt 
selbstverständlich  auch  von  solchen  zweifachen  Integralen  die  über  eine  Fläche 
zu  nehmen  sind. 

Für  einfache  bestimmte  Integrale  ist,  vorzugsweise  durch  Dirichlet's  Vor- 
träge, der  Weg  festgelegt  und  geebnet,  auf  welchem  man  von  dem  als  Grenze 


*)    Häutig  fügt  man  nicht  drei  sondern  nur  ein  Integralzeichen  hinzu. 
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definirteo  Werthe  zu  den  Eigenschaften  gelangt,  die  ein  solches  bestimmtes  Integral 
als  besonderen  Werth  eines  unbestimmten,  als  Lösung  einer  einfachen  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung  charakterisiren.  Für  vielfache  Integrale  ist  dieses, 
wie  mir  scheint,  noch  nicht  in  gleichem  Grade  geschehen.  Wenn  ich  gleich  im 
allgemeinen  die  bekannten  Sätze,  die  sich  hierauf  bezieben,  im  Texte  benutze, 
so  schien  es  mir  doch  zweckmässig,  einige  fundamentale  Sätze,  z.  B.  von  der 
Differentiation  unter  dem  Integrale,  in  der  unten  folgenden  mit  kleinerem  Druck 
versehenen  Anmerkung  unmittelbar  auf  die  obige  Erklärung  des  dreifachen  Inte- 
grals zurückzuführen.  Im  wesentlichen  geschieht  dasselbe  bei  der  üblichen  Art 
die  Green'schen  Sätze  abzuleiten,  wobei  man  nur,  zur  Abkürzung,  die  wesent- 
lichen  Eigenschaften  der  einfachen  Integrale  zu   Grunde  zu  legen  pflegt. 

Potential  für  einen  inmitten  der  Masse  gelegenen 
Punkt  nennt  man  die  Grenze  eines  so  eben  definirten  Potentials. 
Schneidet  man  um  einen  Punkt  0,  der  inmitten  einer  Masse  liegt, 
ein  Stück  «  der  0  einschliessenden  Masse  heraus,  so  nähert  sich 
das  Potential  im  Punkte  0,  welches  zu  der  übrig  bleibenden  Masse 
gehört,  mit  abnehmenden  s,  einer  Grenze.  Diese  Grenze  heisst 
das  Potential  in  0.  Dasselbe  ist  also  die  Grenze  des  obigen  Inte- 
grals, welches  über  die  um  e  verkleinerte  Masse  genommen  wird, 
aus  der  das  Stück  ausgeschnitten  ist,  in  welchem  R  Null,  und  daher 
die  zu  integrirende  Function  unendlich  wird.  Integral  einer  dis- 
continuirlichen  Function  heisst  aber,  nach  der  üblichen  Definition, 
gerade  die  Grenze  eines  Integrales  über  ein  Gebiet,  aus  welchem 
der  Theil  ausgeschnitten  ist,  in  dem  die  zu  integrirende  Function 
unstetig  wird.  Daher  giebt  derselbe  Ausdruck  (1)  das  Po- 
tential einer  Masse  im  Punkte  0,  er  möge  der  Masse  an- 
gehören oder  nicht.  Dass  das  Integral  eine  Bedeutung  hat,  wenn 
die  Dichtigkeit  endlich  bleibt,  zeigt  mau  leicht.  Auch  das  so  defi- 
nirte  Potential  hat  eine  Beziehung  zu  der  Anziehung,  welche  0 
erleidet. 

Die  Frage  nach  der  Anziehung,  welche  die  Masse  die  einen 
Raum  erfüllt  in  einem  Punkt  im  Innern  der  Masse  ausübt,  kann 
zwar  wegen  der  Undurchdringlichkeit  nicht  gestellt  werden.  Man 
schneidet  aber,  wenn  0  in  der  Masse  liegt,  ein  kleines  Stück  «  um 
0  aus,  berechnet  die  Componenten  £,  etc.  der  Anziehung  in  0  auf 
welche,  wie  man  unseren  Untersuchungen  S.  32  über  die  Wirkung 
unendlich  naher  Kugeln  aufeinander  entnimmt,  das  Ausfallen  eines 
kleinen  Massentheiles  einen  nur  geringen  Einfluss  ausüben  kann 
und  versteht  unter  Componenten  der  ganzen  Anziehung 
die  Grenzen  jener  Componenten  für  abnehmende  e.    Berücksichtigt 
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man  aoch,  wie  oben,  die  Definition  des  [ntegrales  einer  diseontinuir- 
lichen  Function,  bo  lindet  man:  Die  Componenten  der  Anziehung 
einer  Masse,  im  Punkte  0,  er  möge  der  Masse  angeboren 
oder  nicht,  sind 


H 


z-fffSz^p. 


wenn  die  Integration  über  die  ganze  Masse  ausgedehnt  wird. 

Wir  werden  im  Folgenden  nur  über  Massen  handeln,  die  durch 
eine  geschlossene  oder  durch  zwei  getrennte  und  geschlossene  Flächen 
begrenzt  sind,  obgleich  die  Theorie  uns  eine  solche  Beschränkung 
nicht  auferlegt  und  kaum  zu  modificiren  ist,  wenn  noch  mehr  Flächen 
vorhanden  sind,  welche  Körper  begrenzen.  Wir  nennen  unter  den 
der  Masse  nicht  angehörenden  Punkten  0  diejenigen,  wrelche  im 
hohlen  Räume  liegen,  die  man  also  nicht  in's  Unendliche  führen 
kann  ohne  sie  durch  die  Masse  selbst  zu  führen,  innere,  die  an- 
deren äussere.  Wo  eine  Unterscheidung  nothwendig  ist  hängen 
wir  den  Buchstaben  V,  0,  B,  etc.  den  Index  [t,  a,  i  an,  je  nachdem 
es  sich  um  inmitten  der  Massen  gelegene,  äussere  ödere  innere 
Punkte  0  handelt. 

Dass  das  Potential  und  die  Componenten  einer  endlichen  Masse, 
welche  sich  auf  Punkte  Ou  und  Ot  beziehen,  einen  Werth  besitzen 
folgt  ohne  weiteres  aus  der  oben  gegebenen  Erklärung  des  drei- 
fachen Integrals  von  f(a,  b,  c)  dt  für  ein  endlich  bleibendes  f.  Das 
Gleiche  beweist  man  bekanntlich  für  dieselben  Functionen,  wenn 
sie  sich  auf  0^  beziehen,  durch  Einführung  von  Polarcoordinaten 
statt  der  rechtwinkligen  a,  b,  c  auf  S.  35.     Man  setzt  nämlich 

a  =  x  +  Rcosa,    b  —  y  -f  ßsinacos/9,     c  =  a  +  ßsinasin/?, 

wo  a  und  ß  von  0  bis  n,    resp.  2n  wachsen.      Ist  k  die  (endlich 
gedachte)  Dichtigkeit  des  Elements  df.i  vom  Volumen  dt,  also 

df.i  =  kdl  =  kRshiadadßdR, 
so  wird  erhalten 

V^  =  1 1  /kRsmadadßdR,  &M  =  I / /ksmacosadadßdR, 

H„  =   f/'/kKuvacozßdadßdR,    Z„  =  ff/kxurasmßdadßdR. 


dl 
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In  dieser  Form  bleiben  die  vier  Functionen,    welche  zu  integriren 

sind,  endlich;  also  sind  die  Integrale  endlich  und  bestimmt. 

Anmerk.  2.  Direet  aus  der  Erklärung  des  Integrales  in  Aumerk.  1  konnte 
man  den  Beweis  führen,  dass  Potential  und  Kraftcomponenten  noch  in  einein 
Punkte  Ou,  welcher  der  Masse  angehört,  existiren.  Man  gehl  hierzu  davon  aus, 
dass  jene  Grenzen  von  Summen  wirklich  vorhanden  sind,  welche  wir  abgekürzt 
durch 

fkdl  r   a  —  x 

J~iT'  JH~W~ 

bezeichnen,  wenn  die  Integration  über  ein  Volumen  W  erfolgt,  welches  nach 
aussen  willkürlich  begrenzt  wird,  nach  innen  durch  eine  Kugelfläche  mit  dem 
Mittelpunkte  0  oder  \x,y,  s].  Hier  wird  k  als  endliche,  wenn  auch  nicht  als 
überall  continuirliche  Function  von  a,  b,  c  vorausgesetzt,  so  dass  der  Fall  ein- 
geschlossen ist,  in  welchem  man  statt  einer  Kugelfläche  eine  andere  Begrenzung 
wählen  will.  In  der  That  hat  man  eine  solche,  wenn  mau  in  einigen  Theilen 
des  Kugelraumes  k  gleich  Null  setzt. 

Wir  müssen  zeigen,  dass  die  obigen  Integrale  einer  Grenze  zustreben,  wenn 
der  Radius  der  Kugel  um  den  Mittelpunkt  0  sich  der  Null  nähert.  Nach  den 
in  Anmerk.  1  angewandten  Prinzipien  hat  man  zu  diesem  Zwecke  nur  zu  be- 
weisen, dass  dieselben  Integrale  beliebig  klein  werden,  wenn  sie  sich  auf  den 
Baum  zwischen  zwei  Kugeln  mit  dem  Mittelpunkte  0  =  [x,  y,  z]  beziehen  und 
der  Radius  a  der  grösseren  hinlänglich  klein  ist,  während  der  der  kleineren  ß 
irgend  eine  Grösse  zwischen  0  und  a  erhält.  Man  führt  den  Beweis,  indem 
man  darauf  hinweist,  dass  die  Integrale  kleiner  sind  als  das  Produkt  je  eines 
Integrales  über  dieselbe  Schale 


rdt      rdt 


dieses  multiplicirt  mit  K,  dem  grössten  Werthe  der  Dichtigkeit  in  der  Schale. 
Die  letzteren  Integrale  sind  aber  resp. 

2n{a-—ß2),     4n(a  —  ß), 
wie  man  findet,  wenn  man  die  Schalen  durch  Kegel,  welche  0  zum  Scheitel 
haben,   und  durch  concenlrische  Kugeln  in  unendlich  kleine  Tlieile  zerlegt.    Bei 
hinlänglich  klein  gewähltem   Badius   a  sind  also   die  Integrale  beliebig  klein. 

Zugleich  hat  man  den  Zusatz:  Ist  eine  Masse  und  in  derselben  ein  Punkt 
0^  gegeben,  so  kann  man  von  der  Masse  so  viel  fortnehmen,  dass  das  Potential 
und  die  Anziehung  in  0^,  selbst  wenn  dieser  Punkt  noch  immer  mit  Masse 
umgeben  ist,   beliebig  klein  werden. 

Dieses  vorausgesetzt  komme  ich  jetzt  zum  Beweise  des  Satzes  über  die 
Differentiation  unter  dem  Integrale,  welchen  man  in  der  nachfolgenden  Zu- 
sammenstellung auf  S.  42  unter  3)  findet,  dass  man  nämlich  hat 

SV        „        f  a-x 

dass  also  die  Anziehungscomponente,  wenn  auch  der  Punkt  x,  y,  z  der  Masse 
selbst  angehört,  durch  Differentiation  des  Potentials  erhallen  wird,  während  sie 
doch  ursprünglich,  auf  S.  38,  durch  das  Integral  auf  der  rechten  Seile  der  vor- 
stehenden Gleichung  delinirt  war. 
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/.um   Beweise  dieses  Satzes  gehl   man   von  der   Erklärung  des  Differenlial- 
quolienten  aus.     Selzl  man 

k,  ir, 


Lim  JE  ==_ 

. .  i   i  (j-  -  «,)'•'  +  (y  -  6,)'  +  (»  -  c,)a 

so  bat  man  aus  derselben 

dV(x)  rm    V(x  +  h)-V(x) 

h 


V(x\ 


dx 


=   Gr 


Es  1  i e^j e  zunächst  der  Punkt  0  ausserhalb  der  Massen  (sei  also 
ein  Punkt  Ou  oder  Ot). 

Dann  wird  V(x-{-h)  —  P(#).  für  jedes  h,  die  Grenze  für  n  =  oo  einer 
Summe  deren  ttes  Glied  ist 


n\  k, 


1 


lf(x+h-aiy+(!f-biy+Oi-cty        ft*-a,)f+(y-&.)f +(»-*.) 


ri 


(1.  i.,  nach  dem  Taylor 'sehen  Lehrsalze,  wenn  e  eine  Zahl  unter  1  bedeutet, 
gleich 

,  ,  at  —  x  —  e  h 

/(•  +  eh-  Oa  +  (y  -  6t)2  +  (s  -  ct)2 

Dieser  Ausdruck  verschafft  uns  die  Gleichung 


+  Lim  Jgwji, 


'  tfi 


=  Lim  ^iclkl 
-rr  —  £Ä 


at  —  an 


[*  +  eÄ-ot)?+(y-608+(*-c.)3 

Die  erste  Grenze  ist  von  h  unabhängig  und  gerade  £;  das  mit  u\h\  multiplicirte 
Glied  der  /.weilen  Reihe  wird  für  sehr  kleine  h  seihst  sehr  klein,  daher  auch  der 
Lim.  der  Summe  für  n  =  oo.  Daher  kann  der  Differenlialquolient  von  V  nach 
x  sich  vom  ersten  Gliede  der  rechten  Seite,  d.  i.  von  £,  nicht  unterscheiden. 

Wir  beweisen  hieraus  die- 
selbe Gleichung  für  den  Fall 
dass  0  inmitten  der  Massen 
liegt.  Nach  dem  Vorhergehenden 
genügt  es  hierzu,  wenn  der  Nach- 
weis für  ein  beliebig  kleines  Massen- 
stück, in  dem  0  liegt,  geführt  wird, 
oder  endlich,  da,  nach  dem  Zu- 
sätze, £  für  ein  solches  sehr  klein 
wird,   dass  man  beweist,  es  könne 

dV 


dx 


beliebig  klein  gemacht  wer- 


den, wenn  man  nur  das  Massen- 
slück,  in  dem  der  Punkt 

0  =  [x,  y,  z] 
liegt   und    auf   welches    sich    das 
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Potential  V  bezieht,  hinlänglich  Kloin  nimmt.  Wir  nehmen  als  solches,  ohne 
der  Allgemeinheil  zu  schaden  (da  k,  wie  schon  oben  bemerkt  wurde,  in  ein- 
zelnen Stücken  Null  sein  kann)  des  bequemeren  Ausdrucks  halber  eine  Kugel, 
die  mit  dem  Radius  cc  um  den  Punkt  0  beschrieben  ist,  und  setzen  für  h  zu- 
nächst einen  bestimmten  Werth  unter  cc.  Von  0  als  Mittelpunkt  aus  lege  man 
eine  Kugel  mit  einem  Radius  ß,  welcher  ein  aliquoter  Tbeil,  der  mte  von  h 
sein  möge,  ebenso  um  den  Punkt  0,  =  [x-\-h,  y,  z].  Den  Raum,  welchen 
diese  beiden  Kugeln  einscbliesseu,  bezeichnen  wir  als  Raum  0  resp.  1,  den  Raum, 
welcher  von  der  Kugel  mit  dem  Radius  cc  übrig  bleibt  wenn  die  ersten  beiden 
ausgeschlossen  sind,  durch  2.  Ferner  bedeute  P  irgend  einen  Punkt  im  Räume 
0,  1   oder  2  mit  den  Coordinaten  a,  b,  c.     Es  ist  also 

cc  der  Radius  der  grossten  Kugel  um  0, 

ß    ,,         „         „     Kugel  0  um   0, 

ß     „         „         „        „       1     „     0,; 

00  =h,    8  =  —. 

Alsdann  hat  man  nach  der  Erklärung  des  bestimmten  Integrals  für  den 
Fall,  dass  die  zu  iutegrirende  Function,  wie  bei  uns,  unendlich  wird,  wenn  man 
das  Potential  der  ganzen  Masse,  in  0  mit  V(x),  also  in  0,  mit  V(x-\-K)  be- 
zeichnet, 

wo  das  erste  Integral  über  die  Räume  1  und  2,  das  zweite  über  0  und  2  zu 
nehmen  ist.  Daher  wird  die  Differenz  V(x-YK) — V(x)  die  Grenze  für  m  =  oc 
von  folgendem  Ausdruck 

./vp2o1   ~  p2oJ2   2_hV   P00,     J  Px0 

Hier  bezeichnet  der  an  P,  k  und  t  angehängte  Index  0,  1  oder  2  den  Raum 
zu  dessen  Punkten  [a,  b,  c]  sie  gehören,  und  über  den  also  integrirt  wird. 

Das  zweite  und  dritte  von  diesen  drei  Integralen  werden,  selbst  noch 
durch  h  dividirt,  mit  h  zugleich  Null.  Z.  R.  bei  der  Untersuchung  des  drillen 
geht  man  davon  aus,  dass  ist 

OP^OO-ß,     h  =  mß,    fJ^-<JL^fildil. 

Ist  wiederum  K  der  grösste  Werth  von  k,  so  hat  man  also 
1    fKdh    ^^„        ß" 


nK 


hJ     0Pt    >*'•"  h(h  —  ß) 

Setzt  man  für  ß  seinen  Werth,  so  ist  klar,  dass  die  rechte  Seite,  selbst  wenn 
mau  m  nicht  unendlich  nimmt,  mit  h  zugleich  zu  Null  convergirt. 

Rei  der  Untersuchung  des  ersten  Integrales  von  den  dreien  geht  man  von 
der  Relation  aus 

1  1      _  h  \a—x       1  a—x—h       1 

T&~l\ö"   po^pßlYöP^'öJ,  +~o,p,    'opj 

h_  _ /    1  _1_\ 

C  PiO  +  P.,Ol  \otp, +  opj' 
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Bas  erste  Integral  gelheilt  durch  h  ist  demnach 

du 


Kf~o. 


P...OP, 


In  einem  Tlieile  des  Raumes  2  ist  OP.,  >  OtP,,  in  dem  audern  OP.,  <  OtP.  ; 
jedenfalls  wird  der  vorstellende  Ausdruck  Kleiner  als 

lif  -*_  4-  tf /*      4 

J  (o^y  "* J   (op.:y  ' 

Das  letzte  Integral  ist  kleiner  als  Aan,  das  erste  als  4  (a  -f-  /t) n,  so  dass  die 
Summe  beider,  und  gleichfalls  ihr  /flaches  beliebig  klein  ist,  wenn  a  klein  genug 
genommen   wird. 

Von  den  Eigenschaften  des  Potentials  in  einfach  zusammen- 
hängenden Räumen,  die  zum  grössten  Theil  in  den  von  Herrn 
Grube  herausgegebenen  Vorlesungen*)  von  Dirichlet  entwickelt 
sind,  hebe  ich  hier  die  folgenden  hervor,  die  sich  auf  Potentiale 
von  körperlichen  Massen  beziehen,  gleichviel  ob  0  ihnen  an- 
gehört oder  nicht  angehört: 

1)  Das  Potential  in  0,  welches  sich  auf  mehrere  Massen  be- 
zieht, ist  gleich  der  Summe  aus  den  Potentialen  in  0  von  den  ein- 
zelnen Massen. 

2)  V  und,  wenn  q  die  Entfernung  des  Punktes  0  von  irgend 
einem  festen  in  der  Endlichkeit  liegenden  Punkte  vorstellt,  qV 
sind  continuirliche  und  endliche  Functionen  der  Coordinaten  x,  y,  % 
des  Punktes  0.  Für  q  =  oo  wird  qV  gleich  der  anziehenden 
Masse. 

Dass  der  Ausdruck  ~  für  R  =  0  unendlich  wird,  steht  nicht 

im  Widerspruch  mit  der  Eigenschaft  der  Endlichkeit  des  Potentials, 
da  derselbe,  nach  unserer  Einführung  des  New  ton' sehen  Gesetzes 
und  der  Definition  des  Potentials,  in  der  That  nicht  ein  Potential 
im  ganzen  Räume  ist,  sondern  ein  solches  nur  mit  Ausschluss  eines, 
wenn  auch  beliebig  kleinen,  Raumes. 

3)  Die  Componenten  der  Anziehung  in  0  findet  man  aus  V 
durch  Differentiation;  man  hat  nämlich  (s.  S.  39) 

dx  1  dy  '  dz 

4)  Diese,  sowie  der  Differentialqiiotient  von  V  nach  jeder  Rich- 


*)    Vorlesungen   über   die   im  unigekehrten  Vcrhältniss  des  Quadrats  der  Ent- 
fernung wirkenden  Kräfte.     Leipzig,   1876. 
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tung  *)  q  bleiben  selbst  und  multiplicirt  mit  q",  auch  im  Unend- 
lichen, continuirlich  und  endlich. 

5)  In  Punkten  0,  welche  der  Masse  nicht  angehören  (Oa  und 
0,),  wird 

.„      d'v      dn-v      d*V 

dx-         dtf         dz," 

in  Punkten  0H,  die  der  Masse  angehören,  in  welche  die  Dichtigkeit 
der  Masse  k  ist,  wird 

JV=  -\nk, 

wenn  in  ihrer  Umgebung  die  Dichtigkeit  k,  welche  differentiirbar 
vorausgesetzt  wird,  sich  continuirlich  ändert.  An  der  Begrenzung 
des  Körpers  selbst  lässt  sich  JV  ein  bestimmter  Werth  nicht  zu- 
schreiben. 

6)  Die  Eigenschaften  des  Potentials,  welche  unter  5)  angegeben 
sind,  könnte  man  in  sofern  bestimmende  nennen,  als  sich  V  aus 
der  Dichtigkeit  der  Masse  bestimmen  lässt;  sie  sind  jedoch  in  sofern 
nicht  bestimmend,  als  es  mehrere  Functionen  giebt,  die  in  JV  für 
V  gesetzt  dasselbe  —  4nk  liefern.  Man  beweist  aber,  dass  eine  Func- 
tion V  in  einem  Räume,  dass  daher  auch  das  Potential  V  im  ganzen 
Räume  in  dem  sich  die  anziehenden  Massen  nicht  befinden,  be- 
stimmt ist  durch  die  Eigenschaften  2),  4)  durch  JV  =  0,  und  end- 
lich durch  den  Werth,  welchen  V  an  der  Begrenzung  an- 
nimmt. 

§  18.  Das  dreifache  Integral  (1),  welches  das  Potential  eines 
jeden  Körpers  ausdrückt,  lässt  sich  für  einige  Körper,  wie  Kugeln, 
Ellipsoide,  Cylinder,  Kegel,  mit  Hülfe  der  Functionen,  welche  im 
I.  Bd.  behandelt  wurden,  in  andere  Formen  bringen,  in  denen  ver- 
schiedene Eigenschaften   des  Potentials  hervortreten,   unter  denen 


*)  Ist  ein  fester  Punkt  P  und  eine  in  P  beginnende  Gerade  PR  gegeben,  ist  ferner 
Q  ein  (beweglicher)  Punkt  auf  derselben,  /  irgend  eine  Function  des  Ortes  in  jedem 
Punkte,  so  heisst  Differentialquotient  von  f  im  Punkte  P  nach  der  Richtung  PR  die 
Grenze,  welcher  sich  ein  Quotient  nähert,  dessen  Zähler  der  Werth  von  /  im  Punkte  <4 
weniger  dem  Werthe  von  /  im  Punkte  P,  dessen  Nenner  die  Zahl  PQ,  ist,  wenn  Q, 
sich  P  nähert.  War  z.  B.  /  als  Function  der  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y,  z 
gegeben,  und  bildet  die  Richtung  PR  mit  den  positiven  Richtungen  der  Axen  Winkel 
«,  ß,  y,  so  ist  der  Differentialquotient  von  /  nach  der  Richtung  PR,  die  Continuität 
von  /  nach  jeder  Richtung  vorausgesetzt,  gleich 

COS  «  .f'(x)  -f-  COS/?  ./'(,!/)  -f-  cos  y  ./'(-), 

also  endlich  und  continuirlich,  wenn  es  f'(x),  f'{y)  und  /'(»)  sind. 
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diejenigen  hervorzuheben  sind,  welche  unten  zur  Auffindung  einer 
Function  uns  bestimmenden  Eigenschaften  dienen,  oder  in  solche 
Formen,  die  sich  für  eine  angenäherte  Berechnung  eigenen,  oder 
welche  auf  einfache  Ausdrücke  für  V  führen,  wenn  geeignete  An- 
nahmen über  die  Beschaffenheit  der  Masse,  d.  i.  über  die  Aenderung 
der  Dichtigkeit  von  Punkt  zu  Punkt  gemachl  werden.  In  diesem 
Kapitel  handeln  wir  über  die  Kugel. 
Festsetzungen  und  Bezeichnung: 

Der  Radius  der  Kugel  ist  r;  ihr  Mittelpunkt  zugleich  der  An- 
fangspunkt der  Coordinaten. 

x,  y,  z  sind  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Punktes  0; 
a,  b,  c  zunächst  solcher  Punkte,  welche  den  anziehenden  Massen 
angehören.    Man  setzt 

x  =  7'cosO  a  —  scosrj 

y  =  rsinöcost//        b  =  ssin^cosw 

z  =  r  sin  6  sin  \p        c  =  s  sin  rj  sin  co  ; 

0<6<7i,    0<V<27r;        0<?7<5t,     0  <  w  <  2n; 

cosy  =  cos 0 cos rj-\-  sin 0 sin?; cos (i//  —  tu). 

Die  Dichtigkeit  im  Punkte  a,  b,  c  ist  k[a,b,c]  oder  k(s,t],io)  oder 

schlechtweg  k.     Daher  ist  k  eine  solche  einwerthige  Function  von 

s,  rj,  to,  die  für  *  =  0  von  r\  und  ta,  für  r\  =  0  von  w  unabhängig 

wird. 

ßa  =  (x  —  a)-  4-  (y  —  b)'2  -f-  (35—  c)2  =  r2  —  2rs  cosy  +  s'J ; 
dadbde  =  s2  sint]  dt]  deods;     TR  =  1. 
Einen  bestimmten  Werth    von  r  oder   s   bezeichnen  wir  durch  r; 
treten  zwei  solcher  Werthe  zugleich  auf,  so  heissen  sie  r0  und  r, 
und  zwar  ist  r,  <C  r0.     Unten  führt  man  statt  r  den  Logarithmus 
ein  durch  die  Gleichungen 

r  —  e°,     r0  =  e*S     r,  =  e°<. 
Der  Ausdruck  (1)  für  V  verwandelt  sich  durch  Einführung  der 
Polarcoordinaten  in 

(l,a)...      V=/     Bmrjdrji      diol  v     '  _^i  • 

o  oo       \r'  —  2rs  cosy  4- s" 

Wir   betrachten  das  Potential  bei  gegebener  Dichtigkeit 
gesondert  in  jedem  der  drei  Räume  a,  i,  /ti. 

1)  Das  Potential  Va  der  Kugel  im  äussern  Punkte  Oa,  und 
zwar  zunächst  einer  vollen  Kugel,    nachher  der  Kugelschale.     In 
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diesem  Falle  ist  r  >  s,  so  dass  T  sich  (I.  11)  nach  absteigenden 
Potenzen  von  r  in  eine  bis  in  die  Grenze  der  Convergenz  r  =  r 
convergirende  Reibe  entwickeln  lässt.     Man  hat  daher 

(2)...     F,,  =  i   .  ^  X(><\    (,->r), 

»1=0    • 

s"+-ds/     siu^rW       /,(.v, /;,  w)PW(cosy)riw. 


o 


Die  Functionen  XW,  nach  denen  F  durch  (2)  entwickelt  wird, 
sind  Kugelfunctionen  rate"  Grades  in  Bezug  auf  die  Veränderlichen 
0  und  v>  da  die  Functionen  P"(cosy)  solche  Functionen  sind.  Aus 
letzteren  entsteht  nämlich  Xn,  wie  (3)  zeigt,  durch  Multiplication  mit 
Constanten,  und  durch  eine  Addition  derartiger  Produkte,  nämlich 
durch  Integration  derselben  nach  Constanten  in  Bezug  auf  0  und  ifs. 

Verschiedene  Umformungen  von  X^'K  Wir  setzen  au  die 
Stelle  der  Dichtigkeit  k  ihre  Entwickelung  nach  Kugelfunctionen, 
die  hier  durch  K  bezeichnet  werden.  Um  hieraus  einen  Nutzen 
ziehen  zu  können  muss  man  annehmen,  h  sei  so  beschatten,  dass 
diese  Reihe  für  alle  s  von  0  bis  r  in  gleichem  Grade  convergirt. 
Die  Entwickelung  geschieht  nach  I.  433,  (a)  u.  (6);  man  erhält 

KW(s,  rj,  to)  =      4       /    amOdOJ      Ks>  0,  V)/J(")(cosy)ÖV-', 

0  ü 

und  hieraus  nach  I.  327,  (e) 

(d)  ...     X<«)  =   9^rcyV')(s,  0,y)sn+2ds. 

0 

Diese  Formel  ist  dann  zur  Verwendung  bequem,  wenn  man 
aus  h  ohne  grosse  Mühe  die  K  in  einfacher  Form  aufstellen  kann. 
Im  allgemeinen  formt  man  aber  (a)  mit  Hülfe  des  Additionstheorems 
I.  312  noch  weiter  um.  Setzt  man  nämlich  in  den  vorstehenden 
Ausdruck  von  K  durch  ein  Doppelintegral  statt  P  die  Reihe  aus 
(52)  ein,  so  erhält  man  ' 

a{y]  =  (— l)''a^y     amrjdr]  /      k(s,  t],  io)Cy'\rj,  w)dto, 
o  o 

a]">  =  (-1/ aPffimrjdrjJ12' \(s,  rj,  w)S£%  io)dto. 
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Hier  ist  2"  so  zu  verstehen  wie  in  der  Anm.  zu  I.  201,  d.  i.  so  dass 
das  i  0  entsprechende  Glied  halb  genommen  wird;  ferner  sind 
a,  C,  S  die  Ausdrücke  L  312  und  320,  also 

w  [1.3...(2n-X)J» 

'       ~         n(n  f  v)Il(n  +  v)  ' 

I      (r/,  w)  =  Piw)(cosiy)coswö,     S^O?,  w)  =  ^(cos^sinyw. 

Durch  Einsetzen  dieser  Werthe  in  (a)  entsteht  schliesslich 

(3,  ä)  ...    A»  =  z'c{:\o, yyftoP***at+&)(fl, y)T <&***&. 

0  0 

Bisher  haben  wir  das  Potential  einer  vollen  Kugel  betrachtet. 
Wird  aus  derselben  eine  concentrische  mit  dem  Radius  r,  heraus 
geschnitten,  so  ergiebt  sich  das  Potential  der  übrig  bleibenden,  von 
zwei  concentrischen  Kugeln  begrenzten  Schale,  nach  §  17,  S.  42, 
No.  1,  durch  Subtraction  der  beiden  Potentiale,  in  demselben 
Punkte  Oa,  die  sich  das  erste  auf  die  grössere  das  zweite  auf  die 
kleinere  Kugel  beziehen.  Für  eine  solche,  aus  zwei  concen- 
trischen Kugeln  gebildete  Schale  gelten  also  noch  immer 
die  Formeln  (3),  (a),  (3,  a),  wenn  die  sämmtlichen  Integrale 
nach  s,  statt  von  0  an,  von  r,  an  bis  r  oder  bis  r0,  wie  wir 
wegen  der  Symmetrie  sagen,  genommen  werden. 

2)  Das  Potential  der  Schale  im  Punkte  Ot.  In  diesem 
Falle  ist  r  <  r,  <  r0  zu  nehmen,  so  dass  sich  V  aus  (1,  ä)  nach 
aufsteigenden  Potenzen  von  r  entwickeln  lässt.  Mau  erhält  da- 
durch die  Gleichungen 

(4)  .  .  .     Vt  =  !r»XfÄ), 

Auch  diese  Formel  gilt  bis  in  die  Grenze,  d.  i.  bis  r  =  v,. 
Der  Ausdruck  für  C  und  S  aus  I.  321,  (54,  a)  zeigt  sofort  dass 

eine  ganze  Function  wten  Grades  von  x,  y  und  z  ist.  Hieraus  und 
aus  (4)  folgt  der  Satz: 

Ist  die  Dichtigkeit  in  jedem  Punkte  der  Masse  eine  ganze 
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Function  mtc"  Grades  der  rechtwinkligen  Coordinaten  des- 
selben, so  ist  das  Potential  V  in  0,  gleichfalls  eine  ganze 
Function  mh"  Grades  der  Coordinaten  x,  y,  z  von  Ot.  Ferner 
zieht  man  aus  (2)  und  (3):  In  demselben  Falle  ist  V  in  Oa 
eine  ganze  Function  mu'"  Grades  von  x,  y,  z  dividirt  durch 
r2m+i  Ersetzt  man  x,  y,  z  durch  r,  0,  \p  so  kommt  im  Nenner 
keine  höhere  als  die  »+lte  Potenz  von  r  vor. 

3)  Das  Potential  der  Schale  im  Punkte  Ofl.  In  diesem 
Falle  befindet  sich  r  zwischen  r,  und  r0;  legt  mau  durch  Ofl  eine 
den  gegebenen  concentrische  Kugel,  so  zerfällt  man  die  gegebene 
zusammenhängende  Masse  in  zwei,  nämlich  in  eine  Schale  begrenzt 
von  Kugeln  mit  den  Radien  r,  und  r,  und  eine  zweite  auf  die  sich 
;•  und  r0  beziehen.  Vfi  ist  die  Summe  der  Potentiale  beider  Schalen 
im  Punkte  OfJ,  der  für  die  erstere  als  ein  äusserer  (in  der  Grenz- 
lage) für  die  zweite  als  ein  innerer  gilt.  Man  erhält,  durch  An- 
wendung der  Gleichungen  für  V  im  1.  und  2.  Falle,  schliesslich 

(5)  .  .  .      Vft  =  J£      47r      I  r-1-»  f'Ksn+-ds  -f  rnP"l(s'-n  ds 

v,  r 

oder,  in  weiter  ausgeführter  Form, 

Vf.  =  2 2' C(y\0,  y) \r-1-"/ r«(;0Ä2+" ds -f  rnf  '"a^.s1-" ds I 

v,  r 

+  S{:\0,  yj)  \r-x-nf  ra?)*2+"  ds  -f  ifj  l"a|nV-"  d*j  • 

v,  r 

Anmerkung.  Durch  Zusammensetzung  der  unter  1)  und  2) 
gewonnenen  Resultate  ergiebt  sich  auch  das  Potential  in  einem 
Punkte  0  des  hohlen  Raumes  der  entsteht,  wenn  man  aus  einer 
vollen  Kugel  durch  zwei  ihr  concentrische  Kugelflächen  das  zwi- 
schen diesen  beiden  liegende  Massenstück  herausschneidet.  Ein 
solches  Potential  wird  im  §  21,  No.  3  betrachtet. 

§  19.  Wir  suchen  das  Potential  in  einigen  speciellen  Fällen 
auf,  in  welchen  der  Dichtigkeit  k  besonders  einfache  Werthe  er- 
theilt  werden. 

1)  Es  sei  k  =  1.  Die  Entwickelung  von  k  nach  Kugelfunc- 
tionen  reducirt  sich  dann  auf  ein  einziges  Glied  ff(0)  =  1  und  man 
erhält  aus  §  18,  1—3  die  bekannten  Sätze 


Q  r  '         ''  *""V*<>         'i/l        '  ."  ~"\'0         3'  3     r 


Vt  =  2n(xl  -r'D,     Vtt  =  ^(rj-.i^-i^-), 
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nach  denen  also  Vu  so  gross  ist  wie  «las  Potential  einer  beliebig 
kleinen  homogenen  Kugel  mit  demselben  Mittelpunkt  und  derselben 
blasse  wie  die  gegebene,  wählend  V,  in  allen  Punkten  0,  oonstant 
bleibt. 

2)  Ks  sei  k  =  f(s),  d.  i.  die  Dichtigkeit  im  Punkte  (a,  b,  c)  sei 
Mir  eine  Function  seines  Abstandes  vom  Mittelpunkte.  Man  hat 
wiederum  fi  "       <>  wenn  n  >  0,  und  fi       =f(*)5  <'lSl» 

Va=     ^  f'f{s)sUh,     Vi  =  4tnfX'f(s)8d8i 

r,  i, 

l'„  -   —frf(s)s*ds  +  ±nP°f(8)sds. 

v,  r 

3)  Es  sei  Ä  eine  ganze  Function  der  Coordinaten  a,  b,  c. 
In  diesem  Falle  kennt  man  bereits  das  hauptsächliche  Resultat  im 
allgemeinen  (S.  §  18,  No.  2  am  Schluss).  Mau  gelaugt  aber  ein- 
facher zum  fertigen  Resultate  als  nach  deu  allgemeinen  Methoden, 
indem  sich  hier  die  Entwickelung  von  k  nach  Kugelfunctioneu  K 
verhältnissmässig  leicht  ausführen  lässt.  Deuu  jede  ganze  Function 
der  Coordinaten  zerfällt  in  eine  Summe  von  homogenen  Functionen 
derselben;  das  Potential,  welches  der  Summe  entspricht,  ist  aber 
die  Summe  der  Potentiale,  welche  deu  einzelnen  Summaudeu  ent- 
sprechen, und  dadurch  unsere  Aufgabe  auf  die  speciellere  reducirt, 
das  Potential  V  aufzusuchen,  wenn  die  Dichtigkeit  k[a,  b,  c] 
als  homogene  ganze  Function  mton  Grades  von  a,  b,  c  ge- 
geben ist. 

Aus  I.  324  —  325  keunt  mau  eine  einfache  Methode  zur  Ent- 
wickelung solcher  Function  A:  nach  Kugelfunctioneu.  Setzt  mau  in 
die  ganze  Function  k  statt  a,  b,  c  die  Coordinaten  x,  y,  z  so  findet 
man  durch  mehrfache  Differentiationen  nach  x,  y,  z,  wrie  dort  an- 
gegeben wurde,  eiue  Reihe  von  Kugelfuuctionen  der  Veränderlichen 
0  und  xp,  nämlich  Y<-m\  Y^u-2\  etc.,  schliesslich  Y^  oder  FW  je 
nachdem  m  eine  ungerade  oder  gerade  Zahl  bezeichnet,  von  der 
Beschaffenheit,  dass  identisch  ist 

(a)  ...     k(x,  y,  z)  =  Y™  -f  ra  Y("<--Vl  F<"'-*>  +  •  •  • , 

wo  jede  Kugelfunction  Y(n>  zugleich  eine  ganze  homogene  Function 
tite"  Grades  der  Coordinaten  x,  y,  z  wird.  Die  Dichtigkeit  im  Punkte 
[a,  b,  c]  findet  man  selbstverständlich  aus  (a),  weuu  man  in  den  Y 
statt  x,  y,  z  setzt  a,  b,  c  und  8  statt  r. 
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Die  iu  §  18,  (a)  S.  45  und  die  in  (4)  vorkommende  Function  K 
ergiebt  sich  leicht  aus   F.     In  der  That  wird  identisch 
iSTW(r,  0,  xp)  =  r'"-»  rw, 

wenn  m — n  eine  gerade  positive  Zahl  vorstellt,    sonst  Null.      Da 

ferner  FW  gleich  r"  mal  einer  von  r  unabhängigen  ganzen  Function 

ist,  so  wird 

Jif <">(*,  0,  xp)  =  smr~n  FW; 

auf  der  rechten  Seite  kommt  s  nur  in  sm  vor,  so  dass  die  Integrale 
(a)  und  (4)  im  §  18,  für  Xa  und  XL,  sofort  ausgeführt  werden  können. 
Alan  findet  dann  als  Entwickelung  von  V  nach  Kugelfunctionen  die 
endlichen  Reihen 

Art  Ym+»M-3 vm+n+3 

(8)         V  = 2 — -^ - FW 

4-7T 

f-A  p     —     V* 1Z. (rm+2—n  _  rrn+2-n^  V(n) 

KY)'"       l  ~~  f  (2n+lX»  +  2-n)^°  l'        ;       ' 

wenn  die  Summation  nach  w  sich  auf  die  Werthe  m,  m—2,  m — 4,  etc. 
bis  1  oder  0  bezieht.  Dies  ist  das  fertige  Resultat,  welches  im  §  18 
No.  2  angedeutet  wurde. 

Eine  Entwickelung  von  V^  nach  Kugelfunctionen  übergehe  ich; 
man  stellt  sie  aus  (ß)  und  (y)  ebenso  her  wie  (5)  aus  (3)  und  (4) 
gebildet  wurde. 

Als  Beispiele  lasse  ich  die  Ausdrücke  für  das  Potential,  oder 
vielmehr  für  die  Werthe  der  F  folgen,  aus  denen  V  nach  (ß)  und 
(y)  gebildet  wird,  wenn  für  k  die  allgemeinste  homogene  Function 
des  Grades  m  =  1,  2  oder  3  genommen  wird.  Der  Fall  m  =  0  ist 
bereits  durch  No.  1  in  diesem  Paragraphen,  d.  i.  durch  Behandlung 
des  Falles  k  =  1,  erledigt.  Zur  Abkürzung  der  Formeln  werde  ich 
für  a,  b,  c  und  x,  y,  z  setzen  a,,  a2,  a3;  a?n  <r2,  x3,  und  durch  das 

vor  einem  Gliede  stehende  JS  die  Summe  der  drei  Glieder  be- 
zeichnen, welche  aus  ihm  durch  cyklische  Vertauschung  der  Indices, 
in  der  Ordnung  1,  2,  3,  1,  etc.  entstehen.  Die  Buchstaben  a,  ß,  y 
sind  irgend  welche  Constante. 

a)   m  =  1. 

Die  Dichtigkeit  der  Masse  im  Punkte  [a,,02,  ö3],  nach  der  bis- 
herigen Bezeichnung  im  Punkte  [a,  b,  c],  ist 

Heine,  Anwendungen  der  Kugelfunctionen.     2.  Aufl.  4 
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vollständig  geschrieben 

k  =  yia  +  Yib+ytc. 
Es  giebt  nur  ein   Y,  nämlich 

TW  =  j^a?,  =  yxx  -f  y,  y  +  y3 s. 

Bei  dieser  Art  von  Vertheilung  der  Masse  im  Körper  ist  (offenbar) 
die  Dichtigkeit  in  jedem  Punkte  gleich,  oder  proportional,  seiner 
Entfernung  e  von  einer  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  gelegten 
Ebene,  wenn  die  Entfernung  nach  der  einen  Richtung  mit  dem 
positiven,  nach  der  anderen  mit  dem  negativen  Zeichen  versehen 
wird.  Unsere  Formel  (ß)  zeigt,  dass  bei  dieser  Vertheilung  der 
Masse  die  Kugel  nach  aussen  hin  dieselbe  Wirkung  ausübt 
wie  ein  Magnet  auf  einen  entfernten  Magnetpol,  nämlich 
eine  solche,  dass  das  Potential  Va  gleich  einer  Constanten  mal  er-"' 
ist;  für  einen  innern  Punkt  hat  man  nach  (y)  die  Gleichung 

Vt  =  e.eonst. 

b)  m  =  2. 

c)  m  =  3. 

+  (4ßi-a2-Zy3)x3xl 

Will  man  diese  Ausdrücke  in  die  gewöhnliche  Form  der  Kugel- 
functionen  bringen  I.  323,  6,  so  führt  man  statt  x,  y,  z,  d.  i.  statt 
a?„  x.2)  xz  die  Polarcoordinaten  ein,  und  erhält  im  Falle  (a) 

r-iyw  _  yiGoso  -f-sinö(y2cosi//  -f-  y3sint/>), 
im  Falle  (6) 

r-2y(2)  _  (Cos20  — |)Sy,  — sin0cos0(a3cost//-j-a2sini//) 

+  £sin20[(>2-?'3)cos2i/>  -f  «,sin2^], 
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und  im  Falle  (c) 

5r-i  Y(.)  =  (3^  _j_  „a  _j_  /?jcos  # 

+  sinö[(3y2  +  a1  +  /?3)cosV/  +  (3y3  +  a2  +  /?1)sm^ 
r-3r(3)  =  (y-ia3-^3)^3) 

-i8inö^)1[(a1+3y8-4^,)co8^-f0?1  +  3y3-4a8)sin^] 

+  1Vsm2ö^[(4a3-3y-/92)cos2v/-(4/93-3/l-a3)Sin2i//] 
-hisin3Ö^)3[(y3-a1)cüs3^-(y3-/?1)sin3V/], 
wenn  man  wie  I.  202  setzt 

„n  «-"  (n-v)(n-v-l)  «-v-2 

0J_V  =  cos  0  — - — ^ tt — J-   cos  6  -f-  etc. 

2(2«  — 1) 

§  20.  Aus  den  Ausdrücken  für  V  im  §  18  lässt  sich  auch  das 
Potential  einer  Schale  herleiten,  welche  durch  beliebig  gelegene, 
nicht  mehr  coneentrische  Kugeln  gebildet  wird.  Im  Zusammen- 
hang hiermit  handeln  wir  allgemein  über  die  Bestimmung  des  Po- 
tentials einer  Schale,  welche  nach  aussen  durch  eine  gegebene  zu- 
sammenhängende Fläche  (5,  nach  innen  durch  eine  zweite  gegebene 
@  begrenzt  wird,  aus  der  Dichtigkeit. 

Einen  analytischen  Ausdruck  für  das  Potential  besitzt  man  auch 
für  diesen  Fall,  indem  man  nämlich  das  dreifache  Integral  (1)  über 
alle  Punkte  ausdehnt,  welche  der  Schale  angehören.  Es  giebt  aber 
noch  einen  zweiten  Weg,  indem  man  das  Potential  des  einzigen 
vollen  Körpers  (5  bestimmt,  dem  man  eine  Dichtigkeit  giebt,  welche 
zwischen  den  Flächen  (5  und  ©  mit  der  gegebenen  der  Schale  über- 
einstimmt, die  aber  innerhalb  des  Raumes  (5  verschwindet,  oder 
eine  solche  die  dort  imaginär  wird,  so  dass  man  im  letzten  Falle 
nur  den  reellen  Theil  des  Integrals  beizubehalten  hat  um  das  Re- 
sultat zu  gewinnen.  Dieses  Verfahren  würde  jedoch  die  analytische 
Schwierigkeit,  welche  die  Forderung  einer  Vereinfachung  des  drei- 
fachen Integrals  darbietet,  nur  auf  eine  andere  Stelle  übertragen, 
nämlich  auf  die  Herstellung  eines  einfachen  Ausdrucks  für  die  nun- 
mehr discontinuirliche  Dichtigkeit.  Zu  einer  einfachen  analy- 
tischen Bestimmung  des  Potentials  führt  ein  solches  Verfahren  in 
der  Regel  nicht  wenn  es  nicht  gelingt,  passende  Coordinaten  ein- 
zuführen, durch  welche  nämlich  die  Dichtigkeit  in  dem  gegebenen 
Räume  sich  einfach  ausdrücken  lässt.  Indem  wir  hier  von  Methoden 
handeln,  welche  mit  Erfolg  zur  Vereinfachung  der  Ausdrücke  an- 
gewandt werden,  denken  wir  uns  die  Dichtigkeit  in  jedem  Punkte 

4* 
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der  Schale  als  Function  des  Ortes  so  analytisch  gegeben,  dass 
diese  Function  zwar  nur  für  Punkte  der  Schale  die  wirkliche 
Dichtigkeit  vorstellt,  aber  für  alle  Punkte  im  Innern  von  (S  noch 
eine  Bedeutung  behält,  wie  es  z.  B.  der  Fall  wäre,  wenn  die 
Dichtigkeit  der  Schale  constant  oder  auch  als  ganze  Function  der 
Coordinaten  a,  b,  c  gegeben  ist.  Die  Aufgabe  der  Aufsuchung  des 
Potentials  der  von  zwei  beliebig  gegebenen  Flächen  begrenzten 
Schale  ist  dann  durch  S.  42,  No.  1  auf  zwei  des  vollen,  von  je  einer 
beliebig  gegebenen  Fläche  begrenzten  Körpers  zurückgeführt. 
Man  hat  nämlich  aufzusuchen: 

1)  das  Potential  des  vollen  Körpers  (5, 

2)  das  Potential  des  vollen  Körpers  © 

in  dem  gegebenen  Punkte  0,  der  für  jeden  von  den  beiden 
vollen  Körpern  ein  äusserer  Oa,  oder  ein  inmitten  der  Masse  ge- 
legener Ofj  sein  kann;  ein  anderer  Fall  kann  nicht  eintreten.  Ist 
0  für  (E  ein  äusserer,  so  ist  er  es  auch  für  (§;  liegt  0  in  der  Masse 
der  Schale,  so  liegt  er  auch  in  der  Masse  des  Körpers  6,  ist  aber 
für  den  Körper  (§  ein  äusserer;  liegt  er  in  dem  von  (5  umschlossenen 
Raum,  so  liegt  er  inmitten  der  Masse  der  beiden  Körper  (S  und  (5. 
Beziehen  wir  die  Buchstaben  v,  w,  V  auf  die  Potentiale  resp.  des 
vollen  Körpers  6,  oder  des  vollen  Körpers  @,  oder  der  Schale,  so 
hat  man  also 

ya  =  va  —  wa,     Vlt  =  Vp  —  wa,     Vt  =  Vp—Wf,. 
Somit   ist   die  Bestimmung   des  Potentials   der  Schale  in   den   drei 
Fällen  Va,  V^,  Vt  auf  die  Bestimmung  des  Potentiales  eines  vollen 
Körpers  in  zwei  Fällen  va  und  v„  und  eines  zweiten  vollen  in  zwei 
Fällen,  wa  und  w^  zurückgeführt. 

Die  Bestimmung  eines  Potentiales  in  einem  Punkt  0^  kann 
zuweilen  leichter  ausgeführt,  d.  i.  das  Potential  kann  leichter  in 
eine  einfache  Form  gebracht  werden  als  im  Punkte  Oa;  im  allge- 
meinen gilt  sie  aber  für  die  schwierigere,  und  daher  zerlegt  mau 
sie  weiter.  Um  z.  B.  vM  zu  finden,  legt  man  durch  Ou  eine  ge- 
schlossene Fläche  %,  die  man,  was  wohl  zu  beachten  ist,  nach 
Gutdünken  wählt.  Dann  hat  man  das  Potential  der  von  (E  und 
%  begrenzten  Schale,  und  ausserdem  des  von  %  umschlossenen 
Körpers,  in  einem  Punkte,  der  auf  der  Grenzfläche  %  liegt,  zu  suchen. 
Für  die  Schale  ist  ein  solcher  Punkt  als  Greuzfall  (S.  42,  No.  2) 
eines  inneren  Ot,  für  den  Körper  %  als  Grenzfall  eines  äusseren  Ou 
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zu  betrachten.  Die  Aufgabe,  das  Potential  der  eben  erwähnten 
Schale  zu  bilden  ist  aber  leichter  als  die  ursprüngliche,  weil  ihre 
eine  Begrenzung  gewählt ,  also  möglichst  bequem  angenommen 
werden  kann.  Aehnlich  verfährt  man  mit  dem  Körper,  dessen 
Potential  w  ist. 

War  (5  oder  (5  eine  Kugelfläche,  so  nimmt  man  für  %  eine 
concentrische,  war  (E  oder  (§,  ein  Ellipsoid,  so  wählt  man  für  % 
ein  confocales,  auch  wohl  ein  concentrisches  ähnliches  und  ähnlich 
liegendes  Ellipsoid.  Die  Bestimmung  des  Potentials  einer 
Schale,  die  von  zwei  beliebigen  Kugeln,  oder  Ellipsoiden, 
oder  einer  Kugel  und  einem  Ellipsoid  begrenzt  wird,  ist 
hiermit  zurückgeführt  auf  die  Bestimmung  des  Potentials 
von  Schalen,  die  begrenzt  sind  allein  von  zwei  concen- 
trischen  Kugeln  oder  von  zwei  concentrischen  Ellipsoiden. 

Beispiel.  Mit  Hülfe  der  Ausdrücke  (ß)  und  (y)  S.  49  lässt 
sich  das  Potential  einer  homogenen  Schale,  welche  von  zwei  beliebig 
liegenden  Kugeln  begrenzt  wird  fertig,  ohne  dass  noch  Integrationen 
auszuführen  bleiben,  angeben,  wenn  die  Dichtigkeit  der  Masse  in 
jedem  Punkte  eine  ganze  Function  seiner  Coordinaten  ist.  Wir 
behandeln  z.  B.  den  Fall,  in  dem  die  Kugelschale  die  Dichtigkeit 
1  hat.  Aus  einer  Kugel  von  der  Dichtigkeit  1,  mit  dem  Mittel- 
punkt C  und  dem  Radius  r0  wird  also  eine  Kugel  mit  dem  Mittel- 
punkte D  und  dem  Radius  r5  herausgeschnitten.  Das  Potential  der 
Schale  im  Punkte  0  wird  gesucht. 

Aus  dem  Vorhergehenden  und  §  19,  No.  1  folgt:  Ein  äusserer 
Punkt  bewegt  sich  unter  dem  Einfluss  der  Anziehung  dieser 
hohlen  Kugel  so,  als  ob  er  nach  einem  festen  Centrum 
(nämlich  nach  C)  nach  dem  Newton'schen  Gesetze  ange- 
zogen, von  einem  zweiten  (nämlich  von  D)  nach  demselben 
Gesetze   abgestossen   würde.      Die  in  C  und   D   concentrirteu 

Massen  sind  gleich  — s— r!|,  resp.  —5- x\  zu  setzen. 
6  6 

Das  Potential  Vu  ist 

v  _  *ü/_ES xl.\ 

3   VoC       OB)' 

Setzt  man  die  Centrale  CD  =  c,  ferner  die  Länge  der  Pro- 
jection  des  Punktes  0  auf  die  Centrale  CD,  von  C  an  gerechnet, 
gleich  x,    so  wird  das  Potential  der  Schale  in  dem  iunern  hob  Ion 
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Räume 

Daher  wirkt  auf  einen  in  dieser  Höhlung  befindliehen  Punkt 
eine  Kraft  die  ähnlich  der  Schwerkraft  ist,  d.i.  eine  Kraft, 
die  parallel  der  Centrale  DO  ist  und  gleich  einer  Constanten,  näm- 
lich -f-crr. 

Vorgreifend  bemerke  ich  (m.  vergl.  §  46),  dass  man  ein  ähn- 
liches Resultat  wie  das  für  den  Punkt  Ot  der  Kugelhöhlung  geltende, 
auch  für  eine  aus  ähnlichen  Ellipsoiden  gebildete  Schale  erhält. 
Das  Potential  eines  vollen  homogenen  Ellipsoides  mit  der  Dichtig- 
keit 1  und  den  halben  Hauptaxen  a,  ß,  y  ist  nämlich,  wenn  diese 
Axen  zugleich  die  Coordinatenaxen  sind,  im  Punkte  0 

V=aßynl     (l ^ -^f- ^-—)   ,  =, 

wenn  o  für  den  äusseren  Punkt  den  positiven  Werth  bezeichnet 
welcher,  statt  s  gesetzt,  das  Element  des  Integrals  zu  Null  macht, 
aber  Null  vorstellt,  wenn  0  in  der  Masse  oder  auf  der  Begrenzung 
des  Ellipsoides  liegt.     Daher  hat  V ^  die  Form 

ma2—  px2 —  qy2—  rz2, 
wenn  m,  p,  q,  r  Constante  bezeichnen,  deren  Bedeutung  die  Ver- 
gleichung  dieser  Formel  mit  der  unmittelbar  vorhergehenden  zeigt. 
Ein  ähnliches  Ellipsoid  mit  demselben  Mittelpunkt,  gleicher  Lage 
der  Axen,  und  Halbaxen  von  der  Länge  an  /?,,  yl  giebt  als  Potential 
in  demselben  Punkte,  wenn  es  ihn  in  sich  enthält, 

ma] —  px2—qy2 — rz2, 

so  dass  dieser  Ausdruck  sich  nur  durch  das  erste  Glied  von  dem 

vorhergehenden  für  V^  unterscheidet. 

Das  Potential  eines  Ellipsoides,    wenn  die  Axen  parallel  mit 

sich  selbst  verlegt  werden,  so  dass  der  Anfangspunkt  (a,  b,  c)  wird, 

ist  also 

ma2l-p(x-a)2-\-q(y-by+r(z-cy. 

Folglich  ist  das  Potential  der  Schale,  welche  nach  aussen  durch 
das  Ellipsoid  mit  den  Halbaxen  a,  ß,  y  und  .dem  Mittelpunkte 
(0,  0,  0),  nach  innen  durch  das  ähnliche  und  ähnlich  liegende  mit 
den  Halbaxen  an  /?,,  yl  und  dem  Mittelpunkte  (a,  b,  c)  begrenzt 
wird,  in  dem  Punkte  des  hohlen  Raumes  Ot  —  (x,  y,  z) 

Vt  =  m(a'i—  et])  -f  p&8+  qb2-\-  rc2—  2(apx  -f  bqy  -f-  erz), 


mm 
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so  dass  für  die  Wirkung  der  ellipsoidischen  excentrischen  Schale 
auf  einen  im  hohlen  Räume  liegenden  Punkt  Ot  dasselbe  gilt  wie 
für  die  excentrische  Kugelschale;  für  beide  ist  das  Potential  eine 
lineare  Function  der  Coordinaten  des  Punktes. 

§.  21.  Bisher  wurde  das  Potential  im  massenerfüllten  und  im 
leeren  Räume  aus  der  Dichtigkeit  abgeleitet;  hier  wird  sein  Werth 
im  leeren  Räume  (Va  oder  F„  aber  nicht  Vu)  gefunden,  wenn  V 
auf  den  Kugelflächen  gegeben  ist,  welche  die  Masse  be- 
grenzen. Hier  wird  also  für  Kugelflächen  das  wirklich  aus- 
geführt, dessen  Möglichkeit  für  alle  Flächen  auf  S.  43  unter  6)  an- 
gegeben wurde. 

1)  Nach  aussen  seien  die  Massen  durch  eine  Kugelfläche  mit 
dem  Radius  r  begrenzt ;  auf  der  Grenzfläche ,  also  für  r  =  x,  sei  V 
im  Punkte  (r,  6,  xp)  eine  gegebene  Function  f(0,  xp).  Man  ent- 
wickele f(f),  xp)  in  eine  Reihe  von  Kugelfunctionen,  und  setze 

(a)  ...    f(0,  xp)  =  F(°)  +  F«  -f  F<2> -f  etc. 

Nach  der  Gleich.  (2)  muss  diese  Reihe  mit 

— X<°>  +  -V  X«  +  4-  *(2)  +  etc. 

übereinstimmen,  so  dass  man  erhält  X^  =  rw+1F(n),  und  hieraus 
das  Potential  in  jedem  äussern  Punkte  (r,  0,  xp) 

(6)...     F„  =  JS(— )      W,        (r>r). 

Setzt  man  für  Y  den  Werth  ein,  welcher  ihm  nach  I.  433,  b  zu- 
kommt und  führt  die  Summation  nach  n  aus,  so  entsteht 

n*\  v        rQ2-r2)    f  .  Pn  f(.V>  <o)d«> 

K   J  4n      J  <    <Jo        (r2-2rrcosj/4-r2)* 

2)  Die  Masse  sei  nach  innen  durch  eine  Kugelfläche  mit  dem 
Radius  xx  begrenzt.  Heisst  in  dem  Punkte  (rn  0,  xp)  das  Potential 
dieser  Schale  fx(0,  xp)  und  ist 

(a')  ...    £  (0,  xp)  =  FW  +  y(D  -f  Ff)  +  etc. 

seine  Entwickelung  nach  Kugelfunctionen,  so  geben  die  Glei- 
chungen (4) 

(r)  ...      Vl=  2:(  —  )F(»),         (r<r,) 
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woraus  man,  wie  oben,  durch  Summation  erhält 

(c)...      Vt  = -^-j  I     sm«cW      i^L—L . 

4tt      J  '    U         (r--2rrlCosy  +  r:)f 

3)   Aus  einer  vollen  Kugel  sei   eine  Schale  durch   zwei    con- 

oentrische  Kugeln  ausgeschnitten,    so  dass  jetzt   gerade  der  Raum 

zwischen  den  Kugeln  mit  den  Radien  r0  und  r,  leer  bleibt,  welcher 

in    den    beiden    vorhergehenden   Fällen   die   Masse   enthielt.      Das 

Potential  der  ganzen  vorhandenen  Masse  sei  f„(ß,\p)  für  r  =  r0  und 

\\(ß,  ip)  für  r  =  r,;  wir  suchen  das  Potential  Vt  der  Masse  in  dem 

leeren  Räume.    Der  Theil  derselben  welcher,  vom  Mittelpunkt  aus 

gerechnet,  jenseits  der  grösseren  Kugel  liegt,   giebt  zu  demselben 

einen  Beitrag,  dessen  wles  Glied  nach  (4)  die  Form  hat  f*X£\    der 

Theil,  welcher  diesseits  der  kleineren  liegt,  nach  (2),  ein  /<tPS  Glied 

von  der  Form  r^'Ä',"'.     Man  hat  also,  wenn  man  f0  und  /",  nach 

(a)  und  (a')  entwickelt  und  r   einmal   gleich   r0,    einmal  gleich  r, 

setzt,  zur  Bestimmung  von  A'W  und  Xfö  die  linearen  Gleichungen 

r«  Y(n)    I    v-n-1  Y(»)  __   y(») 
r»  Y(n)    I    v-n-1  x(»)  =    \(») 

v  I         0  I      v  I  I  I 

Die  Werthe  von  X0  und  X,,  welche  man  durch  Auflösung  derselben 
erhält,  hat  man  schliesslich  in  die  Gleichung  zu  setzen 

Vt  =  J£  r»XW+r— ^W,        (r,  <  r  <  r0). 

Dadurch  entsteht  folgender  Ausdruck  für  Vt  durch  die  aus  f0  und 
/",  bekannten  Functionen  Y0  und  F1: 

(rn  r7»-l  _  rn  r-i»-!)  KW  -|.  (rn  r-n-l  _  rn  y-n-1)  y(n) 
«  -    -g  -  rn  r-n-l  _  rn  j-n-1 

Man  kann  denselben  noch  transformiren,  indem  man  für  r  eine 
neue  Veränderliche  a  einführt  und  setzt  (s.  S.  44) 

r  =  ea,     r0  =  e%     r,  =  ea\ 
Wenn   o   alle  Werthe  von  ff,  bis   a0  durchläuft,    so  erhält  r  alle 
Werthe  die  dieser  Veränderlichen   zukommen,    nämlich  von  r,   bis 
r„.     Durch  diese  Substitution  nimmt  V  in  dem  leeren  Räume,   wo 
u,  <  ff  <  u0  ist,  wenn  man  noch  «  +  -£  =  v  setzt,  die  Form  an 

•  .x          ,,  /—        /—  £,  sin  vi  (a  —  ff.)  ... ,  ,    /—   »   sinn(ffn—  ff)  _„  . 
(,/) ...    F,  yV  =  }/r0  ^  - — £ l>  y«  +  |/r  ^  - — rM 4  T n). 

°n=osinw(ff0— ff,)  '»^SlllM^-IJ,)      ' 

Ist  z.  B.  das  Potential  auf  jeder  der  beiden  Flächen  constant, 
gleich   c0   für  r  =  v0,    gleich   c,  für  r  =  r,,    so   wird   Y£°)  =  c0   und 


■M 
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F(o)  =  cn    also  in  dem  leereu  Räume  zwischen  den  beiden  Kugel- 
flächen 

/•  —  x  X  —  r 

rV<  =  coh— — r-  +  cJ, 


r   —  r         '        '    '     r   — r 

l0  ll  l0  l  1 

Auch  in  diesem  dritten  Falle  kauu  mau  die  für  das  Potential 
gefundene  Formel,  hier  (d),  noch  weiter  umformen,  indem  man 
statt  der  Y,  wie  es  früher  in  (6)  und  (c)  geschah,  die  ursprünglich 
gegebenen  Functionen  f  einführt.     Dann  findet  man 

Vt)'r  =^tJ     *mridtjj      [Yrrffa  w)A  +  Vr1/?1fa,  a)4]d«, 
o  o 

wenn  man  setzt,  wie  oben,  v  =  rc  +  i,  und 

»/n     ,   .  N  sin  vi  (ff —  ff.)   „,  w        N 

A0  =   ,g (211+1)     ■         ^  ''   FW(Cosy); 

n=o  sinv«(ff0 —  ffj 

^.•o     ,  *\   sinvi(ffn — ff)    _.,  . ,        x 

A.  =  ^(2«  +  l)— — r^ vPW(cosy). 

n=o  smn(ff0—  ffj         v       " 

Die  ziemlich  einfache  Reihe  A0  und  die  aus  ihr  durch  Ver- 
tauschung von  ff0  und  at  untereinander  sofort  entstehende  Ai  lassen 
sich  übrigens  durch  das  Integral  aus  eiuer  elliptischen  Function 
summiren.  Ersetzt  man  nämlich  P  durch  das  zweite  der  Integrale 
I.  (7,  b),  welche  H.  Mehler  aus  den  Dirichlet'schen  abgeleitet  hat, 
setzt  also,  wenn  man  für  y  den  positiven  Werth  unter  n  nimmt, 


PW(cosy)  —  -     / 


V2(cosj/  — cosx)  ' 
so  wird 


a0=±  r     B°d* 

71  Y       y2(cosy  —  cos/) 
wenn  man  die  Bezeichnung  einführt 

n=o  sinw(ff0  — ffj 

Man  setze 

r 

ecr,-a0  __  _J_  __  q 
X 

so  dass  q  kleiner  als  1  ist;   alsdann  geht  B0  in  den  Differential- 
quotienten nach  ff  von 

4  J-^-?— r[sini/((ff-a1)t  +  z)-Binj'((ff-ff1)t-x)] 
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über,  d.  b.  nach  Jacobi' scher  Bezeichnung  in  den  reellen  Theil  von 
4=kK     d 


[kK     d    (  .  IT.    ...  NA 


Die  Ausführung  der  Differentiation,  und  die  Darstellung  des  ganzen 
Ausdrucks  durch  die  elliptischen  Functionen  von 

K  K 

—  /     und     -O-O 

hat  keine  Schwierigkeiten.  Man  erhält  also  statt  der  Summe,  welche 
sich  auf  der  rechten  Seite  von  (d)  befindet,  ein  dreifaches  Integral. 
Dieselben  Resultate  findet  man,  wenn  man  B  nicht  auf  den  Diffe- 
rentialquotienten von  dem  Sinus  der  Amplitude,  sondern  auf  das 
Quadrat  eines  solchen  Sinus  zurückführt;  dies  geschieht  durch  die 
Gleichung 

("2^-)  [sm2am  — («  +  x)-sin2am  — (x-x)J 

a  2o2  3o3 

=     _   2  sinysina?-}-     _   4  sin2/sin2a;-f  6  sin 3% sin 3s  +  etc. 

Während  man  seit  Jacobi  weiss,  dass  Reihen  wie  die  für  B, 
deren  allgemeines  mtes  Glied  wesentlich  der  Quotient  von  Sinus  der 
gleichen  Vielfachen  der  verschiedenen  Veränderlichen  x  und  y,  also 
wesentlich  smmx:smmy  ist,  durch  die  elliptischen  Functionen  sum- 

mirt  sind,  z.  B.  wenn  m  alle  ungeraden  positiven  Zahlen  durchläuft 

2Kx 

durch  sin  am ,    wobei  y  in   die  Constante  q  oder  K  eingeht, 

habe  ich  seit  vielen  Jahren  vergeblich  versucht  solche  analoge 
Reihen  einfach  zu  summiren,  deren  allgemeines  Glied  der  Quotient 
P1"(x):P'"(y)  ist.  Die  Analogie  der  trigonometrischen  mit  den  Kugel- 
functionen,  die  ich  oft  hervorgehoben  habe,  z.  B.  in  der  Darstellung 
beider  durch  vielfache  Differentialquotienten  (I.  §  6),  führte  bis  jetzt 
noch  nicht  auf  einen  Summenausdruck,  den  ich  hätte  bei  den  Unter- 
suchungen über  das  Potential  des  Rotationsellipsoides  verwerthen 
können.     Vergl.  §  41. 

Ein  besonderes  Interesse  kommt,  wie  sich  im  §  29  zeigen  wird, 
dem  Falle  zu,  in  welchem  die  gegebenen  Functionen  f0(0,  xp)  und 
fXO,  t/>)  die  reciproken  Entfernungen  T0  und  T,  eines  beliebig  ge- 
gebenen festen  Punktes  (unten  heisst  dieser  Punkt  der  Pol)  von 
den  Punkten  (6,  xp)  sind ,  welche  auf  den  Kugelflächen  r  =  r0  und 
r  =  x^  liegen ,   zumal  wenn  dieser  feste  Punkt  sich  in  dem  Räume 
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befindet,  welcher  von  den  beiden  Flächen  eingeschlossen  wird.  In 
diesem  Falle  lassen  sich  zwei  von  den  drei  Integrationen  ausführen, 
welche  in  dem  Ausdruck  (d)  für  Vt  vorkommen  und  man  erhält  für 
Vt  einen  Ausdruck  der  wie  A0  beschaffen  ist,  der  nämlich  nur  eine 
einfache  Integration  einer  elliptischen  Function  verlangt. 

Um  dies  zu  zeigen  bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  festen 
Punktes,  des  Poles,  mit  s,  r\,  co,  wo  r:  <  s  <  r0,  und  setzen  logs  =  t. 
Alsdann  ist 

also  die  Entwickelung  von  f0  nach  Kugelf Functionen 

Aehnlich  wird  die  Entwickelung  von  /",.  Setzt  man  die  hieraus 
hervorgehenden  Werthe  der  Y  in  (d)  ein,  so  findet  man  für 
diesen  Fall 

i/™rt  =  je-»K-T>  s;n^(ff-ffi)  pw(cosr) 

smvi(a0 — at) 

Die  rechte  Seite  transformirt  man  durch  die  Gleichungen 
e_a-siny  =  (eosix  -\-  i$mix)smy 

i  i 

=  |  sin  (y  +  ix)  +  £  sin  (y  —  ia?)  -f-  y  cos  (y  -  ta?)  —  y  cos(y  -f-  iaj). 

Diese  Gleichung  multiplicirt  man  mit  PW(cosy)  und  setzt  auf  der 
rechten  Seite  hierfür  das  Integral  aus  der  ersten  Gleichung  in 
I.  (7,  6)  in  den  ersten  beiden  Gliedern,  das  Integral  aus  der  zweiten 
Gleichung  im  dritten  und  vierten  Gliede.  Vorher  verändert  man 
aber  die  Grenzen  0  und  y,  resp.  y  und  n  der  beiden  Integrale  in 
—  y  und  y  resp.  y  und  2n  —  y.     Dadurch  entsteht 

«/ w        x         fY  sin(w  +  »Y  +  iaj)  +  sin(tf  +  i'X  —  ta?)    , 
2rc  e-*  sin  y/W  (cos  y)  =  / vy        y  ' ~rf* 


-y 


y2(cos/—  cosy) 


-  i  /'27t~y  sin  (y  +  ta?  +  yy)  -  sin  (y  -f  *r,  -  ta?) 
*J  j/2(cösy— cosy) 

Um  das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  des  Ausdrucks  von  Vt 

umzugestalten  macht  man 

x 

x  —  v(°o -  *)>    y  =  iv(° -  <*. ),    y-  =  v> 
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für  (las  zweite  macht  man 

x  =  v(x— er,),    y  =  h(a0  —  o). 
Setzt  man  noch 


ff     '      *  '    v"        °        ■   '     J  ~   K 

tc  n 


X—i(0-0„-\-0,-T)=  W,„       *  — *(o  — <X„— a.+  T^-^, 


so  erhält  mau  endlich 


-F.= 


|    /'-  '~y  anu  —  8nM,-f-snM2—  snw3    , 

V"-(<'osx  —  cosy) 


27r2Vr5   ^  ^(cosy— cosx) 

..  P  snM4-snM,4-snw2-|-snM3       | 

•^  l  •'fp.nsv  —  p,ns vi 


—V 

wenn  man  sinani  abgekürzt  durch  sn  bezeichnet. 

Nach  Herrn  Mehler*),  der  durch  ein  ganz  verschiedenes  Ver- 
fahren Vt  gleichfalls  in  dieser  Form  findet  ohne  den  Ausdruck  (rf) 
von  Vt,  also  die  .Reihe  für  Vl}  zu  gehrauchen,  bemerke  ich  dass 
mau,  um  Vt  für  den  specielleu  Fall  y  =  0  oder  y  =  n  zu  erhalten, 
nicht  diese  Werthe  in  die  Formel  zu  substituiren  hat,  sondern  die 
Grenz werthe  des  obigen  Ausdrucks  für  y  —  0  oder  n  nehmen  muss. 
Dies  stammt  aus  dem  Umstände,  dass  die  Integrale,  welche  Herr 
Mehler  für  Pn(cosj/)  gefunden  hat  (7,6),  in  den  gleichen  Fällen 
durch  ihre  Grenzwerthe  ersetzt  werden  müssen. 

§  22.  Die  Erscheinungen  der  Anziehung  und  Abstossuug  bei 
elektrischen  Körpern  leitet  man  durch  Rechnung  ab,  indem  man 
elektrische  Massen  (Fluida)  von  zwei  Arten  einführt,  ein  Fluidum 
mit  positiver,  eines  mit  negativer  Dichtigkeit  (x).  Die  Dichtigkeit 
ändert  sich  bei  elektrischen  (nicht  bei  magnetischen  s.  u.) 
Körpern  nach  der  Stetigkeit;  also  kann  x  vom  Positiven  zum 
Negativen  nur  so  gelangen,  dass  es  durch  Null  geht.  Die  Fluida 
wirken  auf  einander  nach  dem  Newton' sehen  Gesetze,  so  dass 
man  ihnen  ein  Potential  zuschreiben  kann,  gleichnamige  abstossend, 
ungleichnamige  anziehend,  und  diese  Kraft  tritt  als  pondero- 
motorische  auf,  d.  i.  ihre  Wirkung  zeigt  sich  an  den  Massen,  die 
Träger  der  Fluida  sind.      Ausserdem    ist    die  Kraft    eine    elektro- 


*)    Zur  Theorie  der  Verthcilung  der  Elektricität  in  leitenden  Körpern,  Jahres- 
bericht des  Elbinger  Gymnasiums,  Ostern   1879;  §  4. 
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motorische  oder  vielmehr  scheidende,  indem  sie  im  Innern  eines 
Leiters  Fluida,  da  wo  sie  gemischt  sind,  auf  welche  man  sie  wirken 
lässt,  sofort  trennt.  Wenn  in  dem  elektrischen  Zustand  eines  Leiters, 
mag  dieser  Zustand  durch  Mittheilung  von  Elektricität,  (Berührung 
eines  Körpers  durch  einen  anderen  der  mit  freier  Elektricität  ge- 
laden ist)  oder  durch  Influenz,  oder  durch  Beides  hervorgebracht 
sein,  keine  Aenderung  eintritt  (Elektrostatik),  so  müssen  wir  daher 
annehmen,  dass  elektrische  Kräfte,  welche  nach  dem  Vorhergehen- 
den eine  Zersetzung  veranlassen  würden,  auf  keinen  Punkt  des 
Innern  wirken.  Daher  sind  die  Componenten  £,  H,  Z  gleich  Null 
und  man  hat  (§  17,  No.  3)  für  jeden  Punkt  Ou,  wenn  V  das  Potential 
aller  wirkenden  elektrischen,  nicht  der  körperlichen,  Masse  be- 
zeichnet, 

dv   _   dV   _    dV   =  0 
dx  dy  dz 

Daher  erhält  man  für  den  ganzen  Raum  in  dem  sich  raumerfüllende 
Massen  befinden,  AV^  =  0.  Weil  aber  /JV  =  —kn%  (s.  §  17,5),  so 
folgt  hieraus ,  dass  auch  im  Innern  x  =  0  sei ;  die  Wirkung  elek- 
trischer Massen  verhält  sich  also  so,  als  ob  die  anziehende  oder 
abstossende  Masse  sich  nur  auf  der  Oberfläche  des  Leiters  befindet. 
Um  den  elektrischen  Zustand  eines  Leiters  zu  finden,  hat  man  also 
die  Dichtigkeit  der  Elektricität  auf  der  Oberfläche  gegebener  Leiter 
aufzusuchen,  welche  bewirkt,  dass  das  Gesammt-Potential  d.  i.  das 
Potential  der  Masse,  die  sich  auf  der  Fläche  befindet,  addirt  zu  der 
Summe  der  Potentiale,  welche  durch  die  Elektricität  auf  den  Nicht- 
leitern hervorgebracht  werden,  in  jedem  Punkte  der  Oberfläche 
(und  im  Innern,  s.  u.)  eine  constante  Zahl  giebt.  Ausserdem  ist 
zu  berücksichtigen,  dass  die  ganze  auf  den  Leitern  vertheilte  elek- 
trische Masse  gleich  ist  der  den  Leitern  direkt  mitgetheilten  Elek- 
tricität; die  durch  Influenz  geschiedenen  Massen  geben  nämlich 
gleiche  Mengen  entgegengesetzter  Fluida,  so  dass  sie  keinen  Beitrag 
zur  gesammten  Elektricitätsmenge  liefern. 

Diese  Anwendungen  führen  uns  auf  die  Betrachtung  der  Po- 
tentiale von  Flächen. 

Anmerkung.  Um  die  Menge  der  Elektricität,  welche 
ein  gegebener  Nichtleiter  enthält  zu  messen,  kann  man  sich 
einer  leitenden  Kugel  bedienen,  die  isolirt  und  deren  Inneres  aus- 
gehöhlt ist.    In  den  hohlen  Raum  schliesst  man  den  Nichtleiter  ein, 
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so  dass  er  die  Kugel  nicht  berührt.  Der  Nichtleiter  wirkt  dann, 
wie  sich  aus  der  Theorie  zeigen  h'isst,  nach  aussen  auf  jeden  Punkt 
gerade  s<»,  als  ob  die  ganze  elektrische  Masse  des  Nichtleiters  in 
dem  Mittelpunkt  der  Kugel  vereinigt  wäre  und  dort  direkt,  d.  i. 
von  der  Kugel  befreit,  auf  den  äussern  Punkt,  nach  dem  Newton  - 
seilen  Gesetze,  wirkte. 

Man  nennt  Potential  einer  Fläche  im  Punkte  0  das 
Doppelintcgral 

wenn  die  Integration  über  eine  Fläche  ausgedehnt  wird,  deren 
Element  do  sei;  x  heisst  die  Dichtigkeit  der  Flächenbelegung  in 
einem  beliebigen  Punkte  [a,  b,  c]  der  Fläche,  welcher  auf  do  liegt. 
Diese  Dichtigkeit*)  kann  gleichförmig  (in  allen  Punkten  dieselbe) 
oder  ungleichförmig  sein,  und  in  letzterem  Falle  sich  nach  der 
Stetigkeit  ändern,  oder  es  kann  die  ganze  Fläche  in  zwei  oder 
mehrere  Stücke  zerfallen,  in  deren  jedem  eine  stetige  Aenderung 
stattfindet,  während  beim  Uebergange  aus  einem  in  das  andere  die 
Aenderung  sprungweise  geschieht.  Uebrigens  kann  auch  eine  solche 
Vertheilung  gedacht  werden,  wo  unbeschadet  der  Endlichkeit  der 
ganzen  Masse,  die  Dichtigkeit  in  einzelnen  Punkten  oder  Linien 
unendlich  gross  wird.  (Z.  B.  bei  der  Vertheilung  der  Elektricität 
auf  der  Kegelfläche  im  Scheitel.)  Der  Fläche  selbst  wird  eine  im 
allgemeinen  stetige  Krümmung  beigelegt  ohne  darum  eine  Unter- 
brechung in  einzelnen  Punkten  oder  Linien  auszuschliessen.  Ist  x 
überall  positiv,  so  heisst  **)  die  Vertheilung  der  Masse  gleichartig, 
und  ungleichartig,  wenn  x  an  einigen  Stellen  positiv,  an  anderen 
negativ  ist. 

Für  eine  Kugelfläche  r  =  x  sei  die  Dichtigkeit  x  im  Punkte 
[a,  b,  c]  als  Function  von  rj  und  w  gegeben.  Alsdann  wird  für  v 
ein  Ausdruck  wie  (1,  a)  auf  S.  44  erhalten,  nämlich 

v  =  x")     &mtjdri/  v '  _        ■ 

o  o         }'r—  2rrcosy  +  r 

Man  kann  x  nach  Kugelfunctionen  K  entwickeln,  und  zwar  in  dem 
speciellen  Falle,    dass  x  eine  ganze  Function  von  a,  b,  c  ist,    wie 


*)    Gauss,  Allgemeine  Lehrsätze  etc.  art.  12. 
**)    art.  29. 


■■M 


§  22, 5.  K»gei-  63 

§  19,  No.  3 ,  während  mau  sich  im  allgemeinen  der  Methoden  des 
§  18  bedient.    Setzt  man 

so  erhält  man  für  das  Potential  v  im  Punkte  0  =  (r,  0,  t^),  je 
nachdem  r<t  oder  r>r  ist,  die  erste  oder  zweite  der  Glei- 
chungen 

V  *^o     2»+l     M'/'     V  „~0     2n  +  l     W     ' 

Man  zieht  hieraus  ähnliche  Schlüsse  für  specielle  Fälle  wie  im  §  19. 
Z.  B.  erhält  man  für  x  =  1  die  bekannten  Ausdrücke 

a         /     ^  \  4r2rc      ,         . 

vt  =  Axn,    (r<r);      v„  = ,    (r  >  r). 

r 

Ist  die  Dichtigkeit  x  eine  homogene  lineare  Function  der  recht- 
winkligen Coordinaten  des  Ortes  auf  der  Oberfläche,  also 

so  wird  je  nachdem  r  <  r  oder  r  >  r  der  erste  oder  zweite  Aus- 
druck erhalten 

v.  =  -ip-Cy^+yoy  -f  r3*)>    v«  =  t—pr-fa*  +  y2y  +  ys55)- 

Allgemein,  wenn  die  Dichtigkeit  x  eine  ganze  Function  mten  Grades 
der  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Orts  auf  der  Oberfläche  ist,  so 
wird  das  Potential  v  im  Punkte  0,  dessen  Entfernung  vom  Mittel- 
punkte gleich  r  ist,  wenn  r  <  r,  eine  ganze  Function  mte"  Grades 
der  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y,  z  von  0,  und  wenn  r  >  r  eine 
solche  dividirt  durch  die  2m  -f-  lte  Potenz  der  Entfernung  r  des 
Punktes  0  vom  Mittelpunkte  der  Kugel. 

Eine  Entwickelung  von  x  nach  Kugelfunctionen  giebt  als  an- 
genäherten Werth  von  x  die  Summe  der  ersten  m  Glieder,  d.  i. 
eine  ganze  Function  der  Coordinaten  a,  b,  c  der  Punkte,  welche  auf 
der  Oberfläche  liegen,  so  dass  für  den  angenäherten  "Werth  des 
Potentials  v  bei  einer  beliebigen  Dichtigkeit  dasselbe  gilt,  was  so- 
eben von  dem  Potential  bei  einer  Dichtigkeit  gesagt  wurde,  die  eine 
ganze  Function  von  a,  b,  c  ist.  Das  Potential  vt  in  einem  Punkte  0 
wird  angenähert  eine  ganze  Function  der  rechtwinkligen  Coordi- 
naten von  0,  und  va  eine  solche,  die  nur  noch  durch  eine  Potenz 
der  Entfernung  dividirt  ist. 
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Von  den  Eigenschaften  des  Flächenpotentials  hebe  ich  folgende 
hervor:  (M.  vergl.  §  17,  S.  42—43,  No.  1-6) 

1)  Das  Potential  v  selbst  und  pv  bleiben  im  ganzen  Räume 
einwerthig,  stetig  und  endlich.  (In  der  Unendlichkeit  ist  pv  gleich 
der  gesammten  Masse   /  Judo.) 

2)  -=— ,    sowie    dieser  Differentialquotient  mit  p"  multiplicirt, 

OQ 

bleiben  überall  endlich  und  ausserhalb  der  mit  Masse  belegten 
Flächen  stetig. 

3)  Wenn  der  Punkt  0  in  den  Körper  hineinriiekte,  so  blieben 
die  ersten  Differentialquotienten  von  V  nach  jeder  Richtung  con- 
tinuirlich,  während  die  ersten  Differentialquotienten  von  v  sieb  beim 
Durchgang  durch  die  Fläcbe  sprungweise  ändern.  Errichtet  man 
in  dem  Punkte  der  Fläche  durch  den  0  hindurchgehen  soll  eine 
Normale,  oder  vielmehr  die  beiden  Normalen,  die  wir  mit  n  und  w, 
bezeichnen  und  zwar  jede  nacb  der  Richtung  als  wachsend  be- 
trachtet, in  welcher  man  sich  von  der  Fläche  entfernt,  so  wird 

dv    ,     dv  . 

du         öiix 

wenn  x  die  Dichtigkeit  in  dem  Punkte  der  Fläche  bezeichnet.  Die 
beiden  Differentialquotienten  kann  man  als  solche  betrachten,  die 
nicht  im  Punkte  der  Fläche  0  selbst  genommen  werden,  sondern 
in  Punkten  P  und  Pn  die  demselben  unendlich  nahe,  der  eine  auf 
n,  der  andere  auf  nx  liegen.  Die  Punkte  P  und  P,  lässt  man  dann 
in  0  zusammenfallen. 

Anmerkung.  Ist  f(x,y,z)  =  0  die  Gleichung  einer  Fläche, 
und  nennt  man  den  Raum  den  innern,  in  welchem  f  kleiner  als  0 
ist,  so  haben  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  von  innen  nach 
aussen  gerichtete  Normale  mit  den  positiven  Richtungen  der  Axen 
X,  Y,  Z  bildet,  die  Vorzeichen  resp.  von  f'(x),  f  (#)>  /*'(*)• 

Die  unter  3)  aufgeführte  Eigenschaft  benutzt  man  zu  einem  kurzen,  aller- 
dings in  Bezug  auf  Strenge  nicht  ausreichenden  Reweise  des  im  5.  Kapitel  des 
II.  Theils  im  I.  Baude  bewiesenen  Satzes,  dass  eine  continuirliehe  Function  des 
Orts  auf  der  Kugel  mit  dem  Radius  1,  f(0,  \p),  sich  nach  Kugelfunctionen  X(m) 
so  entwickeln  lasse,  dass  man  bat 

X('")  =  J^pr_y    sinjy^y      f(rj,  co)  Pn  (cos  y)  6 10. 

0  0 

(M.  vergl.  I.  433  (a)  u.  (6).)  Vorausgesetzt  wird  hierbei  nämlich,  dass  die 
X  eine  convereirende  Reihe  bilden. 
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Man  denkt  sich  eine  Kugel  mit  dem  Radius  1  so  mit  Masse  belegt ,  dass 
ihre  Dichtigkeit  im  Punkte  (//,  w)  der  Oberfläche  gleich  /"(?/,  w)  sei.  Ihr 
Potential   im  Punkte  (r,  6,  xp)  des  Raumes  ist  daher 

*2n  f(?l>  h>)sin7]dr]dü) 


fr 


>/l  — 2rcosj/  +  r 

Je  nachdem  r  >  1  oder  r  <C  1  entwickelt  man  v  nach  ah-  oder  aufsteigenden 
Potenzen  von  r  und   erhält  demnach   v  resp.  gleich 

r-m-l  X(m),       ^ — r?"  X{'H)  • 


Ä  2m +  1  '     ~*  2m -fl 

Sind  die  beiden  Reihen  mit  dem  mte"  Gliede 
4  m  7t 


Y(»<)        i ! £ —  Y(»0 

1  '  2i»  +  l 


2m +  1  2m  +  : 

convergent,  so  sind  sie,  nach  einem  bekannten  Satze  über  die  Convergenz  der 
Potenzreihen  (von  Abel;  man  findet  ihn  unten  im  Zusatz  zu  I.  67)  die  nega- 
tiven innern  oder  äussern  Differentialquotienten  des  Potentials  an  der  Kugelfläche 
nach  den  Normalen  n  und  w  .  Ihre  Summe  ist  daher  47T  multiplicirt  mit  der 
Dichtigkeit  im   Punkte  (1,0,  ip),  d.i.   mit  f(0,xp). 

4)    Im  ganzen  Räume  mit  Ausnahme  der  belegten  Flächen  wird 

d2v    .    d2v    .    d2v        _ 
da;2     '     dt/*  dz2 

Eindeutig  bestimmt  ist  eine  Function  v  im  ganzen  Räume  durch 
folgende  Bedingungen: 

dv  dv 

a)  Sie  genügt  der  Bed.  1)  und  Q~^~  sowie  Q*-~r-  bleibt  überall 

endlich  und  mit  Ausschluss  einer  oder  mehrerer  gegebener  Flächen 
stetig  und  einwerthig. 

b)  Jv  ist  im  ganzen  Räume  im  allgemeinen  Null,  d.  h.  wenn 
höchstens  irgend  welche  Punkte,  Linien  und  Flächen  ausgenommen 
werden. 

c)  Auf  den  unter  a)  erwähnten  Flächen  ist 

dv          dv 


H- 


dn         dn] 

gegeben.    Diese  Bedingung  kann  aber  mit  der  folgenden  vertauscht 
werden: 

c')  Auf  den  unter  a)  erwähnten  Flächen  ist  der  Werth 
der  Function  v  gegeben. 

Da  wenn  v  selbst  bestimmt  ist  auch  dv :  dn  und  dv :  dnt  be- 
stimmt sind,  so  folgt,  dass  die  durch  «),  ft)>  c')  bestimmte 
Function    zugleich    das    Potential    einer    Belegung   jener 

deine,  Anwendungen  der  Kugelfunctio&en.    2.  Aufl.  O 
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Flächen  ist.     Das  Doppelintegral 

1     fffdv    ,     dv\  do_ 

die  Integration  über  die  Flächen  ausgedehnt,  ist  nämlich  offenbar 
ein  Flächenpotential,  und  stimmt  zugleich  mit  der  durch  a),  6),  c) 
bestimmten  Function  überein. 

Da  eiue  Function  durch  jene  Bedingungen  eindeutig  bestimmt 
ist,  so  folgt,  dass  eine  Function  v,  welche  den  Bedingungen  a),  b) 
genügt  und  auf  einer  geschlossenen  Fläche  constant  ist,  auch  im 
Innern  derselben  constant  bleibt.  Das  Potential  nimmt  ferner  ab, 
wenn  0  von  der  Begrenzung  in  den  äusseren  Kaum  rückt. 

Es  entsteht  die  Frage,  ob  jede  auf  einer  Fläche  gegeben 
continuirliche  und  einwerthige  Function  auch  als  Werth  des  Po- 
tentials einer  geeigneten  Belegung  dieser  Fläche  mit  Masse,  in 
Punkten  0  der  Fläche  angesehen  werden  kann,  oder  ob,  was  das- 
selbe ist,  immer  eine  Function  v  der  Coordinaten  von  0  existirt, 
welche  den  Bedingungen  a)  und  b)  genügt  und  ausserdem  sich  in 
eine  willkürlich  gegebene  continuirliche  Function  des  Orts  auf  der 
Fläche  verwandelt,  wenn  0  auf  dieselbe  rückt.  Eine  geraume  Zeit 
glaubte  man  die  Frage  bejahen  zu  müssen  (m.  vergl.  in  „Gauss, 
Allgemeine  Lehrsätze  etc."  §  33  und  Dirichlet's  Vorlesungen  von 
Grube  §  32)  bis  man  bemerkte,  dass  den  Beweisen  unbewiesene 
Voraussetzungen  zu  Grunde  liegen.  So  fordert  Dirichlet's  Beweis, 
dass  man  die  auf  der  Oberfläche  gegebene  Function  in's  Innere 
nach  der  Bedingung  a)  fortsetzen  kann,  was  allerdings  in  vielen 
Fällen  geschehen  kann,  z.  B.  wenn  die  Function  das  Potential  einer 
Körpermasse  ist  oder  die  reciproke  Entfernung  eines  Punktes  von 
den  Punkten  der  Fläche  (s.  unten  die  Green' sehe  Function).  Im 
allgemeinen  ist  aber  die  Möglichkeit  unbewiesen.  Es  lässt  sich 
beweisen,  dass  unendlich  viele  Fortsetzungen  existiren,  wenn  eine 
möglich  ist.  Ferner  ist  die  Voraussetzung  unbewiesen,  dass  unter 
allen  möglichen  unendlich  vielen  Fortsetzungen  eine  existire,  welche 

das  Integral  über  das  ganze  Innere  genommen,  zu  einem  Minimum 
macht.  M.  vergl.  meine  Arbeit  in  den  Göttinger  Nachrichten  vom 
16.  August  1861  oder  im  IV.  Bde  der  Mathematischen  Annalen. 
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Unsere  hauptsächliche  Aufgabe  wird  es  sein,  für  eine  Reihe 
von  Flächen  solche  Functionen  v  wirklich  aufzusuchen,  die  den  Be- 
dingungen a)  und  b)  genügen  und  auf  der  Fläche  gegebene  Werthe 
annehmen.  Wenn  wir  im  Folgenden  allgemeine  Sätze  aufstellen, 
so  haben  wir  nur  solche  begrenzende  Flächen  im  Auge,  bei  welchen 
eine  dort  gegebene  Function  wirklich  ein  Potential  v  ist,  sollte  man 
dasselbe  auch  nicht  für  den  leeren  Kaum  ermitteln  können. 

Da  nach  §  17,  No.  6  das  Potential  V  eines  Körpers  in  Punkten 
des  leeren  Raumes  (Va  und  Vt)  denselben  bestimmenden  Bedin- 
gungen unterworfen  ist  wie  (nach  a,  b,  c')  ein  Flächenpotential  v 
bis  an  die  begrenzende  Fläche,  so  lässt  sich  (wie  Gauss  zuerst 
zeigte)  das  Potential  Va  oder  Vt  eines  Körpers  mit  Masse  von  ge- 
gebener Dichtigkeit  durch  Belegung  seiner  Grenzflächen  mit  Masse 
als  Flächenpotential  darstellen.  Die  Dichtigkeit  x  der  dazu 
erforderlichen  Belegung  ist  durch  die  vorhergehenden  Sätze  be- 
stimmt. Man  kennt,  wenn  zunächst  nur  eine  Begrenzung  vor- 
handen ist,  da  k  gegeben  ist,  das  Körperpotential  im  äusseren 
Räume  Va  und  auf  der  Fläche.  Es  existiren  ferner  zwei  Func- 
tionen, welche  den  letzteren  Werth  auf  der  Fläche  annehmen  und 
von  denen  die  eine  im  äusseren  Räume  den  Bedingungen  a)  und  6) 
genügt,  die  andere  in  dem  von  der  Fläche  umschlossenen  (ursprüng- 
lich Masse  von  der  Dichtigkeit  k  enthaltenden)  Räume.  Die  erste 
ist  offenbar  Va  selbst.  Diese  beiden  Functionen,  welche  sich  durch 
die  Fläche  hindurch  continuirlich  fortsetzen,  bilden  zusammen  eine 
continuirliche  Function,  die  wir  v  nennen,  welche  im  ganzen  Räume 
den  beiden  Bedingungen  a)  und  b)  genügt,  also  ein  Flächenpotential 
ist.     Die  gesuchte  Belegung  der  Fläche  hat  die  Dichtigkeit 

1    /  öv        dv\ 
x~~  _l^\"e^  +  ~dnih 

wo  man  statt  des  Differentialquotienten  von  v  nach  der  äusseren 
Normalen  den  gleichen  von  Va  nehmen  kann. 

Ganz  ähnlich  verhält  es  sich,  wenn  mehrere  Begrenzungen, 
z.  B.  zwei,  (E  und  (5,  vorhanden  sind,  zwischen  denen  die  Masse 
k  liegt.  (5  mag  (5  einschliessen.  Man  könnte  dann  durch  eine  Be- 
legung von  @  allein  die  Wirkung  der  Massen  in  den  äusseren 
Raum  a,  durch  eine  Belegung  von  (S  allein  in  den  inneren  Raum  i 
ersetzen.  Dazu  würde  man  zwei  Functionen  v  und  w  aufsuchen, 
von  denen  die  erste  auf  6  und  im  Räume  a  mit  Va  übereinstimmt, 

5* 
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ferner  im  ganzen  Räume,  welcher  CE  umschliesst,  den  Bedingungen 
a)  und  l>)  genügt.  Durch  Differentiation  nach  den  Normalen  ergiebt 
sich  aus  v  die  Dichtigkeit  der  Belegung  von  G>.  Eine  zweite  Function 
\v  wird  aufgesucht,  die  im  Räume,  den  (5  umschliesst,  gleich  der 
Function  V,  ist,  und  diese  wird  in  den  unendlichen  Raum,  welcher 
(5  umschlugst,  nach  den  Bedingungen  a)  und  b)  fortgesetzt.  Sie 
liefert  diejenige  Belegung  von  Gr,  die  ein  Flächenpotential  gleich 
V,  im  Räume,  den  (5  umschliesst,  hervorbringt.  Will  man  aber  beide 
Flächen  zugleich  mit  Masse  bekleiden,  und  dadurch  für  Punkte  Oa 
und  öt  zugleich  die  Wirkung  der  Masse  k  ersetzen,  so  sucht  man 
eine  Function  v,  die  an  den  beiden  Flächen  mit  den  Werthen  von 
V  daselbst  übereinstimmt,  ausserhalb  der  Flächen,  d.  h.  in  jedem 
einzelneu  von  den  drei  Räumen,  ausserhalb  (5,  zwischen  (5  und  @, 
im  Innern  von  6,  aber  den  Bedingungen  a)  und  6)  genügt.  Durch 
Differentiation  dieser  Functionen  nach  den  Normalen  in  einem 
Punkte  je  einer  von  den  Flächen  (E  und  (5  findet  man  die  Dichtig- 
keit x  daselbst.     M.  vergl.  die  Beispiele  §  23. 

Den  wichtigen  Satz,  dass  sich  die  Wirkung  von  Körpermassen 
auf  jeden  Punkt  0  des  leeren  Raumes  durch  die  Wirkung  von  an- 
ziehenden Flächen  auf  die  gleichen  Punkte  ersetzen  lässt,  hat 
Gauss  schon  in  der  Intensitas  *)  vis  magneticae  art.  2,  S.  10  an- 
gekündigt. Die  Ableitung  findet  sich  in  der  oft  erwähnten  Arbeit 
von  Gauss,  Resultate  etc.  i.  J.  1839  art.  36.  Die  Masse,  welche 
auf  der  Fläche  vertheilt  werden  muss,  ist,  wenn  es  sich  um  äussere 
Punkte  handelt,  genau  gleich  der  Masse  des  Körpers  /kdt.  Denn 
im  äusseren  Räume  ist  Va  =  v«,  also  gVa  =  qx«;  nach  S.  42,  2  und 
S.  64,  1  sind  diese  Ausdrücke  für  q  =  oo  die  anziehenden  Massen. 
Ersetzt  man  aber  das  Potential  im  Innern  durch  ein  Flächen- 
potential, so  können  die  Massen  verschieden  sein.  Will  man  jedoch 
nur  die  Anziehung  des  Körpers  durch  die  Anziehung  einer 
Fläche  ersetzen,  so  lässt  sich  dazu  die  ganze  Körpermasse  ver- 
wenden, indem  dann  nicht  erforderlich  ist,  dass  V  und  v  selbst,  son- 

dV  dv 

dern  nur  dass  -,Y     und  -~— ,  etc.  in  den  Punkten  0,  übereinstimmen, 

ox  dx 

dass  also   Vl  und  v  sich  im  Innern,    also  (S.  66)  dass   sie  auf  der 
inneren  Begrenzung  sich  nur  um  eine  beliebige  Coustante  unter- 
scheiden.    Mau  kann  aber  in  der  That  eine  gegebene,   von  0  ver- 
Werke, y,  S.  87. 


■MMüBHm 
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schiedene  Masse,  auf  einer  Fläche  immer  so  vertheilen,  dass  das 
Potential  in  der  Fläche  constant  wird.  Um  dies  zu  beweisen,  denke 
man  sich  eine  Function  v  so  bestimmt,  dass  sie  a)  und  6)  genügt 
und  auf  der  Fläche  sich  in  v  —  1  verwandelt.  Eine  solche  Function 
existirt  (S.  67),  und  ist  im  Innern  der  Begrenzung  constant  1,  giebt 
also  nach  der  inneren  Normalen  differentiirt  Null.  Hiernach  wird 
die  Dichtigkeit  der  erforderlichen  Flächenbelegung 

1      dv 

Are    dn  ' 

wenn  n  die  äussere  Normale  bezeichnet.  Der  Differentialquotient 
hat  aber  in  jedem  Punkte  der  Fläche  das  gleiche  Zeichen,  indem  v 
absolut  abnimmt  oder  constant  bleibt,  wenn  man  sich  von  der 
Fläche  nach  aussen  zu  entfernt.  Ueberall  kann  es  aber  nicht  con- 
stant sein,  weil  sonst  x  =  0  also  v  =  0  und  nicht  gleich  1  wäre. 
Daher  hat  x  auf  der  ganzen  Fläche  dasselbe  Zeichen,  und  die  ge- 
sammte  Masse  die  zu  dem  constanten  Potentiale  v  =  1  gehört,  ist 
positiv  und  nicht  Null,  woraus  unmittelbar  folgt,  dass  man  eine 
beliebige  Masse  so  auf  der  Grenzfläche  vertheilen  kann,  dass  v  dort 
und  im  Innern  constant  bleibt. 

In  diesem  und  den  folgenden  Kapiteln  dieses  II.  Theiles 
werden  wir,  mit  Hülfe  der  Kugelfunctionen  und  der  ver- 
wandten Functionen  für  verschiedene  gegebene  Körper, 
Kugeln,  Ellipsoide,  etc.  die  Aufgabe  lösen,  die  Begrenzung 
so  mit  Masse  zu  belegen,  dass  die  Belegung  dieselbe  Wir- 
kung oder  dasselbe  Potential  in  Punkten  Oa  oder  0L  be- 
sitzt wie  der  Körper  selbst,  dessen  Dichtigkeit  k  gegeben 
ist.     Fassen  wir  das  oben  Entwickelte  zusammen  so  ist  dazu 

1)  das  Körper potential  V  in  dem  ganzen  Räume  aufzusuchen 
ausser  dem  durch  einen  Index  (i  angedeuteten,  (der  die  anziehende 
Masse  enthält); 

2)  in  dem  letzteren  Gebiete  fx  eine  Function  v  zu  finden, 
welche  dort  den  Bedingungen  a)  und  6)  dieses  Paragraphen  ge- 
nügt, und  auf  der  Begrenzung  denselben  Werth  wie  V  besitzt. 

dv        dV 

3)  in  jedem  Punkt  der  Begrenzung  -^ h  -^—  zu  bestimmen, 

wenn  n  die  in  den  Raum  f.i  gerichtete,  n,  die  entgegengesetzte  Nor- 
male bezeichnet.  Dieser  Ausdruck,  durch  —  -in  differentiirt,  ist  die 
dem  Punkte  beizulegende  Dichtigkeit  x. 
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In  den  folgenden  Kapiteln  werden  wir  den  Gegenstand  weniger 
ausführlich  behandeln  als  in  diesem;  um  Wiederholungen  zu  ver- 
meiden auch  nicht  überall  die  fertige  Lösung  der  einzelnen  Auf- 
gaben bringen  sondern  mehrfach  nur  die  Hülfsmittel  zu  ihrer  Lösung 
zusammenstellen. 

Die  Aufgabe  1)  ist  durch  Aufstellung  des  Integrales  (1)  im 
§17  gelöst,  und  es  kommt  nur  darauf  an,  dasselbe  für  jeden  ge- 
gebenen Körper  möglichst  zu  vereinfachen;  3)  erfordert  nur  eine 
Differentiation.  Die  eigentliche  Schwierigkeit  bei  dem  Aufsuchen 
der  Vertheilung  von  Masse  für  gegebene  Körper  besteht  in  der 
Lösung  von  Aufg.  2).  Statt  dieser  werden  wir  die  allgemeinere 
stellen,  die  auch  in  der  (Fourier' sehen)  Wärmetheorie  von  grosser 
Bedeutung  ist: 

2')  Eine  Function  v  aufzusuchen,  die  für  jede  Lage  von  0  den 
Bedingungen  a)  und  b)  genügt  und  sich  auf  den  gegebenen 
Flächen  in  eine  willkürlich  gegebene  continuirliche  Func- 
tion des  Orts  verwandelt.     Ist  sie  gelöst,  so  wird  durch 

,  <9v    ,     dv 


dn         dn1 

die  Dichtigkeit  x  einer  Masse  bestimmt;   bekleidet  man  die  Grenz- 
fläche mit  derselben,  so  wird  ihr  Flächenpotential  genau  v. 

Eine  besondere  Bedeutung  kommt  dem  Falle  zu,  dass  der  auf 
der  Grenze  gegebene  Werth  eine  Constante  ist. 

Die  Aufgaben  2  oder  2'  lösen  wir  zunächst  nach  zwei  verschie- 
denen Methoden.  Nach  der  einen  betrachten  wir  die  in  2'  auf  der 
Begrenzung  (E  gegebene  Function  noch  als  Potential  V  auf  (5,  erstens 
einer  nur  diesseits,  zweitens  einer  nur  jenseits  (E  vertheilten  Körper- 
masse und  bilden  die  Fortsetzungen  in  den  Raum  jenseits  resp.  dies- 
seits @.  (Für  Kugelflächen  (5  sind  die  beiden  Fortsetzungen  einzeln 
im  §  21  gefunden.)  Die  beiden  Fortsetzungen  fassen  wir  zusammen 
als  eine  Function  auf;  diese  ist  das  gesuchte  v.  Die  zweite  Me- 
thode (§  26)  besteht  darin,  dass  man  die  partielle  Differentialglei- 
chung /Jv  =  0  integrirt,  und  zwar  so  dass  die  Lösung  v  auf  ($  den 
gegebenen  Werth  annimmt. 

§  23.  Für  Kugeln  lösen  wir  hier  die  Aufgabe  2'  des  vorigen 
Paragraphen  nach  der  ersten  Methode ,  mit  Hülfe  des  §  21  in  den 
dort  hervorgehobenen  drei  Fällen,  indem  wir  die  dortige  Bezeich- 
nung beibehalten: 
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a)  Eine  Kugelfläche  mit  dem  Radius  r0  oder  r,  begrenzt  eine 
Schale  nach  aussen  oder  innen.  Das  Körperpotential  ist  in  dieser 
Fläche  gegeben  =  f(0,  \p).  Man  soll  erstens  im  ganzen  Raum  ein 
solches  Flächenpotential  v  finden,  welches  in  der  Begrenzung  mit 
V  übereinstimmt,  d.  i.  gleich  f(ß,  xp)  wird,  zweitens  die  Dichtigkeit  % 
der  zur  Belegung  der  Grenzfläche  erforderlichen  Masse  ermitteln. 
Die  Werthe  von  V  und  v  stimmen  in  dem  durch  die  Fläche  be- 
grenzten leeren  Raum  überein. 

In  dem  Räume,  in  welchem  r  >  r  ist,  erhält  man  nach  §  21,  b, 
wenn  das  Potential,  woher  es  auch  stammt,  an  der  Oberfläche 
f(6,  xp)  ist,  und  Fn)  hier,  wie  dort,  die  wte  in  der  Reihe  der  Kugel- 
fuuctionen  bedeutet,  in  welche  sich  f{6,  xp)  entwickeln  lässt, 

oder  gleich  dem  Doppelintegral  §  21,  b'.  In  dem  Räume,  in  welchem 
r  <  r  ist,  hat  man 

v  =  i(-f)V>, 

n=0  x  t  ' 

oder  gleich  dem  Doppelintegral  §  21,  c',  wenn  man  darin  xt  mit  r 
und  /"j  mit  f  vertauscht.  Hieraus  findet  man  nach  S.  70  die  Dichtig- 
keit der  Belegung  auf  der  Oberfläche  durch  Differentiation  nach  den 
Normalen  r,  wenn  man  r  =  v  setzt.    Im  allgemeinen  hat  man  also 

darf  aber  nicht  vergessen,  dass  die  nach  r  zu  nehmende  Grenze 
der  Summe  einer  Reihe  nur  dann  gleich  der  Summe  der  Grenzen 
gesetzt  werden  darf,  wenn  letztere  Reihe  convergirt.  Da  die 
Dichtigkeit  der  Belegung  in  Punkten  und  Linien  unendlich  sein 
kann  (S.  62),  so  wird  es  sich  in  Fällen  der  Divergenz  fragen,  ob 
die  Dichtigkeit  wirklich  unendlich  ist  oder  ob  nur  die  Convergenz 
der  Reihe  aufhörte  und  es  also  nicht  gestattet  war,  die  beiden 
Grenzen  von  dv :  dr  für  r  =  x  mit  der  Summe  der  Grenzen  der 
einzelnen  Glieder  zu  vertauschen.     M.  vergl.  hierüber  §  28. 

Beispiel.    Der  Werth  des  Potentials  an  der  Oberfläche  sei  eine 

homogene  Function  der  Coordinaten  x,  y,  z  vom  mteD  Grade,  die  wir, 

wie  k(x,  y,  z)  im  §  19,  in  eine  Reihe  von  Kugelfunctionen  nach  der 

dort  benutzten  besonderen  Methode  entwickeln.    Wir  erhalten  dann 

f(6,  xp)  =  y('«)  +  r 2  F("'-2>  +  r4  F("-4)  -f-  •  •  • , 
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und  es  wird,  wenn  man  in  die  V  die  Coordinaten  r,  d,  ?//  des  Punktes 
0  einsetzt, 

v  =  FW  +  r ■  V('"-2)  +  r4  F("-4)  +  •  •  • ,        (r  <  r), 

/  r  \8m+i/  r4  r8  \ 

v  =  (iL)       ( FW  4-  ^  FC»-2)  +  £.  F(»-4> +...),        (r  >  v), 

4rx7r  =  (2/n  +  l)r'")4-(2w-3)y('"-^+(2m-7)F'"-4)  +  -,         (r  =  r). 
Specielle  Fälle.    Um  an  der  Oberfläche  der  Kugel  das  Po- 
tential v  =  l  zu  erhalten,    hat  man  F<°>  gleich  1  zu   nehmen  und 
findet  die  Dichtigkeit  der  dazu  erforderlichen  Flächenbelegung 

1 
4ra 
In    den    drei    speciellen   Fällen,   in   denen  f(ß,  \}i)  eine   homogene 
Function  von  x,  y,  %  und  m  =  1,  2,  3  ist,   findet  man  die  Werthe 
der  F  am  Schluss  des  §  19.     Man  hat  daher  in  den  beiden  ersten 

Fällen,  wenn  man  den  Buchstaben  j^j  wie  S.  49  verwendet: 

a)    im  Falle  m  =  1,  wenn  v  =  y,a;  +  yay-l-y3J5  für  r  =  r0  ist: 
\kti%  —  ^iyvx-\-y^y-\-y^%)  =  3x  [y  tcos  0  + sin  0(y2  cos  rp-\-  y3sinv)], 
ß)   im  Falle  m  =  2,  wenn  v  =  ^[y.^^  +  a,^^]  für  r  =  r0  ist: 

6)  Auf  der  Fläche  r  =  r0  sei  F  ==  f^O,  xp) ,  auf  der  kleineren 
Fläche  r  =  r,  sei  V  =  ^(d,  tp)  gegeben.  Man  soll  v  so  bestimmen, 
dass  diese  Function  den  bekannten  Bedingungen  genügt  und  für 
r  =  v0  resp.  r  =  x1  in  fQ  und  f1  übergeht. 

Man  hat  dann  offenbar 

für  r<r„      ▼  =  ^(-f)"iP; 

n+1 


■    r>r0,       v  =  ^(Vf     FW; 


für  den  Raum,  in  welchem  r,  <  r  <  rn  ist,  findet  mau,  nach  4?  21, 
indem  man  wieder  setzt 

logr  =  <j,     logr0  =  ff0,     logr,=aI,     n  +  \  =  v, 

die  Gleichung 

i—        /-  £   sinvi(ff  — or.)   .„  ,  ,  ^   ^N 

vyr  =  iX  2  .    .; 4- f^)+(i,  o), 

°«=o  sinn(ff0  — ff,)     ° 
wenn  (1,  0)  den  Ausdruck  bedeutet,  welcher  aus  dem  ersten  Gliede 
durch  Vertauschung  der  unteren  Indices  0  und  1  entsteht, 


mm^mm 
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Hieraus  erhält  man  für  die  Dichtigkeit  der  Massenbelegung  xn 
und  xl  in  Punkten  {6,  \p)  der  Kugelflächen  r  =  vn  und  r  =  rn  welche 
im  Innern  der  Schale  dieselbe  Wirkung  hervorruft  wie  die  wirk- 
liche Massenvertheilung,  die  Ausdrücke 

wenn  wiederum  v1  =  qx0  ist.     Zieht   man   auf  beiden   Seiten   der 
ersten  resp.  der  zweiten  Gleichung  die  Summen  resp. 

2(2»+l)F<«>,       2(2«+l)FW 
ab,  deren  Bedeutung  die  Formel  für  x  unter  ä)  auf  S.  71  zeigt,  so 
bleiben  convergente  Reihen   auf  den    rechten  Seiten    der  vorigen 
Gleichungen  übrig.    Die  rechte  Seite  der  ersten  Differenz  ist  dann 

~(2n +1)T^r  ^ "  ^2(2n  + 1}  T=?^  F(,n)' 
Führt  mau  für  F  wiederum  nach  I.  433  die  P  ein,  so  lässt  sich  die 
Summation  des  Ausdrucks  welcher  P«  statt  F<*>,    resp.  P(n)  statt 
FW  enthält,  durch  die  Formeln 

2K  _        1     _^   »  4g2»'sin2j>.r 


2Kx  sina;       „=0     1—9 

TT  sin  am 


TT 


kK  ~    2gvsin2ya; 


TT  „=o  1—  q2 
ausführen.  Auf  dieselben  Formeln  kommt  man,  wenn  man  von 
dem  Ausdruck  für  VL  ]/r  auf  S.  57  ausgeht,  indem  man  unter  dem 
Integrale,  nämlich  A0  und  A1  differentiirt.  Es  ist  selbstverständlich 
wie  man  dann  den  Ausdruck  B,  welcher  bereits  durch  den  Difte- 
rentialquotienten  nach  a  von  einer  elliptischen  Function  summirt 
war,  zur  Auffindung  von  x  verwerthen  kann. 

Ist  z.  B.  das  Potential  f0  auf  der  grösseren  Kugel  eine  Con- 
stante  =  a0,  und  ft  auf  der  kleineren  eine  zweite  Constante  =  an 
also   FW  =  o0,  Ff  =  an  so  wird 

Vo-git,        „  _    yo(ffii-go) 

*»"  4r07r(r0-rJ  '       '       ~4r17*(r0-r1) 
§24.     Wenn  nicht,    wie  im  vorigen  Paragraphen,    der  Werth 
von  v  auf  den  belegten  Kugelflächen  sondern  die  Dichtigkeit  k  der 
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Masse  im  Körper  gegeben  ist,  so  lässt  sich  eine  ideale  Vertheilung 
der  Masse  auf  der  Oberfläche,  d.  i.  die  Dichtigkeit  x  der  Masse,  mit 
welcher  die  Kugelflächen  belegt  werden  können  um  dieselbe  "Wir- 
kung wie  der  Körper  hervorzubringen,  direkt  durch  k  ausdrücken. 

1)  Eine  volle  Kugel  mit  dem  Radius  r,  oder  was  auf  dasselbe 
hinauskommt,  die  durch  zwei  concentrische  Kugeln  mit  den  Radien 
r„  und  v,  (wo  r0  >  r,)  gebildete  Schale  giebt  in  Puukteu  r0,  0,  \p 
auf  der  grösseren  Begrenzung,  nach  S.  45,  das  Potential 

J?        i   /    s',+2Ssf     sin^ö??/      k(s,  T],  w)P(")(cosy)öw. 

0         r,  0  0 

Wie  man  aus  §  23,  unter  ä)  ersieht  wirkt  also  die  Kugel  nach 
aussen  so,  als  ob  man  die  Fläche  r  =  x  mit  Masse  belegt 
von  der  Dichtigkeit 

r,  0  0  ° 

Führt  man  die  Summation  aus  so  entsteht 

2)  Aus  S.  46  unter  2)  findet  man  als  Dichtigkeit  der  Masse, 
mit  der  man  die  innere  Kugelfläche  r  =  r,  zu  bekleiden  hat,  um 
die  Wirkung  des  Körpers  nach  innen  (d.  i.  in  den  durch  i 
charakterisirten  Theil  des  leeren  Raumes)  zu  ersetzen 


,^-±.J't'dsfnfAvifjdn/''nKst  y,  w)(^-)"    Pn(cosy)daj 


2n+l 

I      os  I      siu#yc7///        n^a,  ij,  iuj\ 
r,  0  0 

k(s,  tj,  to)dio 


=  -^f^-^88/71^^/ 


(x]—2x1sGosy-\-8*y* 

3)  Durch  Belegung  beider  Flächen ,  der  Fläche  r  =  r0  und 
r  =  r,  kann  man  die  Wirkung  der  Schale  zugleich  auf  den  äusseren 
Raum  et,  wie  auf  den  inneren  Raum  i  ersetzen.  Aus  (5)  im  §  18 
kennt  man  die  Werthe  des  Körperpotentials  für  r  =  r0  und  r  =  r,; 
setzt  man  dieselben  in  die  Ausdrücke  von  §  23,  b  für  x0  und  xx  ein 
so  erhält  man,  wenn  man  k(s,  j],  co)  in  k  abkürzt, 

xn  =  ^^—  /    sinn di?/     Pn(cosy)d(o/    k-^ -^{  —  J  ds> 

0      £o2nJ  '    'J  J        sin(a0  — a>»  v  xj 

0  0  X\ 

wo  v  =  n-\-%  und  a  =  logs  gesetzt  ist.    Hieraus  entsteht  x1  durch 
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Vertauschung  der  Indices  0  und  1  unter  dem  Integral.  Ueher  die 
Summirung  dieser  Reihen  durch  elliptische  Functionen  gilt  Aehn- 
liches  wie  hei  den  früheren  Ausdrücken  dieser  Form. 

§  25.  Die  „allgemeine  Theorie  *)  des  Erdmagnetismus"  von 
Gauss  ist  eine  der  bedeutendsten  Anwendungen  des  Vorhergehen- 
den. Die  Grundlage  der  Untersuchungen  von  Gauss  (s.  daselbst 
art.  2)  ist  die  Voraussetzung,  dass  die  erdmagnetische  Kraft  die  Ge- 
sammtwirkung  der  magnetischen  Theile  des  Erdkörpers  sei;  später 
(art.  36)  fragt  Gauss,  welche  Erscheinungen  sich  zeigen  würden, 
wenn  der  Sitz  der  magnetischen  Kräfte  ausserhalb  der  Erde,  jen- 
seits einer  die  Erde  umgebenden  ihr  concentrischen  Kugelfläche 
wäre,  (eine  Annahme  die  unstatthaft  ist  art.  39)  und  drittens,  wenn 
ihr  Sitz  sowohl  im  Innern  der  Erde,  als  auch  theil  weise  sich  jen- 
seits einer  die  Erde  umgebenden  concentrischen  Kugelfläche  (art.  40) 
befände. 

Man  nimmt  an,  dass  magnetische  Massen  nach  dem  Newton'- 
schen  Gesetze  wirken,  gleichartige  einander  abstossend,  ungleich- 
artige anziehend. 

Man  denkt  sich,  dass  in  jedem  messbaren  Theile  sich  positive 
und  negative  Masse  zugleich  befinden  (art.  35),  und  zwar  bestimmen 
uns  die  Versuche,  jedem  messbaren  Körper  gleiche  Theile  von 
beiden  d.  i.  die  magnetische  Masse  Null  zuzuschreiben,  eine  An- 
nahme, deren  Zulässigkeit,  für  die  Erde  wenigstens,  die  Theorie  des 
Erdmagnetismus,  wenn  erst  eine  grössere  Anzahl  von  Beobachtungen 
vorhanden  ist,  bestätigen  oder  widerlegen  wird.  Diese  beiden  An- 
nahmen, welche  sich  von  den  am  Anfang  des  §  22  für  die  elek- 
trischen Zustände  aufgestellten  wesentlich  unterscheiden,  geben 
der  mathematischen  Theorie  des  Magnetismus  einen  anderen  Cha- 
rakter als  der  Elektrostatik,  obgleich  beide  Theorien  Erscheinungen 
behandeln,  welche  unter  der  Herrschaft  des  New  ton 'sehen  Gesetzes 
stehen. 

Das  Potential  der  magnetischen  Massen  ist  streng  genommen  nicht  ein  Integral 
wie  (1)  sondern  eine  Summe  von  Gliedern,  wie  auf  S.  34,    die  aher  in  sehr 


*)  Resultate  aus  den  Beobachtungen  des  magnetischen  Vereins  i.  J.  1838, 
Leipzig  1839  S.  1—57  (Werke  V,  119—193).  M.  vergl.  auch,  als  Ilülfsmittel  zum 
Studium  der  Theorie  von  Gauss,  die  Karten  und  vorzugsweise  die  Erklärung  der 
Karten  und  Zahlentafeln  im  Atlas  des  Erdmagnetismus  von  Gauss  und  Weber. 
Leipzig,   18-10  bei  Weidmann. 
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grosser  Anzahl  auftreten,  und  in  zwei  verschiedene  Gruppen  zerfallen,  deren 
eine  nur  positive  die  andere  nur  negative,  jede  einzelne  durch  unendlich 
kleine  Stufen  wachsende  Glieder  enthält.  Die  Erscheinungen  weisen  darauf 
hin,  dass  jede  Summe  für  sich  üher  alle  Grenzen  wächst,  und  erst  die  alge- 
hraische  Summe,  d.  i.  die  arithmetische  Differenz  der  zwei  Summen,  endlich 
bleibt.  Sie  lässt  sich  daher  nicht  als  Körperpotential  darstellen,  und  gestaltet 
deshalb  nicht  eine  direkte  Verwendung  der  Resultate  des  §  21.  Es  wird  sich 
aber  zeigen,  dass  sie  sich  in  die  Summe  eines  Körper-  und  eines  Flächenintegrales 
Hinsetzen  lässt,  weshalb  die  Masse  wie  eiue  Flächenhelegung  allein  in  den  leereu 
Ilauin   wirkt  und  die  Verwendung  der  Ausdrücke  des  §  23  angezeigt  ist. 

Um  für  die  Kräftefunction  einen  Ausdruck  der  endliche  Glieder  enthält, 
ein  Integral,  zu  erhalten,  fasst  man  die  magnetische  Wirkung  je  zweier  unendlich 
nahen  entgegengesetzten  Theilchen  (Dole)  zusammen,  die  zu  dem  messbaren 
Elemente  gehören,  welches  um  je  einen  Punkt  [a,  b,  c]  liegt.  Sind  die  Coordi- 
naten  des  positiven  und  des  negativen  Doles  im  Elemente  a+A,  b+l,  c+n, 
und  ist  die  Dichtigkeit  der  magnetischen  Massen  k  und  —  k  (s.  d.  Bezeichnung 
auf  S.  44),  so  wird  die  magnetische  Kräftefunction  je  eines  von  ihnen,  in  der 
von  Gauss  gewählten  Einheit*), 

—  kl  T+h-ß--±l-~j-  +  n-j5-\dadbdc, 
also   heider  Pole  gemeinsam 

/        dT  BT  dT\ 

-  (2hk ~fol+2lk-^b-+  2wÄ  jr-) Sadbdc. 

Man  denkt  sich  die  Produkte  2hk,  2lk,  2nk  endlich,  und  bezeichne  sie  mit  a,  ß,  y. 
Dann  ist  die  Kräftefunction,  d.  i.  eine  Function,  die  nach  den  Goordinaten  x,  y,  z> 
dUferentürt,  die  Anziehung  auf  eine  positive  Masse  1,  die  sich  in  0  befindet,  giebt 

wo  adadbde,  ßdadbdc,  ydadbdc  die  Elementar-Momenle  in  Bezug 

auf  die  Axcn  sind  und  die  Integration  sich  üher  den  ganzen  Magnet  erstreckt. 

Der  Ausdruck  W  hat   nicht  die   Form    eines  Potentiales,   indem   T  nicht 

seihst,  sondern  diflerentiirl  in  W  auftritt.     Man  integrirt  durch  Theile  und  findet 

"-///&+%  +  %)*¥-+//** 

Der  Buchstabe  N  in  dem  Flächenintegrale  nach  do,  welches  sich  üher  die  Be- 
grenzung des  Magnets  erstreckt,  bedeutet  die  Summe  der  Projectionen  von  a,  ß 
und   y  auf  die  nach  innen  gerichtete  Normale. 

Daher  ist  die  Kräftefunction  W  die  Summe  des  Potentials,  welches  zu  einer 
Kürpermasse  mit  der  Dichtigkeit 

'    da    r   db  ^     de 


*)  Intensitas  vis  magnetieae  etc.  No.  1:  ...  unitas  qoantitatis  fluidi  borealis 
ea  erit,  cujus  vis  repulsiva  in  aliam  ipsi  aequalem  in  ilistautia  l  positam  sequi- 
valet  vi  motrici  =  1,  etc.  M.  vergl.  auch  Gauss,  Allgemeine  Theorie  iles  Erd- 
magnetismus No.  3. 
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gehört,  uud  eines  Flächenpotentials  mit  einer  Belegung  von  der  Dichtigkeit  JV. 

Wäre  die  magnetische  Masse  nicht  in  jedem  endlichen  Theile  Null,   sondern  der 
Ueberschuss  der   positiven  über  die  negative  Masse  eine    positive  oder  negative 

Grösse  fj,  gewesen,  so  würde  noch  ein  Körperpotential  — I uTSadbdc  hinzu- 
kommen.     In   jedem  Falle  lässt  sich   die   Wirkung  des    Magnets   in  den  leeren, 
nicht  mit  magnetischer  Masse  angefüllten  Raum   durch    eine  ideale   Vertheilung 
der  ganzen   Masse  auf  die  Oberfläche  ersetzen. 
Kommen  Fälle  vor  in  denen 

da         dß         dy 

~dä  +  db  +  ~dc 
Null  ist,  so  würde  auch  die  Wirkung  in  den  mit  magnetischer  Masse  ange- 
füllten Raum  selbst,  zugleich  mit  der  in  den  leeren  Raum,  sich  durch  eine  Re- 
legung  der  Fläche  mit  Masse  von  der  Dichtigkeit  N  ersetzen  lassen.  Nach  der 
Theorie  von  Poisson,  die  aber  zu  Redenken  Anlass  giebt,  würde  dies  der  Fall 
sein   wenn  der  Magnet  durch  Induction  entstanden  ist. 

Nach  §  23  lässt  sich  auf  den  magnetischen  Zustand  ausserhalb 
des  Raumes,  in  dem  die  magnetische  Masse  sich  befindet,  schliessen, 
wenn  man  auf  der  Begrenzung  das  Potential  kennt,  welches  die  auf 
derselben  vertheilte  magnetische  Masse  (ideale  Vertheilung,  nach 
Gauss)  hervorbringt.  Unsere  Beobachtungen  auf  der  Erdoberfläche 
geben  aber  nicht  direkt  das  Potential  daselbst,  sondern  zunächst 
die  Declination,  Inclination  und  horizontale  Intensität,  aus  denen 
wir  vorerst  die  Kräftefunction  *)  auf  der  Erdoberfläche  ermitteln 
werden. 

Die  Erde  betrachten  wir  als  Kugel,  ihr  Radius  sei  r.  Die 
Kräftefuuction,  deren  Differentialquotienten  nach  den  rechtwinkligen 
Coordinaten  x,  y,  %  die  Componenten  der  Kraft  in  Punkten  des 
äusseren  Raumes  sind,  möge  mit  V  bezeichnet  werden,  wo 

df.i 


f- 


ist.  Drei  rechtwinklige  Componenten,  die  ersten  beiden  horizontal 
gerichtet,    die    erste    nach  den    abnehmenden  0,    die  zweite  nach 

y'dfJ. 

ein.    In  den  Allgemeinen  Lehrsätzen  setzt  er  im  art.  2.     V=£~—,  und  die  Compo- 

r 

nenten  gleich  den  Differentialquotienten  von  eV,  wo  «—  -\-l  oder  — 1  sein  soll,  je 
nachdem  die  Kraft  anziehend  oder  abstossend  wirkt.  Im  Artikel  3  bezeichnet  er  mit 
V  ,,das  Aggregat  aller  wirkenden  Massentheilchen",  jedes  mit  seiner  Entfernung 
dividirt,  wobei  „nach  den  jedesmaligen  Bedingungen  der  Untersuchung  negative 
M.i    i'iitbeilchen  entweder  ausgeschlossen  oder  als  zulässig  betrachtet   werden". 
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abnehmenden  xp,  die  dritte  nach  innen,  nach  dem  Mittelpunkte  der 
Erde  gerichtet  heissen  §,  'r\,  t.  Diese  drei  Componenten  kennt  mau 
auf  der  Oberfläche  der  Erde  (r  =  v)  an  jedem  Punkte,  da  mau  £ 
und  /;  aus  der  beobachteten  Declination  und  horizontalen  Intensität 
leicht  berechnen  kaun,  und  C  wenn  noch  ausserdem  die  Inclination 
gegeben  ist.  Nach  unserer  Bezeichnung  1.  302,  4?  71  ist  in  jedem 
Punkte  (r,  0,  xp) 

i  i)v  _i_  av  dv 

r     dd  '     V  ~  rsinö    dxff '     '  "  dr  ' 

Setzt  man  r  =  v,  so  erhält  man  schon  allein  aus  der  nördlichen 
Intensität  £  die  Kräftefuuctiou  V  auf  der  Oberfläche  bis  auf  einen 
constanten  Werth,  nämlich 

K+  xf  °ldO  =  V*, 
o 

wenn  V*  den  Werth  dieser  Function  im  Nordpol  bezeichnet,  also 
eine  (ausser  von  0  auch)  von  xp  unabhängige  Grösse,  da  der  Nordpol 
jedem  Meridian  angehört.  Setzt  mau  diesen  Ausdruck  des  Potentials 
durch  die  nördliche  Componente  £  in  die  Gleichung  für  ?;,  so  wird 
diese  westliche  Componente  durch  £  allein  gegeben,  indem  die  Cou- 
stante  V*  bei  der  Differentiation  nach  xp  fortfällt. 

Wir  behandeln 

1)  Den  Fall,  dass  die  magnetische  Masse,  welche  die  Kräfte- 
function  V  hervorbringt,  sich  im  Innern  der  Erde  befindet. 

An  der  Oberfläche  der  Erde  denke  man  sich,  ähnlich  wie  §  21 
und  23,  die  Function  V  in  eine  Reihe  von  Kugelfunctionen  entwickelt 

(«).-•     ~  =  Y0+Yi  +  Y,  +  -,    (r  =  r), 

deren  Glieder  bis  auf  die  Constante  yo  aus  der  nördlichen  Com- 
ponente £  gefunden  werden  können.  Dann  wird,  nach  §23,  in 
Punkten  (r,  0,  xp)  das  Potential 


«  /  r  v+1 

v  =  vj;(—)    yh 

n=0  v  r  ' 


Durch  Differentiation  nach  r  ergiebt  sich  hieraus  die  Componente  C, 
durch  Differentiation  nach  xp  die  Componente  rj.  Macht  man  noch 
r  =  r,  so  findet  man  auf  der  Erdoberfläche  ausser  (a)  noch 
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(6)  ..'.     -sm0.v=--  ^-(yi  +  r9+T3  +  ...), 

(c)  ...    £=  r0+2y1  +  :iv,+4v;+..-. 

Eine  Vergleichung  der  aus  den  Beobachtungen  direkt  berechneten 
(s.  u.)  Werthe  von  ?;  mit  denen  welche  Gauss  aus  den  in  (a)  auf- 
tretenden Y  nach  (b)  berechnet,  zeigt  eine  hinreichende  Ueberein- 
stiinnmng.  Y0  ist  der  Werth  von  rV  für  r  =  oo,  also  die  vertheilte 
Masse,  muss  daher  gleich  Null  gesetzt  werden,  wenn  in  jedem  Körper 
die  magnetische  Masse  Null  ist.  Darüber,  ob  dies  wirklich  der  Fall 
sei,  wird  also  einst,  wenn  eine  hinreichende  Anzahl  von  Beobach- 
tungen vorliegt,  f  entscheiden  können  (s.  S.  75).  Man  bemerke 
ferner,  in  Bezug  auf  das  Aufsuchen  von  j]  durch  (6),  dass  F„  die 
Form  hat  (I.  323) 

dass  der  Differentialquotient  dieser  Kugelfunction  nach  \p  also 
gleich  ist 

Aus  den  vorliegenden  Beobachtungen  lassen  sich  die  Glieder  Y 
nur  in  einer  beschränkten  Anzahl  angeben.  Gauss  bedient  sich 
bei  seinen  Berechnungen  (art.  22  u.  f.)  der  vier  Glieder  Yn  F2,  Y3,  Y4, 
welche  der  Reihe  nach  3,  5,  7,  9,  zusammen  24  Constante  h  und  c 
enthalten. 

2)  Befindet  sich  der  Sitz  des  Magnetismus  ausserhalb  der  Erde, 
so  wird  das  Potential  im  Innern  nach  §  23 


v  =  xs(^)"r„ 


wenn  die  Y  dieselbe  Bedeutung  wie  unter  1)  haben.     Man  findet 
hieraus  für  die  Componente  £  auf  der  Erde 

-l  =  t.r1+2.ri+3.r,+.»l 

eine  Gleichung,  die  Y0  nicht  enthält,  also  unentschieden  lässt,   ob 
wirklich  die  magnetische  Masse  die  Summe  Null  giebt. 

3)  Es  sei  endlich  der  Magnetismus  sowohl  in  der  Erde  als 
auch  in  dem  Räume  jenseits  einer  der  Erde  concentrischen,  grösseren 
Kugelfläche  vertheilt.  Die  Kräftefunction  des  ersten  Theils  sei  wie 
oben  V,  die  des  zweiten  Theils  von  magnetischen  Massen  sei  S.   Man 
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entwickele   den  Werth   von  ÜB  an   der   Erdoberfläche  nach   Kugel- 
functionen  D  und  setze 

■f-  =  S.+ft  +  &+-"i    (r  =  r), 

so  wird  die  gesammte  Kräftefunction   in  einein  Punkte  r,  6,  xp  des 
leereu  Raumes,  der  zwischen  den  coucentrischeu  Kugeln  liegt, 

vi(,ry+,»„+(m. 

n=ov  »  7  v  r  y 

Die  Beobachtung  giebt  uus  daher  sowohl  die  ganze  Kräftefunction 
an  der  Erdoberfläche  bis  auf  eine  Coustaute,  also 

n=l 

als  auch  die  Componente  £  daselbst,  mithin 

r.+(2y1-R)+(3rI-sSü+— 

Da  hier  Reihen  vou  Kugelfunctioneu  vorliegen,  so  kennt  man  auch 


die    einzelnen 

Glieder.      Sind  a 

und  b   gegebene 

man  also 

*.           -  K 

2r,-  a=«k, 

*,  +  ».  =«„ 

3)^-22),  =  &3, 

*.+&=«>, 

4F3-32>3=63, 

r,  +  ft  =  «fc, 

etc. 

etc. 

Hieraus  folgt 

Fo    =                    &Ul 

3FI=      «,  +  &„ 

»i=«.~r», 

5F,  =  2a2  +  6,„ 

gJa  =  a2     rfl 

773=303  +  6,, 

*^3    =    ö3           *3» 

etc. 

etc. 

so  dass  auch  hier  alle  Stücke  bis  auf  eiue  Constante  2)0  bekaunt 
sind,  und  sich  einst  wird  entscheiden  lassen,  in  wie  weit  die  magne- 
tischen Einwirkungen  äusseren  und  inneren  Kräften  zuzuschreiben 
sind,  und  ob  sich  im  Innern  der  Erde  eben  so  viel  positiver  wie 
negativer  Magnetismus  befinde,  ob  also  Y0  Null  sei. 

§  26.  Die  Aufgabe  2'  im  §  23  löseu  wir  noch  durch  eine  zweite 
Methode  (s.  d.  Schluss  des  §  22):  Wir  iutegriren  ganz  direkt  die 
partielle  Differentialgleichung  Jv  =  0,  indem  wir  unter  den  mög- 
lichen Lösungen   diejenigen   ausscheiden,   welche   den    Nebenbedin- 
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gungen  der  Endlichkeit  und  Stetigkeit  nicht  geniigen.  Unter  den 
übrig  bleibenden  Formen  wählen  wir  den  Ausdruck,  welcher  sich 
an  den  gegebenen  Kugelflächen  in  gegebene  Functionen  verwandelt. 
Es  ist  dies  die  Methode  durch  welche  die  Potentialaufgabe  oder 
die  entsprechende  Aufgabe  der  Wärmetheorie  zuerst  gelöst  wurde; 
sie  ist  besonders  hervorzuheben  als  heuristische  Methode,  insofern 
sie  auch  auf  die  Lösung  der  Aufgaben  führte,  welche  sich  auf  El- 
lipsoide  statt  auf  Kugeln  beziehen,  und  sich  z.  B.  auch  bei  Kegel- 
flächen (m.  vergl.  d.  5.  Kapitel)  anwenden  lässt.  Dagegen  stösst 
man  auf  Schwierigkeiten,  wenn  es  auf  völlige  Strenge  gleich  bei 
der  Ableitung  ankommt,  indem  bei  dieser  Methode  die  Existenz 
eines  Integrales,  welches  allen  Forderungen  genügt,  vorausgesetzt 
wird.  Es  muss  daher  als  Ergänzung  der  Nachweis  hinzukommen, 
dass  die  gefundenen  Ausdrücke  allen  Bedingungen  genügen. 

Wir   gehen   zur   Integration   der    Differentialgleichung   A\  =  0 
über.     Diese  lässt  sich  nach  I.  303  in  die  Form 

.  rd\ri)         1       d   /  .   Ä  öv  \  ,       1       <93v 

v  y  ör2  sm#    da  ^  oft  J       sin  ft   d»/r 

bringen,  und  soll  so  integrirt  werden,  dass  v  sich  für  r  =  r  in  eine 
gegebene  Function  f{ft,  ip)  verwandelt. 

Man  entwickele  die  Function  v  in  eine  Reihe,  die  nach  Kugel- 
functionen  in  Bezug  auf  6  und  ip  fortschreitet.     Diese  Reihe  sei 

v  =ZW  +  ZW  +  Zö>  +  ete.; 
setzt  man  diesen  Werth  in  (a)  ein,    und  beachtet,    dass  Z&>  der 
Gleichung  der  wten  Kugelfunction  I.  309 

sin#    <90  V  (9/9  /       snrtf   öip*    '     v     '    f' 

genügt,  so  findet  man 

2         \  ,     }  -  n(n  4-  1)Z«  =  0. 
u=o        ör 

Eine  Kugelfunction  Z  von  ft  und  t/>  nach  r,    einer  Constauten  in 

Bezug  auf  diese  Veränderlichen,    difTerentiirt   bleibt    offenbar   eine 

Kugelfunction;    daher   ist   der  Ausdruck   unter  dem  2  selbst  eine 

Kugelfunction,  muss  also,  wenn  die  ganze  Summe  Null  werden  soll, 

für  sich  Null  sein.    ZW  genügt  der  dadurch  entstehenden  Differential- 


gleichung 


rt'W.-nCn  +1)Z  =  0 


ör' 

II  <>  i  n  f .   iuwenduogen  der  Kugelfunctionen      2.  Ami 
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nur  und  immer  wenn  es  die  Form  hat 

(6)  .  .  .     ZW  =  r'XW  +  r-*-1^), 
wo    die  Kugelfunctionen  X  und  3E  nur  #  und   t/>   enthalten.      Dies 
lehrt   die   I.  H'2'2   unter  (6)  angegebene   Form   für  die   Function  Z, 
Dämlich 

welche  der  Differentialgleichung  nach  r  genügt,  sobald  jedes  c  und 
ä  ihr  genügt.     Soll  nun 

1)  Allein  auf  der  einen  Kugelfläche  r  =  x  das  Potential  einen 
vorgeschriebenen  Werth  f(0,  \p)  annehmen,  wo  f  eine  einwerthige 
continuirliche  Function  des  Orts  ist,  so  entwickele  mau  diese  Function 
nach  Kugelfuuction,  indem  man,  wie  auf  S.  55,  setzt 

f(0,  r]>)  =  yW+rW-j.  F(2)  +  etc. 
Für  r  =  x  muss  daher  ZW  in  FW  übergehen.    Da  ferner  Z  überall, 
daher  auch  für  r  =  0  einen  endlichen  Werth  haben  soll,    so  muss 
man    für    r  <  r    in    (6)   36    Null    setzen.       Endlich    soll,    so    lange 
r<r,    nicht  nur  jedes  Z   sondern    auch    sein   Differeiitialquotient 

nach  r 

nrn-\  x(»)_  (n  _j_  l)r-«-23t*(») 

continuirlich   sein;    daher   muss  £  von  r  =  0  bis  r  =  x   auch   Null 
bleiben,  und  man  findet  aus  (6) 

r"XW  =  F(»),     £W=0;     wenn     r<r. 

Da  aber  Z  für  r  =  oo  nicht  unendlich  werden  darf,  so  findet  man 

r-n-i£(n)  _  yw,  X<">=0;  wenn  r>r. 
Durch  Einsetzen  dieser  Werthe  in  Z  und  dann  in  v  erhält  man 
endlich  Gleichungen  wie  im  §  21,  b,  b',  c,  c',  nämlich  das  Resultat: 
Die  Function  v,  welche  der  Gleichung  z/v  =  0  sowie  den  Bedin- 
gungen der  Continuität  und  Endlichkeit  genügt,  und  sich  für  r  =  x 
in  f(0,  xp)  verwandelt,  ist 

o>  /  r  \" 
v  =  ^(  —  )  FW     wenn     r  <  r, 

n=oV  r   ' 

v  =  J£(—J      FW     wenn     r  >  r, 
wo,  nach  I.  328,  /  gesetzt  wird 

FW  =    2w  + 1  /""sin q  drjf'ftfj,  w)PW (cosy)dcw. 
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Summirt  man  die  vorstehenden  Reihen,  so  erhält  man  schliess- 
lich, je  nachdem  r  5>  r 

,,  r(r2-r)    f"  .      -    p»  f(r],to)da> 

471       %  ^         (rJ—  2rrcosy  +  r)* 

2)  Soll  ferner  v  an  zwei  concentrischen  Kugelflächen, 
für  r  =  r0  und  r  =  rx,  sich  in  gegebene  Functionen  f0(0,  w)  und 
^(0,  t//)  verwandeln,  so  sind  drei  Räume  zu  unterscheiden,  in  denen 
v  verschiedene  Formen  annimmt.  In  dem  einen,  wo  r>r0,  wird 
v  wie  in  1)  durch  (c)  dargestellt;  da  wo  r  <  i\  durch  dieselbe  Form, 
wenn  man  nur  r  und  f  resp.  durch  r0  und  f„  oder  durch  r2  und  /", 
ersetzt.  Endlich  da  wo  r,  <  r  <  rn  muss  man  X  und  36  in  (6) 
solche  Werthe  ertheilen,  welche  denselben  Gleichungen  wie  im  §  21 
unter  3)  genügen,  und  findet  daher  denselben  Ausdruck  wie  dort 
unter  (rf)  für  Vt.  Die  in  demselben  explicite  vorkommenden  Y  und 
I)  können  wir,  wie  dort,  entfernen  und  durch  die  erzeugenden  Func- 
tionen f0  und  /"„   ersetzen. 

Die  Dichtigkeit  der  Masse,  x  resp.  x0  und  xn  mit  der  man  im 
1.  Fall  die  Fläche,  im  2.  Falle  die  Flächen  zu  belegen  hat  um  v 
zum  Flächenpotential  zu  machen,  ist  im  §  23  unter  a)  resp.  b)  an- 
gegeben, die  erstere  durch  die  Formel 

x  =  j2«-flm 
,,=n    4rrr 

§  27.  Die  für  v  gefundene  Formel  bedarf  noch  einer  Verifi- 
kation (vergl.  §  23).  Hat  man  sie  nach  der  ersten  Methode  abge- 
leitet, so  genügt  es,  den  Beweis  nachzutragen,  dass  v  bis  in  die 
Begrenzung  continuirlich  bleibt,  und  zwar  nicht  nur  beim  Ueber- 
gange  durch  Punkte,  welche  auf  demselben  Radius  liegen,  sondern 
auch  in  jeder  Richtung.  Für  die  Formel  (c)  gelingt  der  Nachweis, 
wenigstens  wenn  f  eine  stetige  Function  des  Ortes  auf  der  Kugel 
ist,  durch  die  Grenzuntersuchung,  welche  Poisson*)  anstellt,  die 
man  freilich  durch  ein  Verfahren  vervollständigen  muss,  wie  das, 
welches  Herr  Schwarz  bei  einer  ähnlichen  Aufgabe  **)  angewandt 
hat;    wie  dort,  ist  auch  hier  die  zu  untersuchende  Function  durch 


*)    Theorie  mathematique  de  la  chaleur  n.  106 — 107. 
**)    Borchardt,  J.  f.  M.  Bd.  74:    Zur  Integration   der  partiellen  Differential- 

gleichung  ^-  +  £4  =  0,  S.  218-  253 

6* 
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ein  Integral  von  einfacher  Gestalt  ausgedrückt.    Den  Nachweis  für 

die  Aufgabe  des  §  26  unter  2),    hei  der  die  Lösung  eine  Function 

höherer  Gattung  und  eine  dreifache  Integration  enthält,  wenn  man 

die  ursprünglich   gefundene  Reihe  durch   die  in  §  21  angegebenen 

Mittel  summirt,  habe  ich  noch  nicht  durchgeführt. 

Der  Kürze  wegen  behandeln   wir  von  den  beiden  Fällen  des 

Ueberganges    von    einem  Punkte  p  =  (r,  0,  \p)   zu    einem    Punkte 

po  =  (r,  0O,  t//(l),  nur  den  einen,  wo  r  <  r  und  setzen  ausserdem  r  =  1. 

Um  die  Continuität  von 

1-r-     /•"  .       Q     /•2"  f(r>,  w)dco 

v—  — -. /     sinr/d??/  — r, 

4rr    J  'J        (i_2rcosy  +  r8)' 

wo,  wie  oben,  cosy  gleich  cosöcos^4-sinösin^cos(i/^  —  tu)  ist,  bis 
in  die  Fläche  r  =  1  zu  beweisen,  und  zugleich  nachzuweisen,  dasa 
sich  v  dort  im  Punkte  p0  =  (0O,  ifj0)  in  /*(ö0,  ?/;0)  verwandelt,  be- 
schreibe man  um  p0  mit  einem  (kleinen)  sphärischen  Radius  e,  und 
auch  mit  2«,  je  einen  Kreis  auf  der  Kugelfläche  r  =  1,  ziehe  vom 
Mittelpunkt  der  Kugel  Radien  nach  der  Peripherie  des  ersten 
Kreises,  die  von  einer  der  gegebenen  concentrischen  Kugelfläche 
mit  einem  kleineren  Radius  g,  wo  (>  eine  später  zu  bestimmende 
Grösse  bezeichnet,  gleichfalls  einen  Kreis  ausschneiden.  Durch  die 
zwei  Kugelflächen  und  die  Geraden  (die  Kugelradien)  wird  ein 
Raum  begrenzt.  Ich  werde  zeigen,  und  dies  ist  ausreichend  zur 
Continuität,  dass  das  Integral  v,  wenn  man  1—q  und  s  hinlänglich 
klein  nimmt,  für  die  Coordinaten  r,  0,  \p  aller  Punkte  p  in  diesem 
Räume  beliebig  nahe  f(601  xp0)  wird,  oder  vielmehr,  was  auf  das 
Gleiche  hinauskommt,  dass  in  demselben  Räume 

J„  i       (l-2rcosy+r^ 

beliebig  klein  wird.    Es  ist  nämlich,  nach  I.  310,  (c)  der  Factor  von 

Man  zerlege  dies  Integral  nach  rj  und  w  in  eines  über  den 
kleinen  Theil  der  Kugelfläche  (für  r  =  1),  welcher  durch  den  Kreis 
mit  dem  Radius  2e  begrenzt  wird  und  eines  über  den  übrigen  Theil 
der  Kugelfläche. 

Das  erste  ist  kleiner  als  das  Produkt  des  grössten  Unter- 
schiedes, welchen  zwei  Werthe  von  f(?j,  w)  in  diesem  kleinen 
Flächentheile  haben  können  und  des  Integrales 
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s  /"•    r   r        dio 

(a)  ...     (l->-)/»m,J(i,j/      — -  — — 

-     (1  — 2rcosy  h'"j- 

iiber  den  Flächentheil.  Der  erste  Factor  wird  mit  e  beliebig  klein, 
der  zweite  bleibt  endlieh,  ist  nämlich  kleiner  als  dasselbe  Integral 
über  die  ganze  Kugel  genommen,  d.  i.  <;  4n.  Das  ganze  Produkt 
wird  also  mit  «  zugleich  unendlich  klein. 

Das  zweite  ist  kleiner  als  das  Produkt  des  grössten  Unter- 
sriliedes zwischen  zwei  Werthen  von  f(t],  w)  auf  der  ganzen  Kugel, 
d.  i.  einer  endlichen  Grösse,  mal  dein  Integrale  («)  über  den  ausser- 
halb des  Kreises  mit  dem  Radius  2«  liegenden  Theil  der  Fläche. 
Nach  unseren  Festsetzungen  über  die  Lage  der  Punkte  p  trifft  ein 
vom  Mittelpunkt  der  Kugel  nach  p  gezogener  Strahl  die  Kugellläche 
r  =  1  in  einem  Punkte  p,,  der  offenbar  innerhalb  des  kleinen  Flächen- 
theils fällt,  welcher  durch  den  kleinen  Kreis  mit  dem  sphärischen 
Radius  «  um  p0  begrenzt  wird.  Ein  Kreis  um  pt  mit  demselben 
Radius  schneidet  daher  ein  Stück  der  Kugeliläche  r  =  1  heraus, 
welches  ganz  in  dem  kleinen  Stücke  liegt,  das  durch  den  Kreis  um 
/>„  mit  dem  Radius  2e  begrenzt  wird.  Der  zu  untersuchende  Werth 
des  zweiten  Factors,  des  Integrales,  ist  daher  kleiner  als  (a)  ge- 
nommen über  den  Theil  der  Kugelfläche  r  =  1,  welcher  ausserhalb 
des  Kreises  um  p1  mit  dem  sphärischen  Radius  «  liegt,  also 

<2(l-r>/  '         3- 

~        (1—  zr cos y-f-*  )- 

Dieser  Ausdruck  ist  gleich 

2n  /  1-r2  v 

r    v      1+   l-2rcose  +  ra  / 

Setzt  man  die  Grösse  q,  l)is  zu  welcher  /•,  von  r  =  1  an,  herab- 
sinken kann,  gleich  cos«",  wo  a  eine  positive  Zahl  bezeichnet,  die 
grösser  als  1  ist,  so  sinkt  der  vorstehende  Ausdruck,  wenn  «  klein 
genug  genommen  wird,  unter  jeden  Grad  der  Kleinheit  hinab.  In 
der  That  findet  mau  für  r  =  cose"  und  für  unendlich  kleine  « 

1 — 2rcos«-f-r2  cos«" 

§  28.  Als  Ausdruck  für  die  Dichtigkeit  der  Masse,  mit  der 
man  (1.  Fall  des  §  26)  die  Kugelfläche  r  =  r0  zu  belegen  hat,  damit 
das  Potential  v  auf  ihr  gleich  f(0,  xp)  sei,  wurde 
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(    J    '"  So      4V7T 

gefunden,  wenn  diese  Reihe  convergirt.  Dirichlet  untersucht  die 
Convergenz  dieser  Reihe  nach  der  Methode*),  deren  er  sich  bei 
den  Untersuchungen  über  die  Entwickeluug  von  Functionen  nach 
Kugelfunctionen  (I.  433)  bediente.  Er  findet  dabei  das  Resultat, 
dass,  obwohl  die  Reihe  im  allgemeinen  convergirt,  die  Convergenz 
an  einigen  Stellen  aufhören  kann,  auch  an  solchen,  an  denen 
die  Dichtigkeit  x  endlich  bleibt;  dort  wird  also  die  (endliche) 
Dichtigkeit  nicht  durch  die  Reihe  dargestellt.  M.  vergl.  S.  71, 
unter  a. 

Eine  unendliche  Dichtigkeit  in  einzelnen  Punkten  oder  Linien 
ist  übrigens  sehr  wohl  verträglich  mit  einer  völlig  bestimmten 
Massenvertheilung.  Setzt  man  z.  B.  f(0,  xp)  gleich  einer  positiven 
Potenz  von  cos0,  gleich  cosv0,  so  lange  0  zwischen  0  und  ^n  liegt, 
aber  gleich  0  wenn  0  zwischen  \n  und  n,  so  divergirt  die  Reihe 
für  6  =  0  und  0  =  n  so  lange  v<%  ist,  während  doch  die  Dichtig- 
keit x  au  diesen  Stellen  endlich  bleibt.  Ferner  divergirt  noch  ausser- 
dem die  Reihe,  so  lange  v  ^_  1  genommen  wird,  für  0  =  \n.  Aber 
an  dieser  Stelle  ist  die  Dichtigkeit  wirklich  unendlich.  In  Bezug 
auf  die  Durchführung  dieser  Untersuchung  verweise  ich  auf  Di- 
richlet's  Abhandlung  mit  dem  Bemerken,  dass  der  dort  im  Art.  4 
und  5  vorkommende  Ausdruck 


a  P<")(cos0)cosv0sin0d0 


schon  I.  73  durch  sehr  einfache  Hülfsmittel  in  die  erforderliche  Form 
gebracht  ist. 

Statt  durch  die  Reihe  (a)  kann  man  die  Dichtigkeit  x  auch 
durch  ein  Doppelintegral  ausdrücken,  welches  sich  auf  folgende  Art 
herleiten  lässt:    Man  macht  wie  I.  434 


^f^KO,  tfdif,  =  F(0); 


2tt, 
betrachtet  man  jedesmal  den  Punkt  (0,  tp)  der  Kugelflächen,    für 


*)  Abhandl.  d.  Akad.  d.  Wissensch.  in  Berlin,  gel.  28.  Nov.  1850:  Ueber 
einen  neuen  Ausdruck  zur  Bestimmung  der  Dichtigkeit  einer  unendlich  dünnen  Kugel- 
schale, wenn  der  Werth  des  Potentials  derselben  in  jedem  Punkte  ihrer  Oberfläche 
gegeben  ist. 
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welchen  man  die  Dichtigkeit  aufsucht,  als  Nordpol  (1.  302),  so  wird 
nach  §  26,  c  das  Potential  in  ihm,  wenn  r^r  ist, 


v  =  ±±r(r8-r)/  ' 


F(y)x\üydy 


(/•'-'—  2/TC0S  y  +  r-')-' 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  F  dilVerentiirt  werden  kann,  erhält 
man  nach  einer  Integration  durch  Theile  hei  Fortlassung  der  Grenzen 

±  j^-r^_ T  F(y)    __        /^  J^y^  1 

2r  }/ra—  2rrcosy+r3      *^   |/r2— 2rrcosy  +  ra  J' 

also  in  den  Grenzen 

F{n)  ^    F(0)     /•-  F'(y)3y 1 


f        F{n)  +    F(0)     /  ■ 
L        r-fr  "'r-tt/       i/ 

u  ' 


2/-      L        r-\~x  ~-   r  —  r  J       ]/r2— 2rrcosy +  r2  J 

Um  die  Dichtigkeit  x  zu  finden  hat  man  den  Ausdruck  mit  dem 
obern  Zeichen  nach  der  äussern  Normalen  n,  d.  i.  nach  r,  den  mit 
dem  untern  nach  »n  d.  i.  nach  —  r  zu  differentiiren ,  (§  22,  S.  64) 
r  gleich  r  zu  setzen,  und  die  Summe  durch  —  4tc  zu  dividiren.  Da- 
durch entsteht  für  die  gesuchte  Dichtigkeit  die  Gleichung 

4mx  =  F(n)-fn  F.'^  dy. 
J       siniy     ' 
o  ■" 

Das  Element  des  Integrals  bleibt  nicht  etwa,  wie  es  den  Anschein 
hat,  für  6  =  0  nur  ausnahmsweise  endlich;  man  darf  nicht  über- 
sehen, dass  f(6,  \p)  eine  Function  des  Ortes  auf  der  Kugel,  daher 
für  6  =  0  von  xp  unabhängig  ist.  Entwickelt  man  sie  nach  Kugel- 
functionen,  so  hat  man 

f(d,  \p)  =  t0  +  sin0(*,cosi//  -f  t,  sin?//)  -f  sin20(/2cos2t//  -f-  t8sin2i//)  -| , 

wo  <0,  /,,  tn  etc.  Functionen  von  cosö  sind.  Es  wird  also  F(ß)  =  t0 
für  6  =  0,  und  F'{6)  das  Produkt  von  sinö  und  einer  Function 
von  cos0,  kann  also  sehr  wohl,  durch  sin£0  getheilt,  für  6  =  0 
endlich  bleiben. 

Als  Beispiel  behandelt  Diric  hl  et  den  Fall,  dass  f(6,xp)  gleich 
cos  6  ist  wenn  6  <  \n,  aber  Null  wenn  6  >  %n.  In  diesem  Falle 
lässt  sich  k  durch  ein  elliptisches  Integral  der  beiden  ersten  Gat- 
tungen darstellen;  man  findet 

1  r\2-zm\6        .,n  .1  dz, 

%  =  -  I    \  h       a  ■    ■  ,,  cos"ö  —  zsmü  •     .  .  — • 

ri*%flJ     Ll-Ä8sina0  J    |/l-a2|/l-Ä8in2ö 
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§  29.  Einem  speciellen  Falle  der  Aufgabe  des  §  22  kommt 
eine  hervorragende  Bedeutung  zu,  dem  nämlich  in  welchem  das 
l'.it«  ntial  eines  einzelnen  Massenpunktes,  wie  man  sich  auszudrücken 
pflegt,  der  sich  im  Innern  oder  Aeussern  eines  begrenzten  Raumes 
befindet,  in  dem  äusseren  (a)  oder  resp.  inneren  Räume  (i)  durch  das 
Potential  einer  Belegung  der  die  beiden  Bäume  a  und  i  scheiden 
den  Fläche  ersetzt  werden  soll.  Indem  wir  es  vermieden  (§  17,  S.  32) 
von  der  Anziehung  der  Punkte  zu  reden,  die  ein  Potential  geben 
würden,  welches  der  Natur  eines  Potentials  entgegen  unendlich 
weiden  kann  (S.  42,  2)),  ersetzen  wir,  heim  Aufstellen  der  physi- 
kalischen Aufgabe,  wie  früher,  den  Massenpunkt  durch  den  Mittel- 
punkt einer  homogenen  mit  der  Masse  1  erfüllten  Kugel.  Diesen 
Tunkt  nennen  wir  den  Pol,  vollständiger  den  Pol  der  Green'- 
schen  Function,  um  ihn  unter  den  vielen  verschiedenen  Punkten, 
die  in  diesem  Bande  nebeneinander  auftreten,  kurz  bezeichnen  zu 
können. 

Wir  bezeichnen  hier  einen  Punkt  mit  den  rechtwinkligen  Coordi- 
iiaten  a,  b,  c  oder  x,  y,  %  abgekürzt  als  Punkt  a  oder  x;  die  reci- 
proke  Entfernung  der  Punkte  a  uud  x  heisst  T  oder  T(a,x).  Dem 
Buchstaben  x  und  allen  von  ihm  abhängenden  Functionen  wird  der 
Iudex  o  angehäugt,  weun  derselbe  auf  die  Grenzfläche  rückt. 

Um  die  Dichtigkeit  x  der  gestiebten  Massenvertheilung  auf  der 
Grenzfläche  zu  linden  muss  man  zunächst,  wenn  a  der  Pol  ist,  das 
Potential  der  Kugelmasse  1  in  Punkten  x0)  die  auf  der  Fläche 
liegen,  aufsuchen.  Dies,  als  Poteutial  der  Eugelmasse  1  iu  einem 
äussern  Punkte  wird  aber  T(a,  xc).  Liegt  der  Pol  a  im  Iunern 
oder  Aeussern  der  durch  die  Begrenzung  geschiedenen  Bäume,  so 
wird  die  Fortsetzung  des  Potentials,  wenn  der  Punkt  x  vou  x0  iu 
deu  äusseren  oder  inneren  Kaum  rückt,  V  ==  T{a,  x)  sein,  da 
IT{a,  x)  =  0,  und  T  in  dem  betreffenden  Räume  den  Bedingungen 
der  Endlichkeit  und  Stetigkeit  genügt.  Nicht  so  einfach  gestaltet 
sich  das  Aufsuchen  einer  Fortsetzung  von  T(a,  xc)  in  den  inneren 
resp.  äusseren  Raum  mit  den  Forderungen  2)  des  §  22;  man  hat 
dazu  im  allgemeinen  nacb  einer  der  beiden  Metboden  die  allgemeine 
Aufgabe  des  §22  zu  lösen,  mit  dem  Unterschiede,  dass  man  die 
auf  der  Begrenzung  gegebene  Function,  im  §  23  die  Function  f(0,  i//), 
mit  der  besonderen  T(a,x0)  vertauscht,  wodurch  das  Resultat  oft 
eiue  sohr   einfache  Gestalt   aunimmt.      Diese  aufzusuchende  Fort- 
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setziing  nennt  Herr  Carl  Neumann*)  die  Green'sche  Function; 
wir  bezeichnen  sie,  wesentlich  nach  ihm,  durch  G(a,x). 

Uni  bei  den  folgenden  allgemeinen  Untersuchungen  nicht  unter 
scheiden  zu  müssen,  ob  der  Punkt  a  (der  Pol)  im  inneren  oder 
äusseren  Räume  liegt,  nennen  wir  in  diesem  Paragraphen  den  zu- 
sammenhängenden Kaum,  welchem  der  Pol  a  angehört,  den  inneren, 
indem  wir  ihn  als  begrenzt  durch  gegebene  Flächen  ansehen,  diese 
mögen  sämmtlich  endlich  oder  auch  unendlich  sein.  So  ist  z.  B. 
der  Raum  ausserhalb  einer  Kugel  als  der  begrenzte  Raum  zu  be- 
trachten, der  zwischen  der  Begrenzung  der  Kugel  und  einer  con- 
centrischen  unendlichen  Kugel  liegt. 

Die  Green'sche  Function  G(a,  x)  ist  also  diejenige  Function, 
welche  für  alle  Punkte  0  mit  den  Coordinaten  x,  y,  z,  die  demselben 
zusammenhängenden  Räume  augehören,  in  welchem  sich  der  Pol  a 
befindet,  den  Bedingungen  a)  und  b)  des  §  22,  S.  65  genügt  (d.  i.  der 
Endlichkeit,  der  Stetigkeit,  JG  =  0),  und  die  sich,  wenn  0  =  [x,  y,  ss] 
auf  die  Begrenzungen  nach  O0  —  [a?„,  y„,  aB]  rückt,  in 

l  (a,  ic,,)  —  —  — 

l/Cr0-a)2  +  (yo-&)2  +  (3o-c)2 

verwandelt,  wo  der  Pol  (a,  b,  c)  ein  Punkt  im  Innern  des  begrenzten 
Raumes  ist. 

Die  Dichtigkeit  der  Masse,  mit  der  man  die  Begrenzung  zu 
belegen  hat  um  die  Wirkung  des  Poles  a  (der  kugelförmigen,  im 
Innern  liegenden  Kugel  mit  der  Masse  1  und  dem  Mittelpunkt 
[a,  b,  c])  in  den  äusseren  Raum  zu  ersetzen,  ist 

1    (  dG(a,  xc)         ST(a,  x0)\__     1        d    ,T     „, 


*)  Allgemeine  Lösung  des  Problems  über  den  stationären  Temperaturaustand 
eines  homogenen  Körpers,  welcher  von  irgend  zwei  nicht  concentrischen  Kugelflächen 
begrenzt  wird.  Halle,  1862,  S.  82.  Die  Function  U,  welche  Green  im  44.  Bd.  des 
Cr  eile' sehen  Journals  S.  306  einführt,  ist  G(a,  x)  —  T(a,  x),  verwandelt  sieh  also  an 
der  Begrenzung  in  Null,  und  bleibt  im  Innern  nicht  endlich  sondern  wird  im  Punkte 
x  —  a  unendlich.  In  Riemann's  Schwere,  Elektricität  und  Magnetismus  herausg. 
von  Ilattendo  rff,  Hannover,  1876,  §23  wird  der  Function  C  der  von  Herrn  Neu- 
mann für  G  eingeführte  Name  gegeben.  Man  betrachtet  häutig  G  als  den  elektri- 
schen Zustand,  welchen  der  Pol  auf  der  geschlossenen  Grenzfläche  erregt,  wenn  er 
ausserhalb  des  umschlossenen  Raumes  liegt  und  mit  elektrischer  Masse  1  geladen  ist, 
die  Fläche  aber  mit  der  Erde  in  leitende  Verbindung  gesetzt  wird.  Dies  ist  aber 
nicht  genau  und  nur  an  einzelnen  Stellen  als  Annäherung  anzusehen,     M    vergl.  §71. 
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wo  iriederholend  bemerkt  wird,  dass  n,  die  Richtung  der  Normalen 

im  Punkte  [>,,  ;/L,  s0]  in  den  umgrenzten  inneren  Kaum  ist,  welcher 
den  Pol  [a,  b,  c]  enthält. 

Nach  den  Sätzen  von  Green  8.  u.  findet  man  aus  x,  dieser 
Function  von  a,  b,  c  und  aj0,  y^  zc  ganz  allgemein  das  Potential  v 
in  dem  Punkte  [a,  b,  c]  des  inneren  Raumes,  wenn  es  in  den  be- 
grenzenden Flächen  nicht  mehr  die  besondere  Function  T(a,  xc) 
sondern  eine  beliebig  gegebene  Function  v„  der  Coordinateu  xc,  y0,  »„ 
der  Flächen  ist,  und  dies  ist  die  grosse  Bedeutung  der  Green'- 
schen  Function.     Man  erhält  nämlich  (s.  S.  93) 


(6)  .  .  .     v  =  /Jit0v0do, 


d.  i.  den  gesuchten  Werth  von  v  im  Pole,  wenn  k„  die  oben  ge- 
fundene Dichtigkeit  im  Flächenelemente  do,  und  v„  die  gegebene 
Function  ebendaselbst  bezeichnet,  die  Integration  endlich  sich  auf 
alle  Punkte  x0  der  Begrenzung  bezieht. 

Wir  stellen  die  Resultate  zusammen:  Um  die  Aufgabe  2' 
des  §  22  zu  lösen,  d.  i.  das  Potential  v  in  jedem  gegebenen  Punkte 
[a,  b,  c]  im  ganzen  Räume  zu  finden,  wenn  es  in  allen  Punkten 
[#o,  //c,  z>c]  der  Begrenzung  eines  zusammenhängenden  endlichen  oder 
unendlichen  Raumes  gegeben  ist,  nämlich  auf  einer  etwa  im  Un- 
endlichen liegenden  Begrenzung  gleich  Null,  auf  dem  im  Endlichen 
liegenden  Theile  aber  (im  allgemeinen)  beliebig  gegeben  —  diese 
gegebene  Function  sei  vc  im  Flächenelemente  do  —  suche  man 
erstens  die  Green'sche  Function  G(a,  x)  für  den  Pol  a  in  dem 
inneren  Räume,  d.  h.  in  demjenigen  von  den  beiden  Räumen, 
welche  durch  die  gegebene  Fläche  geschieden  werden,  der  zugleich 
den  Pol  enthält;  bilde  zweitens 

drittens  bilde  mau 


'ff- 


do, 


wo  vc  nur  von  den  Coordinaten  rre,  yc,  *„  des  Punktes,  der  dem 
Flächenelement  do  angehört,  abhängt,  x  von  diesen  und  den  Coordi- 
naten a,  b,  c  des  Poles.  Dann  ist  v  das  gesuchte  Potential  im  Pole. 
Um  endlich  die  Dichtigkeit  derjenigen  Flächenbelegung,  welche 
dies  Potential  erzeugen  würde,  in  einem  beliebig  gegebenen  Punkte 
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der  Fläche  zu  ermitteln,  sucht  mau  v  für  die  beiden  Räume  auf, 
welche  die  Fläche  scheidet,  lässt  den  Pol  in  beiden  in  den  ge~ 
gebeneu  Punkt  rücken,  differentiirt  jedes  der  beiden  v,  die  v  und 
v,  heissen  mögen,  nach  der  inneren  Normalen  n  resp.  »,,  und  findet 
schliesslich  die  Dichtigkeit  der  Belegung  gleich 

_  J_  (iL  i  dv> ) 

4n  ^  du         d«,  ' 

Es  ist  somit  nicht  mehr  erforderlich,   um  für  eine  Begrenzmi- 
die Aufgabe  2'  zu  lösen,  dieselbe  für  jeden  willkürlich  auf  der  Be- 
grenzung vorgeschriebenen  Werth  v0  von  v  selbständig  zu  behau 
dein ,    sondern  nur  für  den  einen  bestimmten  Werth  vc  =  T(a,  xc). 

Die  wirkliche  Auflösung  der  speciellen  Aufgabe,  die  Green'- 
sche Function  zu  finden,  ist  im  allgemeinen,  zumal  man  dieselbe 
für  jede  Lage  des  Poles  kennen  muss,  nicht  wesentlich  leichter 
als  die  der  allgemeinen,  v  aus  dem  Werthe  an  der  Oberfläche  v, 
zu  ermitteln.  Letztere  verlangt  nur  die  Zusammenstellung  eines 
etwas  grösseren  Apparates,  nämlich  die  Hinzuziehung  der  continuir- 
lichen  Function  vc  des  Ortes,  welche  mit  der  Green 'sehen  Function 
durch  eine  doppelte  Integration  über  die  Fläche  verbunden  wird. 
Aus  (6)  ist  ersichtlich,  wie  man  umgekehrt,  wenn  v  in  dem  allge- 
meinen Falle  bekannt  ist,  x  ermitteln  kann.  In  der  That,  wenn 
das  Potential  v,  das  sich  auf  der  Begrenzung  in  vc  verwandelt, 
gleichgültig  welche  continuirliche  Function  des  Orts  auch  vc  sei, 
sich  immer  durch  einen  Ausdruck  wie  (6),  nämlich 

Xv0do, 

mit  gleichbleibendem  l  darstellen  lässt,  so  muss  X  gleich  x  sein. 
Wir  werden  daher,  sobald  einmal  die  allgemeine  Aufgabe  in 
der  vorliegenden  Form  gelöst  ist,  —  und  in  solcher  wird  die 
Lösung  bei  uns  auftreten  — ,  durch  Absonderung  von  yedo  so- 
fort die  Function  xc,  welche  die  Dichtigkeit  der  Belegung 
für  die  Green'sche  Function  ist,  erhalten. 

Die  Green'sche  Function  für  die  Kugel  ermitteln  wir  unten 
(§  30)  durch  ein  sehr  einfaches  Verfahren. 

Das  Aufsuchen  der  Green 'scheu  Function  für  eine  Fläche 
lässt  sich  übrigens,  wie  sich  sofort  durch  Anwendung  einer  Methode 
zeigt,  welche  man  Methode  der  reeiproken  Radii  Vectores  (M.  vergl. 
§66.)  nennt,   mit  der  anderen  vertauschen,    ein  Potential  v  so  zu 


fß 
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bestimmen,  dass  es  auf  einer,  im  allgemeinen  von  der  ersten  ver- 
schiedenen, Fläche  constant  bleibt. 

Eine  Reihe  von  Aufgaben  uns  der  Elektrodynamik  erfordert 
die  Bestimmung  einer  Function  //,  welche  die  Eigenschaften  eines 
Potentials  besitzt  (Endlichkeit,  Stetigkeit,  ./«  =  ()),  die  über  nidit 
selbst,  sondern  (irren  Differentialquotienl  Dach  der  Normalen  an  der 
Begrenzung  gegeben  ist.  Diese  Aufgabe  wird  in  ähnlicher  Art  auf 
eine  Fundamentalaufgabe  reducirt*),  nämlich  auf  das  Aufsuchen 
einer  Function  F(arxD)  die  im  übrigen  dieselben  Eigenschaften  wie 
a  besitzt,  die  aber  an  der  Begrenzung  uicht  der  früheren  Bedingung 
sondern  der  Gleichung 

ÜT^        <  r(a,  x0) 

dnl  dnt 

genügt.    (S.  n.) 

Um  die  Gleich.  (6)  abzuleiten,  bezeichne  mau  in  einem  zu- 
sammenhängenden endlichen  oder  unendlichen  Räume  zwei  endlich 
bleibende  Functionen  von  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y,  %  durch 
V  und  V.  Vermittelst  einer  Integration  durch  Theile  beweist  man 
die  Gleichung 

<•>•■■  ffAvju-ujv^+My  Z  -" !!!>="■ 

in  der  dnl  das  Element  der  uach  innen  gerichteten  Normale  in 
einem  Punkte  der  Begrenzung,  dt  das  Körperelement  des  Raumes 
über  den  integrirt  wird,  do  das  Flächenelement  der  Begrenzungen 
vorstellt.  Um  eineu  Punkt  [a,  b,  c]  im  Innern  lege  mau  eine  Kugel 
mit  einem  kleinen  Radius  a,  wodurch  eiu  Theil  des  Raumes  aus- 
geschieden und  die  Kugelfläche  als  neue  Begrenzung  der  früheren 
hinzugefügt  wird.  Setzt  mau  dauu  U  =  T(a,  x),  so  wird  die  linke 
Seite  von  (c),  da  JT  =  0, 

wenn  das  Integral  nacli  dtx  über  den  verkleinerten  Körperraum, 
nach  do  über  dieselbe  Begrenzung  wie  früher  genommen  wird,  nicht 
mehr   gleich  0,   sondern  gleich   dem  über  die  Kugelfläche  genom- 


*)    Borchardt,  J.  f.  M.  Bd.  58:  Lipschitz,  Beitrüge  zur  Vcrtheilung  der 
statischen  und  der  dynamischen  Elcktrieität  in  leitenden  Körpern  8.  1 — 53. 
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menen  Integral 

Ist  32  der  Winkel  am  Mittelpunkt  der  Kugel,  welcher  zu  </<>,   ge- 
hört, also  dot  =  a'd2,  so  wird  dies  Integral 


-M-%+*>* 


und  wenn  man  a  unendlich  klein  nimmt  und  V(a,  b,  c)  den  Werth 
von  V  im  Punkte  [a,  b,  c]  bezeichnet,  gleich  ■inV(a,  b,  c).  Das 
Integral  nach  dt}  erstreckt  sich  nun,  wo  a  unendlich  klein  ist, 
wieder  über  den  ganzen  Raum,  auf  den  es  sich  ursprünglich  bezog. 
Setzt  man  noch  V  gleich  einer  endlichen  continuirlichen  Function  v, 
die  der  Gleichung  Jv  =  0  genügt,  so  hat  man 

Macht  man  in  (c)  wiederum  V—v  oder  U  —  G(a,xc),  so  wird 

«...  o~/^-^-^-£> 

Zieht  man  diese  Gleichung  von  der  früheren  ab,  so  entsteht 
47rv(a,  b,  c)  =  I  jv  •  -~— (T(a,  xc)  —  G(a,  xe))do, 

d.  i.  die  Gleich.  (6). 

Man  wird  die  Formel  (6)  übrigens  nicht  als  mit  völliger  Strenge 
bewiesen,  sondern  nur  als  eine  heuristische  ansehen  können,  indem 
manche  Punkte  in  der  Ableitung  einen  genauen  Beweis  vermissen 
lassen.  Es  ist  z.  B.  noch  nicht  bewiesen,  dass  G  sich  continuirlich 
ändert,  wenn  der  Pol  bis  in  die  Begrenzung  fortrückt. 

Hätte  man  statt  der  Green 'sehen  Function  G  die  oben  er- 
wähnte r  aufgesucht,  die  im  Uebrigen  dieselben  Eigenschaften  be- 
sitzt wie  G,  an  der  Begrenzung  aber  giebt 

dr(a,  x0)         dT(a,  xc) 
bo  würde  eine  Subtraction  von 
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statt  von  (d)  geben 

Anx(a,  b,  c)  =ff[r(a.  x0)-  T(a,  *„)]   ~  da, 

eine  Formel,  die  v  in's  Innere  tortsetzt,  wenn  diese  Function  nicht 
selbst  sondern  ihr  Differentialquotient  nach  der  Normalen  an  der 
Begrenzung  gegeben  ist. 

S  30.  Wir  suchen  die  Green'sche  Function  für  die  Kugel  auf. 
d.  i.  für  den  Fall,  dass  die  Begrenzung  eiue  Kugelfläche  mit  dem 
Radius  v  ist.  Um  uns  der  Ausdrucksweise,  deren  wir  uns  bei  der 
Stellung  der  Aufgabe  (S.  89)  bedienten,  ganz  anzuschliesseu,  müssui 
wir,  je  nachdem  der  Pol  [a,  b,  c]  sich  im  Iuneru  der  Kugel  oder 
ausserhalb  befindet,  als  Begrenzung  des  zusammenhängenden  Raumes 
in  dem  der  Pol  liegt  das  erste  Mal  die  Kugelfläche  r,  das  zweite 
Mal  zugleich  diese  Fläche  und  eine  unendliche.  Kugel  betrachten. 
Der  bequemeren  Ausdrucksweise  wegen  spreche  ich  das  Resultat 
zunächst  nur  im  zweiten  Falle  aus,  wenn  also  [er,  h,  c]  in  dem 
Räume  liegt,  wo  r  >  r  ist: 

Der  Pol  [a,  b,  c]  liege  in  a;  man  zieht  von  a  durch  den  Mittel- 
punkt m  der  Kugel  eine  Gerade  ctbcb,  welche  die  Kugel  in  b  und  b 

schneidet.     Der   vierte    zu   abb   harmo- 
nische a  zugeordnete  Punkt  sei  c.    Als- 
dann  ist   die  Green'sche    Function   in 
0m  =r  dem  Punkte  0  oder  [x,  y,  z] 

hm=v  x       1 

(o)  ...    q  =  —■-£-,    (Om>r). 

v  J  am    Oz       v  y 

Beweis.  Selbstverständlich  kann 
man  sich  der  allgemeinen  Methode  des 
§  26  bedienen;  eine  geometrische  Be- 
trachtung führt  aber  leichter  zum  Ziel. 

Rückt  0  in  die  Kugelfläche  nach  0P, 
so  ist  bekanntlich 

cO0 :  aOc  =  k :  ba  =  r  —  cm  :  am  —  r. 
Da  ferner  mc.nta  =  r2,    so  ist  dasselbe 
Verhältnis«  wie  oben 


=  (r —  ):(ctm  —  r)  =  r: 


am. 


Hieraus  folgt,    dass   wenn  O  in  Oc  fällt,    die  rechte  Seite  von  («) 
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in  die  Reciproke  der  Entfernung  aOc  übergeht.  Denselben  Werth 
nmss  aber  G  in  Oc  erhalten. 

Ferner  bleibt  Oa,  wenn  0  in  dem  Räume  ausserhalb  der  Kugel 
liegt,  endlich. 

Schliesslich  genügt  die  rechte  Seite  von  (a),  für  6?  gesetzt,  der 
Gleich.  JG  =  0,  da  sie  das  Produkt  einer  Constanten  in  Bezug 
auf  die  Lage  von  0  und  von  der  Reciproken  der  Entfernung 

ist,  wo  x,  y,  z  die  rechtwinkligen  Coordinateu  von  0,  und  o,,  &,,  cl 

\uii  c  sind. 

Wenn  der  Punkt  [a,  b,  c]   im   Innern  der  Kugel,    in   c   liegen 

würde,  so  wäre  die  Green' sehe  Function 

r        1 
(6)...     G  =  JL.    * 
cm     Oa 

Um  einen  bequemen  analytischen  Ausdruck  für  die  Green' sehe 
Function  und  daraus  jcc  in  (6),  d.  h.  die  Dichtigkeit  der  Belegung, 
welche  dem  Pol  entspricht,  zu  erhalten,  bestimme  man  0  durch 
Polarcoordinaten  r,  0,  xp,  und  den  Pol,  also  im  ersten  Falle  a,  im 
zweiten  c,  durch  s,  rj,  xp.     Es  ist  also 

0m  =  r,    Oma  =  y,     ma  —  s    resp.    mc  =  s; 

man  hat  dann  im  ersten  Falle,  wenn  nämlich  s  >  v  ist, 


. /  y2  r4 

Oa  =  yV2—  2rscosy-f-s2,      Oc  =  T/V—  2r —  cosy-\ — .r, 

und  hieraus,  nach  (o), 


G  =  ^  *• 


S  I  v< 

Vr*-2r  T 


cosy-f 


Hiernach  wird  die  in  (6)  vorkommende  Dichtigkeit  xt 


i    d  r  i ____i i ~i 

^    #r  I    i/r2— 2rscosy  +  «2        s  '  ./  .     „    r2  ~tr 

yr'-2r  —  cosy-j--^ 


für  r  =  r,  und  wenn  man  zusammenzieht 

1  s2  — r2 


4m    (r2-2rscosy  +  s2)*  ' 
Setzt  man  diesen  Werth   in  (6)  ein   und   beachtet,   dass  das 
Flächenelement  do  gleich  r2siu0<906ty>  ist,    setzt  auch,   wie  früher, 
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den  gegebenen  Werth  von  v  auf  der  Oberfläche,    dort  vc,   gleich 
f(0,  ip),  bo  erhält  man  als  Ausdruck  des  Potentials  v  im  Pole  (s,  r],  to) 


\  f  'f~Tf(f>,  if/)xe8m0ddi  W, 


d.  i.  den  im  §  26  gefundenen  Ausdruck  (c)  für  v,  wenn  mau  dort 
mir  r,  0,  \p  mit  s,  q,  u>  vertauscht.  Den  zweiten  Werth  für  v,  wel- 
cher dem  Falle  s  <C  r  entspricht,  findet  man  auf  ganz  ähnliche  Art. 
Die  Bestimmung  der  im  §  29  erwähnten  Function  T  gestaltet  sich  so: 
Behandelt  man  den  Fall,  den  unsere  Figur  andeutet,  so  muss  f(a,  x)  als 
Potentialfunction  im  Räume  r  >  v.  <lie  Form  haben 

r(a,  .r)  =  jtc»P("Kco*y)r~n~\ 

wo  c  eine  Constante  nach  r  und  y  bezeichnet.  Andererseits  giebl  T  für  Punkte  0, 
die  Dicht  zu  entfernt  von  der  Begrenzung  oder  in  derselben  liegen  (x  <  r  <C  s) 
die  Entwickelung 


T(a,x)=  i_-P(«)(cosy). 


Differentiirt  man   .F  und   T  nach  r,  macht  dann  r  =  V  und   setzt   diese   Diffe- 
rentialquotienten  einander  gleich,  so  ergieht  sich 

n         T2"+1 

c*  ~  —  V+i ' ^^ 

und   damit 


;l  sich 
einrührt,   findet   man 


Diese,  Reihe  la'ssl  sich  leicht  summiren;  wenn  man  q  durch  die  Gleichung  r8Q=t 


xr(a,x)=  --—     Q         _  _log  JgZL^y  +  yl-agccy  +  g'  . 

'  ]/l_2?cosy-hg2  2sin% 

Setzt  man  r  =  r,  so  erhält   man  schliesslich 

_,         N  f  ,     r  — scosy+)/r2— 2«cosy-l-s2 

xl(a,xn)= ; -        —  log  —        -— — a    .  21 

]/r3— 2r«cosy+^  2ssin% 

§  31.  Im  Art.  35  seiner  mehrerwähnten  *)  allgemeinen  Lehr- 
sätze etc.  behandelt  Gauss  die  Frage,  wie  die  Masse  auf  einer 
Fläche  vertheilt  sein  müsse,  um  dort  ein  vorgeschriebenes  Potential 
zu  geben,  welche  im  Vorhergehenden  (§  23  u.  §  28)  für  eine  Kugel 
gelöst  wurde,  für  eine  Fläche,  die  von  einer  Kugelfläche  sehr  wenig 
abweicht,  wenn  Grössen  von  höherer  Ordnung  als  die  Abweichung 
selbst  vernachlässigt  werden  dürfen.    Er  bedient  sich  dazu  der  Ent- 


Werke,  V.  237—240. 
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wickelung  des  Potentials  in  Reihen,  während  Dirichlet  am  Schluss 
seiner  vorerwähnten  Abhandlung  •''•')  das  Resultat  von  Gauss  etwa 
in  folgender  Art  ableitet: 

Die  Kugelfläche,  von  welcher  eine  andere  Fläche  wenig  ab- 
weicht, habe  den  Radius  v,  die  geradlinige  Entfernung  der  Punkte 
{(),  xp)  auf  der  Kugelfläche  von  einem  anderen  {0',  xp')  auf  derselben, 
welcher  während  des  Beweises  festgehalten  wird,  sei  q.  Man  ziehe 
vom  Mittelpunkte  der  Kugel  nach  den  Punkten  (0,  xp)  Gerade,  welche 
die  Fläche  in  der  Entfernung  x(l-\-yz),  vom  Mittelpunkte  aus  ge- 
rechnet, schneiden,  wo  y  eine  kleine  Constante,  z  eine  Function 
von  0  und  xp  vorstellt,  die  durch  z'  bezeichnet  wird,  wenn  0,  xp  in 
0',  xp'  übergehen.  Jeder  Schnittpunkt  heisst  der  entsprechende  des- 
jenigen auf  der  Kugel,  der  mit  ihm  auf  demselben  vom  Mittelpunkte 
aus  gezogenen  Strahl  liegt.  Die  Entfernung  der  Punkte,  welche 
(0,  xp)  und  (d'}  xp')  entsprechen,  sei  p.     Alsdann  ist 

92  =  4rsin2Ktf  —  #'), 

P2  =  r[(l  +  ^)2  +  (l-f^')2-2(14-/s)(l  +  r5')cos(ö-ö')], 
also,  wenn  man  die  Glieder  der  zweiten  und  höheren  Ordnung  nach 
y  vernachlässigt, 

p2  =  92[i+K* +  *')],     p  =  q[i+M*+*')l 

Dem  Element  da  der  Kugelfläche  entspreche  do  auf  der  gegebenen, 
so  dass  man  hat 

do  =  (l  +  yZydo; 
die  gesuchte  Dichtigkeit  der  Masse  auf  dieser  Fläche  sei  x. 

Das  Potential  im  Punkte  (r(l+ys'),  ö',  xp')  der  gegebenen  Fläche 
bei  dieser  Belegung  ist  nach  der  Erklärung  des  Potentials 


.         ff  *  do 

'  =JJ  TT' 


wenn  das  Integral  über  die  ganze  gegebene  Fläche  genommen  wird. 
Setzt  man  für  do  und  p  die  Stücke  da  und  q  ein,  so  findet  man 
ff     *(l+y*ydo  ff ,,  ,  ,  ,'        da 

und  hieraus 

da 
9 


"+^'ff-T  =Jfa+lr«) 


*)    Abh.  der  Akademie  v.   1850. 
Heine,  Anwendungen  der  Kagelfunctiooen.    '2.  Auil. 


a+iy»')^  =,//*(! +.4*0 
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Das  Integral  auf  der  Linken  der  letzten  Gleichung  unterscheidet 
sieb,  wie  die  vorhergehende  zeigt,  von  v'  nur  um  Grössen  erster 
Ordnung,  so  dass  man,  mit  Fortlassung  von  Grössen  zweiter  Ord- 
uung  erhält 

da 

Die  Function  v'  hat  auf  der  gegebenen  Fläche  einen  vorge- 
schriebenen Werth.  Multiplicirt  man  diesen  mit  \-\-\y*',  so  hat 
man  dies  Produkt  als  einen  vorgeschriebenen  Werth  für  das  Po- 
tential unserer  Kugel  in  ihrer  Oberfläche  anzusehen  und  die  Dichtig- 
keit aufzusuchen,  welche  eine  auf  der  Kugel  vertheilte  Masse  haben 
inuss  um  auf  der  Kugelfläche  das  erwähnte  Potential  zu  liefern. 
Diese  Dichtigkeit,  durch  1-f-fys  dividirt,  ist  die  gesuchte  Dichtig- 
keit x  für  die  Belegung  der  gegebenen  Fläche  mit  Masse. 


Zweites  Kapitel. 
Das  Rotationsellipsoid.     Der  Kreis. 

§  32.  In  diesem  Kapitel  werden  Aufgaben  für  das  Rotations- 
ellipsoid gelöst,  welche  den  im  vorigen  Kapitel  für  die  Kugel  be- 
handelten entsprechen.  Es  ist  dazu  vorteilhaft ,  statt  der  recht- 
winkligen Coordinaten  elliptische  einzuführen  (I.  350). 

Die  rechtwinkligen  Coordinaten  zweier  Punkte  seien  x,  y,  z  und 
a,  b,  c.  Bedeutet  h  eine  Constante,  nämlich  die  Excentricität,  reell 
oder  imaginär  genommen,  eines  vorgegebenen  Rotationsellipsoides, 
so  setzt  man  in  diesem  Kapitel 

x  =  hr  cos  0,  a  =  hs  cos  r\, 

y  =  ÄyV2  —  lsinöcosi/;,        b  =  h^s'— lsin^eosw, 

z,  =  h^r*— -lsinösinr^,  c  =  h^s2— lsin^sinw, 

0  <  0  <  7i,    0  <  ip  <  2n,    0  <  r\  <  n,    0  <  lo  <  2n, 

und  yj  —  io  =  cp.     Behandeln  wir  abgeplattete  Ellipsoide  (wie  die 

Erde),  so  werden  h  und  r  imaginäre  Werthe  ertheilt.    Wo  es  darauf 

ankommt,  dieses  hervorzuheben,  setzen  wir 

/•  =  ig,       s  =  ia,       h  =  —  it). 
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Einen  besondern  Werth  von  r  oder  5  werden  wir  mit  v,  und  wenn 
deren  zwei  auftreten  mit  r0  und  r,  bezeichnen,  wo  r„  >•  r,  ange- 
nommen wird,  endlieb  r,  wenn  es  imaginär  ist,  mit  ix  vertauschen. 
Man  tiudet 

R 2  =  (x  -  a) 2  +  0/  -  bf  -f  (z  -  cy 
==  h2[r'2— sm20-{-s'2—sm2t]  — 2rs  cos  d  cos  i] 
—  2)  V-  —  1  ]  's'2  —  1  sin  0  sin??  cos  (i/;  —  w), 
so  dass  7?  sich  nicht  ändert,  wenn  r  mit  s,  6  mit  rj,  xp  mit  w  ver- 
tauscht wird.      Die  Entfernung  R  der  Punkte  des  Punkteupaares 
(r,  (9,  v)  und  (s,  r\,  co)  ist  also  dieselbe  wie  z.  B.  die  von  (s,  0,  yj)  und 
(r,  rj,  w). 

Wir  beginnen  mit  der  Entwickelung  von  T  nach  Kugel- 
functionen.  Diese  aufzufinden  ist  die  einzige  Aufgabe  dieses 
Kapitels,  zu  deren  Lösung  die  Methoden  des  vorigen  nicht  ganz 
ausreichen;  bei  der  Kugel  war  die  Entwickelung  von  T  schon  durch 
die  Definition  der  Kugelfunctionen  und  durch  das  Additionstheorem 
derselben  gegeben. 

Von  den  verschiedenen  Punktepaaren,  welche  dieselbe  Ent- 
fernung R  haben,  nennt  man  ein  solches  [x,y,z]  und  [a,  b,  c],  für 
welches  Mr>Ms  ist;  die  hier  folgende  erste  Methode  setzt  ferner 
voraus,  dass  auch  6  und  r]  nicht  willkürlich,  sondern  so  gewählt 
werden,  dass  x —  a  positiv  sei. 

Erste  Methode. 

Aus  der  Gleich.  (4,  6)  in  I.  27  hat  man  unmittelbar 
2nh  nn  hdv 


-/ 


R         J        x — a-\-i(y  —  b)eosv-{-i(z  — c)sinv  ' 

weil  x  —  a  positiv  ist.     Setzt  man 

x-{-iycosT]~{-izsmT]  =  ah, 
a-\-ib  cos  i]  -f-  ib  sin  rj  =  ßk, 

so  lässt  die  unter  dem  Integralzeichen  auf  der  rechten  Seite  stehende 
Function,  vorausgesetzt  dass 

(a)  ...     M(a  -  ia^l)  <  M(ß  -  j/jff^), 

nach  (I,  11)  sich  in  eine  Reihe  von  Produkten  aus  Kugelfunctionen 
erster  und  zweiter  Art  entwickeln,  und  man  erhält 

~    =  2l(2n  +  l)/      P(">(ß)QW(a-)dv  =  2nhT, 
*•  — — « 
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wo  a  und  ß  in  r,  6,  \p,  s,  rj,  to  und  v  durch  die  Gleichungen 
et  =  rcosö-f-t)V-'  —  lsinöcos(i/>  —  ?>), 
ß  =  scos??  -\-i^s'  —  1  sin*?  cos  (w  —  t;) 

ausgedrückt  werden.  Um  zur  sehliessliehen  Form  zu  gelangen,  setzt 
man  für  P(">(ß)  und  Q(n'(a)  ihre  Entwicklungen  nach  Cosinus  der 
Vielfachen  von  m—v  resp.  \p  —  v.  Man  kennt  diese  aus  den  Ad- 
ditionstheoremen I.  (52)  und  I.  (55),  2.  und  4.  Fall  auf  S.  33G  und 
337;  man  setzt  demgemäss 

P(nKß)  =  J'4n)^n)(*)^B)(cosi?)eosv(ft»— v), 

(2n  + 1 )  Q*  (a)  =  2 J'(~ J )"  0r°  (r)  P,(:°  (cos  0)  cos  v(y  -  v). 
Durch  Multiplikation  der  beiden  Reihen   und   eine  Integration 
ikkIi  v  in  den  Grenzen  0  und  2n,    bei  der  diejenigen  Vielfachen 
von  ip  —  v  fortfallen,  welche  höher  als  das  r?,te  sind,    erhält  mau 
unmittelbar  die  gesuchte  Entwickelung 

(7)  ...     hT  =  J  £(»>,       (i»/r  >  Ms), 

«=o 

5«  =  i;'(-l)''rtiw)P^(cosö)P^)(cos7?)P,w(s)(?J('')(r)cos»'(i//-w), 
wenn  a^  die  durch  I.  (46,  a)  gegebene  Constante 
«  _  0  [1.3.5. ..(2n-l)]a 


=  2 


JZ(n4-  v).n(n  —  v) 
bezeichnet.    Setzt  man  s  =  0  in  (7),  so  entstehen  offenbar  die  I.  82 
am  Schlüsse  des  §  17  angegebenen  Entwickelungen.    Aus  der  letzten 
von  ihnen, 

-      1        =  I(-iy l^-V  •  ^t1- p^cos^cK-1  ), 

j/l— x2smJ0  2.4...2w  x  ^y' 

findet  man  also  für  das  elliptische  Integral  erster  Gattung  u  eine 
Entwickelung  nach  Kugelfunctionen  von  cosanH*,  nämlich  mit  Hülfe 
von  I.  93 


r      _J° =  U.1)w  1.3...(2n-l)  \Qt»(V\ 

Vl="iWÄ        *     ^      ;  2.4.. .2»       LV     Vj 

2n+T()(2"+2)(x1)]P(2W+1)^^ 


,    2«  + 

T 


mit  der  man  die  von  Jacobi  gegebene*)  desselben  Integrals  ver- 


*)    Fundament«  nova  thoor.  funet.  ellipt.  art.  45,  S.  127. 
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gleichen  kann,  welche  nach  ganzen  Potenzen  von  xsinö  und  zu- 
gleich nach  Kugelfunctionen  /^(cos-r)  geordnet  ist,  wenn  man 
x  =  ilogx  setzt. 

Die  Gleichungen  (7)  gelten,  so  lange  nur  Mr  >  Ms  ist,  für  alle 
Werthe  von  r,  s,  6,  rj,  ip  und  w,  während  ihre  Ableitung  diesen 
Grössen  gewisse  Grenzen  vorschrieb,  nämlich  das  Bestehen  der 
Ungleichheit  (a)  verlangte.  Genügt  wird  dieser  Bedinguug  bei  ver- 
längerten Ellipsoiden,  wenn  6  nicht  zu  gross  ist.  Um  dies  zu  zeigen 
bringe  man  a  in  die  Form  pcos^-f  i\/p'2  —  lsinq,  wozu  nach  I.  16 
für  p  die  grössere  Wurzel  p  der  Gleichung 
raeosaö        (r2- 


P2 


l)sin20cos2(i//  — i/) 
~J2-  1  =    ' 


geometrisch  aufgefasst,    die  grosse  Axe  einer  gewissen  Ellipse  mit 
der  Excentricität  1,  zu  setzen  ist.     Nach  I.  40  wird  dann 

M(a  4-  fä^-V)  =  p  +  j/p2-l. 
Bestimmt  man  noch  eine  Zahl  piy  welche  sich  auf  ß  ähnlich  bezieht 
wie  p  auf  a,  so  wird  die  Bedingung  (a)  mit  der  Bedingung  p  >  pl 
übereinstimmen.  Den  grössten  und  kleinsten  Werth  für  alle  v  er- 
reicht aber  p,  wie  man  sofort  durch  Auflösen  der  quadratischen 
Gleichung  oder  durch  eine  geometrische  Betrachtung  ersieht,  für 
cos(i//  —  v)  gleich  1  resp.  0;  diese  beiden  Werthe  von  p  sind,  wenn 
0  so  klein  genommen  wird,  dass  rcosö  über  1  liegt,  r  und  rcostf. 
Aehnliches  gilt  für  p1#  Hieraus  ersieht  man,  dass  (a)  erfüllt  ist, 
wenn  man  0  so  klein  nimmt,  dass  rcos0>s  wird. 

Dass  die  Gleichungen  (7)  noch,  unabhängig  von  diesen  Be- 
schränkungen, für  alle  reellen  und  imaginären  r  und  s,  und  alle 
0,  tj,  tp,  w,  welche  in  Frage  kommen,  gültig  bleiben,  lässt  sich  nach 
den  allgemeinen  Principien  darthun,  deren  man  sich  häufig  bedient, 
um  die  Gleichheit  von  Functionen  auch  über  die  Grenzen  der  Ver- 
änderlichen hinaus,  für  die  sie  ursprünglich  bewiesen  ist,  nachzu- 
weisen. 


Drückt  man  sinö  und  cosö,  sin  77  und  cos  77,  r  und  )/r2 — 1,  5  und  ]/V — 1, 
resp.  durch 

u  =  tang-^-0,     ?/,  =  tang^,     w  =  r-f  |/r2— 1,     w1  =  s -f- 1/«2— 1 
aus,  so  wird  T  die  Quadratwurzel  einer  rationalen  Function  von  u,  uv  w  und 
Wx,  und  bleibt  nach  diesen  Veränderlichen  monodroin  und  monogen,  wenn  0 
und  rj  von  0  bis  n  wachsen,  oder  auch,  wenn  u  und  u.  nicht  aus  einem  unend- 
lichen schmalen  Streifen  heraustreten  der  die  unendliche  positive  Axe  des  Reellen 
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umgiebt.  Sie  bleibt  auch  monodrom  und  monogen,  wenn  r  und  $  anf  geeig- 
neten Wegen  \"n  reellen  Weriheu  zu  rein  imaginären  übergehen,  oder,  in  der 
Sprache  der  Geometrie,  wenu  man  die  verlängerten  Ellipsoide  iu  abgeplattete 
übergehen  lässt,   vorausgesetzt,  dass  der  Uebergang  durch  solche  Werlhe  von  w 

und  w  erfolgt,  welche  in  dem  Quadranten  liegen,  dessen  Punkte  einen  positiven 
reellen  und  imaginären  Theil  besitzen,  aus  dem  man  aber  ein  Stück  durch 
eiuen  Kreis  mit  dem  Radius  1  ausgeschnitten  bat,  dessen  Mittelpunkt  im 
Punkte  0   liegt. 

Die  rechte  Seite  von  (7)  ist  eine  unendliche  Reihe,  deren  nv "  Glied  eine 
ganze  Function  n '"'  (irades  nach  sinö  und  cos0,  und  nach  sin/7  um'  cosrl  's1, 
die  ferner,  wegen  der  Produkte  P*"\s)Q(y'(r)>  se")sl  ebenso  wie  ihre  Dift'e- 
rentialquolienten  nach  w  und  wl,  absolut  convergent  ist,  so  lauge  nur  Ms<iMr. 
Hieraus  schliesst  man,  dass  dies  auch   der  Gültigkeitsbereich   für  (7)  sei. 

Uebrigens  kann  man  auch  die  rechte  Seite  der  Gleichung  für  j  durch  Inte- 
grale ausdrücken,  dann  summireu  und  die  Integration  ausführen.  Auf  diese  Art 
lässt  sich  die  Formel  (7)  verificiren.  Dies  wäre  der  umgekehrte  Weg 
von  dem,  auf  welchem  wir  im  §  33  zur  Entwickelung  von  T  ge- 
langen werden. 

Ich  lasse  nun  eine  Methode  zur  Ableitung  von  (7)  folgen,  die 
etwas  weitläufiger  als  die  erste  ist,  welche  aber  die  Fälle  des  ver- 
längerten und  abgeplatteten  Ellipsoides  so  behandelt,  dass  es  nicht 
mehr  einer  nachträglichen  Verifikation  bedarf. 

§  33.     Zweite  Methode. 

1)    Das  verlängerte  Ellipsoid  (r  >  s  >  1).    Die  Grundlage 
für  die  zweite  Methode   bildet  eine  von  der  früheren  verschiedene 
Zerlegung  von  R2.    Man  hat  offenbar  (ty  —  w  —  q>) 
ß2  =  h*[(rs  —  cosöcos^)2 


—  (Yr2  —  lys2— 1+  sinösin^cosy)"  — sin'ösin'^sin^], 
woraus  sich,  mit  Anwendung  von  I.  27,  ergiebt 

0  ' 

wenn  man  zur  Abkürzung  setzt 

y  =  rs—  |/r2  —  1  ]/s'2  —  lcosv, 
<$  =  cosöcos??  —  sin  ö  sin  J7  cos  (t»  —  q>). 
Die  Function  y  ist  am  kleinsten  für  v  =  0;  es  wird  also,  die  Grenz- 
fälle ausgeschlossen,  y  >  1,  d  <  1  und  man  hat  wie  oben 

hT  =  j£&n\ 
wenn  man  setzt 

2n%W  =  (2n  +  \)f2n  Q^(y)PW(d)dv. 
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Zur  weiteren  Vereinfachung;  bedient  man  sich  der  Additionstheoreme 
für  die  Kugelfnuctioneii,  I.  B12  u.  333  (in.  vergl.  auch  I.  338,  5.  Fall), 
d.  i.  der  Formeln 

P'n)(ö)  =  i'(-iy'a^)/>I")(cose)P:n)(cosi?)cosv(t;-9»), 

Die  Multiplikation  dieser  beiden  Gleichungen  und  eine  Integration 
nach  v  verschafft  sofort  die  frühere  Formel  (7). 

Diesen  ersten  Fall,  der  sich  auf  das  verlängerte  Ellipsoid  be- 
zieht, habe  ich  bereits  in  der  ersten  Auflage  erledigt;  ich  füge  nun- 
mehr den  zweiten  Fall  hinzu: 

2)   Das  abgeplattete  Ellipsoid 

(r  =  ig,  s  =  io,  h  =  —  if);     q  >  o  >  0). 
Um  T  in   diesem  Falle   durch   ein  bestimmtes  Integral  auszu- 
drücken,   bedient  man  sich   nicht  der  Gleichung  I.  27  wie  bisher, 
sondern  der  entsprechenden  I.  171,  erster  Fall.     Macht  man 
A  =  1)(qo  -f  cos  0  cos  77), 
B  —  f)0V-f-  ljV-f  1—  sin  0  sin  ^  cos  <p), 
C  =  Ii)sin0sinj?sin</i, 
so  sind  A,  B,  C  reell  und  die  erwähnte  Gleichung  giebt 

2nT  =  r  dU t     ~  -  /    —  dU 

setzt  man  für  A,  B,  C  ihre  Werthe  ein,  so  giebt  sie 

9  st    r  du     r  du 

»  00 

wenn  a,  ß,  a,  und  ßl  an  dieser  Stelle  folgende  Bedeutung  haben: 

«   =  qo  +  j^-f  lyV-f 1  cosiw 
—  ß  =  cosdco&T]  —  sinösin^cos(qp--)-m), 

a,  =  qo—  y^-f-lYff'  +  l  cosiu 
—ßi  =  cos6cost]-\-  sin  0  sin  77  cos  (qp  —  iu). 

Wie  im  vorigen  Falle  so  dient  auch  hier  (I,  11)  dazu,  die  Aus 
drücke  die  unter  dem  Integralzeichen  stehen,  nach  Kugelfunctioneu 
zu  entwickeln.  An  einer  späteren  Stelle,  bei  einer  Untersuchung 
über  das  Potential  eines  Kreises  (§  41),  entwickeln  wir  das  erste 
Integral  allein,  oder  vielmehr  summiren  wir  eine  Reihe,  welche 
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(wesentlich)  das  erste  Integral  zur  Summe  hat,    während  wir  hier 
im  weiteren  Verlaufe  beide  Integrale  zusammenfassen. 

Erstens   ist    sowohl  a  (offenbar)  als  auch  «,   absolut  grösser 
als  cos/w,-  es  bleibt  nämlich 


^q"  -f  1  yV  +  1  cos«<  —qo  —  cos  w  =  (|^3  -\-  1  j/ff"  -j- 1—  1)  COS  tu  —  QO 

selbst  dann  noch  positiv,  wenn  cos««  seinen  kleinsten  Werth  1  an- 
nimmt, da 


[y(?,+  iya8  +  l-(H-?a)][lV+M/ai!  +  14-(l+^)]  =  ^-o)2 


positiv  ist.  Daher  sind  M(a-\-  |V  —  1)  und  M(a,  +  ]!<*]  — 1)>  wenn 
das  Zeichen  der  Quadratwurzeln,  wie  festgesetzt  wurde  (I.  40),  gleich 
dem  von  «  resp.  or,  genommen  wird,  grösser  als  e",  wo  unter  u  der 
positive  Werth  für  jedes  gegebene  cosw  verstanden  wird.  Zweitens 
sind  M{ß+\ß:  1)  und  M{ß^iß]-\)  kleiner  als  diese  Zahl. 
Zum  Beweise  setze  man,  ähnlich  wie  S.  101, 

cos  0  cos  rj  —  sin  0  sin  77  cos  qp  cos  w  =  pcosq, 

sin  6  sin  77  sin  q>  sin  iu  =  i\/p2  — lsinr/, 


so  wird  M{ß-\-]fß'i—Y)  =  p-\-ip2  —  \.  Man  findet  aber  dass  p 
kleiner  als  cosiu  sei.  Wäre  nämlich  p  >  cosiw,  so  würden  die 
beiden  Gleichungen,  durch  welche  p  und  q  eingeführt  wird,  geben 

/  cosöcosw        .    n  .  \2 

( : — sin  0  sinn  cos  cp  )  >  cos'o, 

V        COS«M  '  T/ 

sin2  6 shrq  sin2 cp  >  sin2 q. 
Aus  der  ersten  von  den   beiden  vorhergehenden  Gleichungen 
folgt  nämlich  die  erste  von  den  Ungleichheiten  durch  Division  mit 
cosiw;  aus  der  zweiten  Gleichung  gewinnt  man  zunächst 

—  sin2<9sin2^sin29)sin2m  =  (p2— l)sin2</, 
und  da  p  >  cos  im  angenommen  war 

—  sin20sin277sin2qpsin2i?4  >  —  sin2iMsin2</. 

Dies  ist  die  zweite  Ungleichheit. 
Setzt  man 

cos  6  cos??  =  acosiu,      sin  6  sin?;  =  b, 

so  ist  sowohl  a  als  auch  b  kleiner  als  1;  die  Addition  der  beiden 
Ungleichheiten  würde  also  ergeben,  dass 

d' —  2a6  cos  <jp  +  6 ' 
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grösser  als  1  bleibt.  Wenn  aber  selbst  q>  ==  n  gesetzt  wird  kann 
dieser  Ausdruck,  der  dann  das  Quadrat  von  a-\-b  ist,  doch  nicht 
grösser  als  1  sein.  Selbst  im  günstigsten  Falle,  für  u  =  0,  würde 
a-\-b,  ein  Ausdruck  von  der  Form 

cos  0  cos  y\  -f-  sin  0  sin  /;, 
höchstens  1  erreichen.      Daher    war   unsere  Voraussetzung  über  p 
unrichtig  und  es  muss  p<Cco$iu  sein. 
Mau  findet  also 


M(ß  +  y'ß'  —  1)  =  p  +  ]/pa— 1  <  cos  in  —  isint«  <  itf(a  +  V7«2-!), 


Man  darf  daher  setzen 
2^r  =  J(2»  +l)[y   P(nKß)QW(a)du     I    P^(ßt)Q^M^\ 

Wir  setzen  für  F'(/9)  und  P"(/?,)  ihre  Werthe  aus  I.  312 

(-1)"  J'a^P^Ccos^P^Ccos^cosKT)  +  in), 

(-l/J'C-l/o^P^Ceoß^P^Ccos^cosvCy-it*), 

und  erhalten  dann 

2n$T  =  J(2k+1)  j£'a(;)P(;Xcosd)P(")(cosrj)co*v(p.T, 

wenn  man  setzt 

x  =  (-l)y     [Cw(«)-(-l)vÖ(w7(%li3)S«j4*rfM, 

CO 

In  1.339  wurde  gezeigt,  dass  cosw7r.Q(^(a)  das  arithmetische 
Mittel  aus  den  beiden  Werthen  sei 


^     /"arccotg?  [g  — COSy.^2  — 1)"^X 

^f  [ff  +  cos(x±iu)|/^+I]'l+1  ' 


t 


und  durch  dasselbe  Verfahren  würde  man  coswrc.()w(aj)  als  arith- 
metisches Mittel  gefunden  haben,  hätte  man  \/o*-\-l  mit  —  yV+1  ver- 
tauscht. Man  setze  in  x  diese  Ausdrücke  ein;  da  dort  nach  u  von 
—  oo  bis  oc  integrirt  wird,  so  ist  es  nur  erforderlich  eines  von  den 
beiden  Zeichen  in  %+iu  beizubehalten  und  dafür  das  Integral  dop- 
pelt zu  nehmen.     Dadurch  entsteht 

~(Q-Cosx-}/Q2+l)ndx/   [[a+cos(x+fw).T/a3+l]  -' 
—  (—  1)''  [a  —  cos(x  -f-  *M)  1  ff"  + 1 1  "   M  cosivu <9?/. 
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Reducirt  mau  mit  Hülfe  der  Gleich.  (39,  a)  in  1.231,  bo  wird  das 

liacli  ii  7,u  nehmende  Integral,    da  die  Functionen  0  bei  der  Sub- 

traction  sich  fortheben,  gleich 

1 .3...(2/<  —  1)    .»„(«),.  N 
27r cos vn cos j/         :    ,  -  t  />,,  ■(ta), 

L .  2 . . .  n 

und  setzt  man  diesen  Werth  ein,    so  findet  man  nach   I.  224  Glei- 
ch im,-  (38,  b) 

x  =  2ni(iosvnPp' (io)Qv  (ig), 

und  somit  für  das  abgeplattete  Ellipsoid  wiederum  den  Ausdruck  (7), 
aber  in  der  Form 

(8)  ...     \)T=  ±Z'"\ 

n=0 

5      =  J:X-^yay)Prl\^d)P(:\co^)P':\io)Q<r\iQ)co^v(^-aj), 

in  welcher  statt  der  imaginären  Grössen  h,  r,  s  ihre  Module  f),  q,  a 
vorkommen. 

§  34.  Wir  gelten  nun  zu  der  Bestimmung  des  Potentials  V 
im  Punkte  0  über,  wenn  die  Dichtigkeit  k(s,t],  w)  in  jedem 
Punkte  eines  Rotationsellipsoide»  gegeben  ist.  M.  vergl. 
im  §  18  die  Lösung  der  entsprechenden  Aufgabe  für  die  Kugel. 

Das  Quadrat  des  Linearelementes,  welches  von  einem  Punkte 
[er,  b,  c]  nach  [a  -f  da,  b-\-db,  c  -f-  de]  gezogen  ist,  wurde  1.  308  all- 
gemein durch  orthogonale  und  speciell  durch  Polarcoordinaten, 
I.  354  durch  verwandte  Coordinaten  ausgedrückt.  In  unseren  Co- 
ordinaten  ist  es 

r  e^ cos^w 

so  dass  man  für  das  Körperelement  den  Ausdruck  erhält 

dadbde  =  h3(s2  — cos2  rj)smt]  dt]  diods. 

Joder  Punkt  des  Raumes  stellt  sieh  iu  diesen  Coordinaten  s,  rj,  w  als  Durch 
schnitt  dreier  Flächen  (in.  vergl.  I.  351)  dar,  eines  Rolationsellipsoid.es,  welches 
entsteht,  wenn  man  s  festhält  und  rj  und  w  alle  möglichen  Werüje  giebt;  eines 
Rotationshyperboloides,  welches  hei  festgehaltenem  rj  und  veränderlichen  s,  o> 
gebildet  wird;  einer  Meridianehene  für  ein  festgehaltenes  io  und  hewegliche  s,  rj. 
Diese  drei  Flächen  sehneiden  sich  in  drei  Linien,  deren  Längen,  gerechnet  vom 
Punkte  (s,  rj,  wi)  aus  bis  zu  den  drei  Punkten  (s  -f-  ds,  rj,  co),  (s,  rj  -\-  drj,  w), 
(s,  rj,  io  -\-  Bai),  in  diesem  Zusammenhange,  resp.  dn,  do,  dp  genannt  werden 
mögen.     Daher  ist 


dn  =  hdsy 5—  7— -,     do  =  hdrj  yV—  cos'^,    dp  —  hdeo sin r\  >V— 1. 
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Beweis.  Die  Winkel,  welche  die  Linie  von  der  Lauge  du  mit  den  recht- 
winkligen Coordinatenaxen  bilden,  seien  a,  ß,  y;  So  und  dp  bilden  mit  denselben 
Axen  Winkel,  die  durch  a',ß',y';  a" ,  ß" ,  y"  bezeichnet    werden.     Dann  \>\ 

d/icosa    =  -= — ds,       dnco>ß     =     =     ds,       dncosy     =  - = — ds, 
ds  ds  ös 

do  cos  et'   =  -~—  drj,      do  cos  ß'    =  -^ — drj,      do  cos  y'    =  -g — dt], 

dpcosa"  ==  -7s — dio,     dp  cos ß"  =  -= — dto,     dpcosy"  =  -= — dio, 
du)  dto  dio 

Diese  drei  Linien  dn,  do,  dp  stehen  senkrecht  auf  einander; 
setzt  man  nämlich  in  die  drei  ähnlich  gebildeten  Ausdrücke  für  die  Cosinus 
ihrer  Neigungswinkel,   von  denen  der  eine  ist 

cos(t9w,  do)  =  cosacosa'-J-  cos/9  cos /?'-}-  eosycosy', 

>t,itl  der  cosa,  cos/?,  etc.  ihre  vorstehenden  Werlhe,  so  erhält  man  für  diese 
drei   Ausdrücke  identisch  Null. 

Da  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  eine  Normale  der  Fläche  f(a,  b,  c)  =  0 
mit  den  Axen  bildet,  sich   wie  f'(a)'-f'C^):f'(c)  verhalten,  so  hat  man 

cos«  :  cos/?:  cos y  =  -5-. 

woraus  ersichtlich  ist,  dass  dn  mit  den  Axen  dieselheu  Winkel  bildet,  wie  die 
Linie,  welche  im  Punkte  [a,  b,  c]  auf  dem  durch  diesen  Punkt  gelegten  Rotations- 
ellipsoide senkrecht  steht,  dass  dn  also  ein  Stück  dieser  Normalen  ist.  Aehn- 
liches  hat  man  für  do  und  dp  in  Bezug  auf  die  zwei  anderen  Galtungen  von 
Flächen. 

Das  gesuchte  Potential  wird  daher,  wenn  die  Masse  durch  zwei 

Ellipsoide  begrenzt  wird,  die  r  =  r0  und  r  =  r,  entsprechen: 

/r0  rn  flu 

ds  I    (s2-— cos^sin^cty/     k{s,t],io)Tdio. 

v,  0  0 

Man  entwickelt  V  in  eine  Reihe  von  Kugelfunctionen ;  dies  geschieht, 
indem  man  erstens  die  Dichtigkeit  k,  oder  noch  besser  diese 
mit  (V  —  cos2»;)  multiplicirt,  durch  eine  solche  Reihe  darstellt.  Man 
setze  also 

(a)  ...     (s2  —  cos2rj)k(s,  7],  10)  =  j?  K^(s,  r\,  io\ 

wo  die  K  Kugelfunctionen  in  Bezug  auf  rj  und  w  bedeuten,  in  deren 
constanten  Coefficienten  s  als  Parameter  vorkommt. 

In  besonderen  Fällen  wird  man  mehrfach  bequeme  Methoden 
entdecken  können  um  die  K  zu  finden,  im  allgemeinen  aber  diese 
Functionen,  welche  ganze  in  Bezug  auf  die  drei  Aggregate  cosj?, 
sin tj cos 10,    sin?; sin to  sind,   durch  Integrale  darstellen.     Diese  und 
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ihre  verschiedenen  Umformungen  findet  man  auf  S.  45  u.  f.,  wenn 
man  dort  k  durch  das  Produkt  (** —  cos9 tj)h  ersetzt.    So  erhält  man 

K  (s,  t],  (o)  =  — -^-  2  ay'Cy  '(tj,  w)  -f  u„   S„  (17,  w), 

wenn  von  den  Ausdrucken  a  und  a,  die  keine  andere  Veränderliche 
als  s  enthalten,  die  erstere  durch  die  Gleichung 


a) 


(—  \y  a"}  I    (s3  — cos'^sin^/;/     k(s,  rj,  io)C(,n)(r],  to)dio 


gegeben  wird,  die  zweite  aber  aus  der  rechten  Seite  derselben  durch 
Vertauschung  von  C  mit  S  hervorgeht.  C'yn)  und  Sy  sind  die  ab- 
kürzenden Bezeichnungen  aus  I.  320  für  das  Produkt  aus  P" (cos 77) 
und  dem  Cosinus  resp.  Sinus  von  vto,  und  ojr  die  numerische  Con- 
stante  aus  I.  312. 

Man  entwickelt  zweitens  T  nach  Kugelf unctionen. 
Hierbei  hat  man  die  verschiedenen  Räume  zu  betrachten,  in  denen 
0  liegen  kann. 

1)  Das  Potential  im  äusseren  Punkte  Oa.  Setzt  man  für 
hT  seinen  Werth  aus  (7),  so  wird  Va  zunächst  gleich 

h*  I    ds  2  %W .  2  K^{s,  rj,  w)sm??d//dw. 

r,  0       0 

Da  aber  die  %  wie  die  K  Kugelfunctionen  sind,  so  fallen  (I.  327  (e)) 
aus  den  Produkten  der  Summen  diejenigen  Glieder  fort,  in  welchen 
die  Iudices  m  und  n  verschieden  sind,  und  der  vorstehende  Aus- 
druck wird  gleich  dem,  welcher  entsteht,  wenn  man  das  Produkt 
der  beiden  Summen 

2«  +  L  J'(aW  cos  vto  +  a(;}  sin  vto)  P^  cos  17), 


4tt 

mit  am^drjdto  multiplicirt,  in  den  Grenzen  0  und  2tt  resp.  n  inte- 
grirt,  endlich  von  n  =  0  bis  oc  summirt.  Nach  I.  326—327  entsteht 
dadurch  als  Entwickelung  von  Va  nach  Kugelfunctionen: 

(9)  ...     Va=  ^^'(Pr^oBvip+p^hmnpyPi^OBd^Q^Cr), 

wenn  man  die  Buchstaben  p  und  ti  für  folgende  Constanten  einführt 

pW  -  h'fttavn)Pin)(s)ds)      j)W  =  lrfK'a^P{;\s)<ls. 
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2)  Das  Potential  im  innern   Punkte  0t.     Die  Rechnung 

bleibt  dieselbe  wie  oben,  bis  dabin,  wo  der  Ausdruck  für  &  ein- 
geführt wurde.  Bei  der  Entwicklung  (7)  dachte  man  sich  Mr  >  Ms, 
wahrend  nunmehr  der  Werth  s,  welcher  sich  auf  die  Punkte  der 
Masse  bezieht,  einen  grösseren  Modulus  hat  als  der  Werth  von  r, 
welcher  zu  0,  gehört.    So  erhält  mau,  statt  (9),  die  Entwickelung: 

(9,  o)  ...      Vt  =  £2Xqy™*vip  +  $hmvxp)P{;:Xmse)P\nXr)< 

jW  =  h*f\yQ<?Xs)ds3      q(,'°  =  }vfX\^Q{:\s)ds. 

h  h 

3)  Das  Potential  im  Punkte  0^.  Liegt  die  Coordinate  r 
des  Punktes  0  zwischen  r,  und  r0,  so  wird 

(9,6)...     FiU  =  (Fa)  +  TO, 

wo  (V„)  der  Werth  von  Va  unter  1)  ist,  nachdem  man  dort  r  für 
r0  gesetzt  hat,  und  (Ft)  der  Werth  von  V,  unter  2)  wenn  dort  r  für 
r,  gesetzt  wird. 

Anmerkung  1.  Wie  hier  das  Potential  V  gefunden  wurde, 
wenn  die  Dichtigkeit  k  des  Körpers  bekannt  ist,  so  lässt  sich 
auch  das  Flächenpotential  v  angeben,  wenn  die  Dichtig- 
keit x  der  Flächenbelegung  bekannt  ist.  (M.  vergl.  §  22, 
S.  65).  In  einem  Punkt  der  Fläche  (r,  r\,  w)  wird  das  Flächen- 
element (do.dp  auf  S.  106) 


/r  jV—  lyV—  cos^sin^dqdw. 

Entwickelt  man  also  nicht  wie  oben  den  Ausdruck  auf  der  linken 
Seite  von  (a)  nach  Kugelfunctionen,  sondern  setzt  statt  dessen 


x.j/r2  —  cos2??  =  2K^{ri,  w), 

und  löst  die  Kugelfunction  K{-n\    die  hier  rj  und  w,    aber  die  Con- 
stante  r  statt  der  Veränderlichen  s  enthält,  in  die  Reihe  auf 

2«  4         ^.rWpW,       ,  n    ,    rt(n)c(n). 


so  wird,  wenn  Mr  >  Mr  ist,  erhalten 

v>  =  h^^^^'P^\coiie)Pin\x)QW(rXa^COBvrp-\-aW^mvrp). 

n—0 

Ist  Mr<cMx,  so  hat  man  P(x)Q(r)  mit  P(r)Q(x)  zu  vertauschen. 
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Anmerkung  2.  Das  n'"  Glied  in  der  Entwickeluug  von 
r,  oder  c,  ist,  welches  auch  die  Dichtigkeit  sei,  eine  ganze 
Function  nu-"  Grades  der  Coordinaten  x,  y,  z  des  Punktes  0, 
Denn  dies  Glied  lässt  sieb  offenbar  als  Integral 

PW  [r  cos  0  -f  i  yV2—  1  sin  0  cos  (xp  —  w)]  /"(w)  rfw 
ii 
darstellen,    wo  f  eine  ganze  Function  wt0"  Grades  von   cosw  und 
sin«,  mit  (2n'+l)  gehörig  gewählten  Constauten  ft  und  b  bezeichnet, 
man  also  hat 

f  =  ö0+  6jCosw-f-62cos2w  -| r-ö„cos«w 

-f-  b j  sin  (o  -f-  b2  sin  2w  H 1-  b„  sin  nco. 

Da  P(n)  eine  ganze  Function  nu'"  Grades  vom  Argumente 

rcostf  -j-  i  ]/r2  —  1  sin0cos(i/>  —  w), 
dieses  aber  gleich 

#  -1-  iy  cos  w  -f  iz  sin  w 

ist,  so  wird  das  obige  Integral  selbst,  ganz  allgemein  eine  ganze 
Function  der  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y  und  z. 

§  35.  Specielle  Fälle.  Die  Dichtigkeit  k  sei  eine  ganze 
Function  m,e"  Grades  der  drei  Aggregate  cos rj,  sin?; cos to,  sin  77  sin  m. 
Alsdann  wird  die  Reihe  (a)  des  §  34  eine  Summe  von  m  -j-  2  Kugel- 
funetionen  K.  Hierausfolgt  für  das  Potential  im  inneren  Räume, 
dass  Vt  eine  ganze  Function  w-}-2te"  Grades  der  rechtwinkligen 
Coordinaten  x,  y,  z  ist. 

Im  äusseren  Räume  ist  das  Potential  noch  immer  eine  ganze 
Function  von  cosö,  sinöcosty>,  sin  0  sin  xp,  erhält  aber  in  Bezug  auf 
die  Veränderliche  r  die  Form  g(f)-\-h(i*)Q°(r),  wo  g  und  h  rationale 
Functionen  von  r  und  j^r2— 1  vorstellen,  die  keinen  anderen  Nenner 
als  die  m  +  2te  Potenz  von  |/r2— 1  enthalten.  Die  Kugelfunction  Q° 
hat,  je  nachdem  r  reell  oder  imaginär,  gleich  iq  ist,  resp.  den 
Ausdruck 

0W(r)  =  ilog  ^  ,       <?«»(«?)  =  -  tarecotg*. 

Da  eine  Function  von  rj  und  w,  die  für  77  =  0  von  w  anab- 
hängig ist,  sich  ganz  allgemein  mit  Annäherung  durch  eine  endliche 
Summe  von  Kugelfunctionen  darstellen  lässt,  so  gilt  das  über  die 
Form  von  V  Gesagte  von  dem  Näherungswerte  des  Potentials  bei 
irgend  welcher  Dichtigkeit. 
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Das  Vorstehende  wird  durch  die  Gleichungen  (9,  a)  und  (9)  bewiesen.  Die 
Smnmation  nach  n  in  beiden  Fallen  erstreckt  sich  nicht  in's  Unendliche  sondern 
nur  auf  eine  endliche  Anzahl,  auf  ra-j-2  Glieder.  Ferner  ist  oben  in  Anmer- 
kung 2.  gezeigt  worden,  dass  das  allgemeine  Glied  von  (9,  d)  eine  ganze  Function 
«ten  Grades  der  rechtwinkligen  Goordinaten  x,  y,  z  sei.  Hiermit  ist  bewiesen, 
was  über  Vt  gesagt  wurde. 

Ferner  haben  die  in  (9)  vorkommenden  Functionen  Q  die  oben  ange- 
gebenen Formen.  Dies  zeigt  sich  aus  I.  258.  Zunächst  geht  nämlich,  durch 
die  Gleichung  für  die  Q(x),  welche  (a)  daselbst  entspricht,  Qy  in  die  Form 
AQV  BQW 

über,  wo  A  und  B  ganze  Functionen  von  x  bedeuten,  dieser  Ausdruck  dann 
durch   die  Gleichung 

welche  (h)  daselbst  entspricht,   in  die  Form 

f>*  —  1)-*"  [AQW  -f  BQ(*+V]. 
Setzt  man  für  £K")  und   Q(n+1)  ihren  Ausdruck  (20,  c)  aus  I.  141,   so  erhält 
mau  für  Qy     schliesslich  den  Ausdruck 


(x -  - 1 )->''  \a  +  B 1  og  ^i^ 


Es  wäre  leicht,  noch  Bemerkungen  über  den  Grad,  den  die  ganzen  Functionen 
A   und  B  besitzen,   hinzuzufügen. 

Man  hätte  dasselbe,  von  I.  210  ausgehend,  zeigen  können.  Nach  dieser 
Gleichung  ist 

0W  =  (*2-l>"£}«  (aO; 

die  letzte  Function  aber,  nach  I.  153,  bis  auf  eine  Gonstante  der  vte  Differential- 
quotient  nach  x  von  Q^(x),  das  sich  nach  I.  141    von 

£PM(Ä)log  -|±i- 

nur  um  eiue  ganze  Function  n  —  lten  Grades  unterscheidet.  Der  vle  Differential- 
quotient des  letzten  Ausdrucks  wird  aber  gleich  dem  Quotienten,  dessen  Zähler 
von  der  Form 

A+Blog^±±-, 
x  —  1 

dessen  Nenner  (x*  —  l)v  ist.  Man  hat  durch  diese  Betrachtung  das  frühere 
Resultat  wiedergefunden. 

Schliesslich  muss  man ,  um  dasselbe  unseren  Untersuchungen  über  das 
Potential  anzupassen,  x  durch  r  ersetzen. 

Dieses  Resultat  ist  unabhängig  von  der  Art  wie  s  in  die  Dichtig- 
keit eingeht.  Im  allgemeinen  werden  die  Constanten  p,  p,  q,  q,  weil 
a  und  a  die  Grösse  s  in  der  mannigfaltigsten  Art  enthalten  können, 
trausceudeute  Functionen  der  Axen  r0  und  r,  sein;  sie  vereinfachen 


112  Potential.  §85,9. 

sich  «aber,  z.  B.  in  dem  speciellen  Falle,  dass  A-  eine  ganze 
Function  der  rechtwinkligen  Coordinaten  a,  b,  c  ist.  Für 
diesen  Fall  kann  man  nämlich  die  Integrale  />.  .p,  q,  q  ausführen, 
und  es  kommen  in  dem  Potentiale  Va  nur  ganze  Potenzen  von  r0 
und  r,  vor,  und  zwar  ist  in  Bezug  auf  diese  Coustauteu  Va  von  der 
Form  f(r0) — /XOi  wenn  /"eine  ganze  Function  bezeichnet.  Da- 
gegen hat  Vt  in  Bezug  auf  r0  uud  r,  die  Form  f(r0)  — f(r,),  wenn 
f(vj  die  Form  hat 

Kr0)  +  A(r0)log(r0+l)+i(r0)log(r0-l), 
und  g,  h,  l  rationale  Functionen  von  r0  bezeichnen.    Es  hängen  also 
Vu  und  V,  wesentlich  in  derselben  Art  von  r  ab,  wie  resp.  V,  und 
Va  von  r0  und  von  r,. 

Um  dies  nachzuweisen,  geht  man  davon  aus,  dass  k,  als  ganze 
Function  von  a,  b,  c  ein  Aggregat  aus  Constanten  und  Gliedern 
a?bf'cT  ist;  ein  solches  Glied  in  s,  rj,  w  umgesetzt  giebt 

s*cos;-  vCfs*—  1)"+T  sin"+r  rj  cos"  w  sinT  w. 
Verwandelt  man  das  Produkt  der  Potenz  von  cosw  und  von  sinw 
in  eine  Reihe,  die  nach  Cosinus  oder  Sinus  der  Vielfachen  von  w 
geordnet  ist,  je  nachdem  x  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  be- 
zeichnet, so  enthält  diese  Reihe  nur  solche  Vielfache  von  w,  welche 
mit  /u-f-T  zugleich  gerade  oder  zugleich  ungerade  sind.  Dies  gilt 
auch  für  das  Produkt  von  k  und  (s2—  cos2 77);  daher  enthalten  die 
Glieder  a{"}  und  a(J°,  welche  (S.  108)  in  den  Kugelfunctionen  K  mit 
cosvw  und  sinwu  multiplicirt  sind,  ausser  ganzen  Potenzen  von  s 
nur  noch  mit  v  zugleich  gerade  oder  mit  v  zugleich  ungerade  ganze 
Potenzen  von  ]/V — 1  deren  Exponent  wenigstens  v  ist.  Setzt  man 
für  Py  und  Q^  ihre  Ausdrücke  als  Produkte  von  ]fsr—  1  mal  dem 
vten  Differentialquotienten  nach  s,  von  P(n)  oder  Q^  (abgesehen  von 
einer  Constanten)  in  die  Integrale  der  Formeln  (9)  ein,  so  werden 
p  und  p  Integrale  einer  ganzen  Function  von  s  nach  s,  und  q  nebst 

q  von  einem  Ausdruck  der  Form 

0  +  Älog(s+l)  +  nog(s-l), 

wo  g,  h,  l  ganze  Functionen  von  *  bezeichnen.  Die  Integrale  nach  s 
von  Xy  bis  r0  haben  also  die  angegebene  Form. 

Nimmt  man  die  Dichtigkeit  constant  und  setzt  h  =  1,  so 
findet  man  für  das  Potential  eines  vollen  Ellipsoides 

Va  =  £r(rs— l)jTÄ8[0(0)(r)-P^(eosö)09(r)]. 
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Setzt  mau  für  die  P  und  Q  ihre  Werthe  ein,  so  erhält  man 
demnach,  je  nachdem  es  verlängert  oder  abgeplattet  ist,  die  erste 
oder  die  zweite  von  den  folgenden  Formen 

Va  =  r(ra-l)7iA'[(3cos9ö-l)r+^[l+cos3Ö-(3ßos2ö-l)r2]log  r^|, 

Va  =  jc(j:2+l)^2{(l-3co82ö)e  +  [l+coRi!ö+(3cos8ö-l)?2]arccotge}, 
Durch  Subtraction  findet  man  hieraus  sofort  (§  20)  das  Potential 
für  eine  durch  zwei  beliebige  Rotationsellipsoide  begrenzte 
homogene  Schale  im  Punkte  Oa.  Der  Kürze  halber  setze  ich  nicht 
den  Werth  von  Vt  für  eine  Schale  hierher,  sondern  den  von  VM 
für  das  volle  Ellipsoid;  man  findet  ihn  nach  §  18,  No.  3  durch 
Addition  des  Potentials  Va  für  ein  volles  durch  0M  hindurchgehendes, 
dem  gegebenen  confocales  Ellipsoid  und  des  Potentials  der  übrig 
bleibenden  Schale  in  demselben  anziehenden  Punkte.  Man  findet 
im  Falle  des  verlängerten  resp.  abgeplatteten  Ellipsoides  im  Punkte 
Op  =  (r,  0,  xfj)  resp.  {q,  0,  y) 

yH  =  r2Ä27r[sin20  +  ^(3cos20-l)] 

+  |r(r-'-l)7rA-,[l+cos:iö-r:-,(3cosJ<9-l)]log^ii-2r''iÄ:i7rcos2<?J 

VM  =  r^27r[sin20-e2(3cos20-l)] 
-f  r(,r2  +  l)()J7r[l+cos2ö  +  e2(3cos2Ö-l)]arccotg^:-2e2l)27rcos;!Ö. 
Hieraus    ergeben    sich    sofort    die    bekannten   Sätze  über  die  An- 
ziehung, z.  B.  von  Schalen  die  durch  ähnliche  Ellipsoide  begrenzt 

r 
werden.      Setzt  man  -r-  für  r  und  dann  k  =  0,  so  entsteht  wieder 
h  ' 

die  bekannte  Formel  für  das  Potential  der  Kugel. 

§  36.  Wenn  nicht  mehr  die  Dichtigkeit  der  Masse  in  der  Schale, 
sondern  das  Potential  selbst  auf  den  begrenzenden  Ellipsoiden  ge- 
geben ist,  so  kann  man  es  in  dem  leeren  Räume  finden.    (Cf.  §  21.) 

1)  Die  Masse  möge  nach  aussen  (dem  unendlichen  Räume)  zu 
durch  ein  Rotationsellipsoid  r  =  x  begrenzt  sein;  der  auf  demselben 
gegebene  Werth  des  Potentials  sei  f(6,  \p).  Man  entwickelt  diese 
Function  in  eine  Reihe  von  Kugelfunctionen,  indem  man  setzt 

(a)  ...     f(0,y)=  Jl»; 

aus  (9)  erhält  man  als  Werth  von  V  eine  Reihe  von  Kugelfunctionen, 
deren  ntQB  Glied  für  r  =  r, 

i:'(/)^cos^-r-p^n)sin^)Pln)(cosö)a(n)(r), 

Heine,  Anwendungen  der  Kugelfunctionen.     '>.   Aull.  O 
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mit  \'"}  übereinstimmen  muss.    Bringt  mau  das  Letztere  nach  1.  B27 
u.  328,  (c)  u.  (f)  in  die  Form 

(b)  ...     IT00  =  J'C^cosy^  +  g^Bin^Pt^Ccosö), 
w  n  die  Constanten  g  und  g  bekannt,  nämlich  durch  die  Gleichungen 

(r)  .  .  .     g?  =  (-y&^r-J  I  '  f(0>  n>)W>  tp)*mObÖdip, 

U  0 

0        o 

ausgedrückt  sind,  so  wird  daher 

P«  =  J  J'C^cos^  +  g^sinv^^Ccos^)- 


Q?}(r) 

0(;°(r) 


2)  Ist  aber  /"(Ö,  */>)  der  Werth  des  Potentials  der  Schale  für 
die  Punkte  der  inneren  Begrenzung  —  sie  sei  durch  die  Gleichung 
r  =  x  bestimmt  —  so  giebt  (9,  a)  vermittelst  desselben  Verfahrens 


P(n)(r) 

Mau  zieht  hieraus,  ähnlich  wie  im  §  35,  den  Schluss,  dass  das  Po- 
tential Vt  eine  ganze  Function  der  rechtwinkligen  Coordinaten  von 
0  bleibt,  wenn  es  eine  solche  an  der  Oberfläche  ist. 

3)  Man  kann  auch  das  Potential  in  einem  leeren  Räume  be- 
trachten, der  durch  zwei  Ellipsoide  r  =  r0  und  r  =  r,  aus  einer 
Masse  herausgeschnitten  wird.  Die  Lösung  setzt  sich  aus  den 
beiden  vorhergehenden,  No.  1  u.  2,  durch  dasselbe  Verfahren  zu- 
sammen, welches  §  21  No.  3,  bei  der  Untersuchung  über  das  Po- 
tential der  Kugel,  angewandt  wurde. 

Ist  der  für  r  =  xQ  und  r  =  x}  gegebene  Werth  des  Potentials 
resp.  f0(ß,  xp)  und  f{(0,  t/>),  so  entwickele  man  f0  und  /",  nach  Kugel- 
functionen  in  die  Reihen 

n=Ü  n=0 

und  stelle  Y(0n)  durch  die  Formel  (b),  Y<p  durch  dieselbe  mit  den 
Constanten  b  und  b  statt  g  uud  g  dar.  Wie  g  und  g  nach  (c)  aus 
f,  so  werden  sie  jetzt  aus  f0,  und  b  und  b  aus  fx  gefunden.  Im  leeren 
Räume  (x  zwischen  den  Flächen  r  =  r0  und  r  =  x1  hat  mau  dann 

V,  =  Jl'P^Ccos^Kp^cos^  +  ü^sinv^P^Cr) 

+  (q[n)  cos  vxp  4-  qln)  sin  vxp) Q™  (r)\. 
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Dieser  Ausdruck  soll  für  r  =  r0  resp.  =  r,  in  f0  resp.  /",  über- 
gehen. Dadurch  sind  die  vier  Gruppen  vou  Coustauteu  p,  p,  q,  q 
bestimmt:  mau  fiudet  sie  aus  deu  Gleichungen 

P»,(r0)  +  i"'()i')(O  =  i,f)J 

P?)P?)(r1)+9?)(??)(r1)  =  6?,), 

pW)(r0)+q?)(??)(ro)  =  8?)J 
ö?)Piw)(r1)  +  q?)(??)(r1)  =  b?). 

Die  ziemlich  weitläufige  nach  der  Elimination  entstehende  Formel 
übergehe  ich  hier,  da  man  sofort  ihren  Charakter  erkennt  und  sie 
nur  geringes  Interesse  darbietet. 

§  37.  Die  Hauptaufgabe  in  der  Theorie  des  Potentials  2' 
des  §  22,  welche  im  §  23  für  die  Kugel  gelost  wurde,  findet  hier, 
mit  Hülfe  der  Ausdrücke  des  §  36  ihre  Lösung  für  das  Rotations- 
ellipsoid. 

Wir  haben  also  die  Function  v  aufzusuchen,  welche 
für  Punkte  0  auf  der  Grenzfläche  sich  in  f(ß,  xp)  verwan- 
delt und  im  ganzen  übrigen  Raum  den  Bedingungen  eines 
Flächenpotentials  genügt.  Eine  solche,  also  die  gesuchte 
Function  v,  ist  offenbar  die  obenstehende  Va  so  lange  wie  r  >  r  bleibt, 
und  ist  Vt  für  r  <  r. 

Wir  übergehen  hier  die  Aufgabe,  welche  auf  den  3.  Fall  des 
§  36  führt,  v  so  zu  bestimmen,  dass  diese  Function  sich  für  r  =  r0 
und  r  =  r,  in  gegebene  Functionen  verwandelt. 

Die  Dichtigkeit  %  der  Masse,  mit  welcher  man  die  Fläche 
r  =  r  zu  belegen  hat,  damit  v  als  ihr  Flächenpotential  angesehen 
werden  kann,  findet  man  (§  22,  S.  70)  mit  Hülfe  der  Differentiation 
des  Werthes  von  v  =  Va  in  einem  Punkte  der  Oberflächen  nach 
der  äusseren  (dn)  und  von  v  =  Vt  nach  der  inneren  Normalen 
(9^  =  —dn),  und  zwar  ist  (S.  106) 


\      r-1 

Ferner  folgt  aus  I,  (36)  nach  der  Methode  I.  137 


dQr}(r)   _     (n)        SP{;\r)  2»+l 

dr  Vv  i;         hr  '    r2-l    ' 


si.  dass  man  zur  Bestimmung  der  Dichtigkeit  x  die  Gleichung  erhält 

8* 
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Anli)fv-  —  1  |/r2— cos20.x 
£,  (g^cosyi/;  +  g^sinyyQP^CcoBfl) 
P     v)C>,"  (v) 

Dieses  Resultat  giebt  dieselbe  Beziehung,  welche  man  in  der  Aiim.  I 
zn  §  34  findet.     S.  u. 

Hei  spiel.     Man  findet  für  f(0,\p)  =  \,   Y"  =  1  und  daraus 

—  =  27rA|/rT^|/r2-cosatf.log-^tI 
x  °  r  — 1 

resp.  wenn  r  und  A  imaginär  sind 

L   =  27rlji/jra+l|fy3  +  cos80.arccotgjt. 

In  der  ersten  Anmerkung  zu  §  34  wurde  gezeigt,  wie  man  den  Aus- 
druck des  Potentials  v  findet,  wenn  x  bekannt  ist.  Hat  man  die 
Dichtigkeit  x  in  Punkten  (0,  xp)  in  eine  Reihe  von  Kugelfunctionen 
entwickelt 

x  ==  ^^'(a^cosvi/z-r-a^sinv^P^Ccosö), 
so  erhält  mau  für  den  inneren  Raum 


vt  =  47r/*)/r2  —  ly'x2  —  cos20 
•  i  ö-Vr-i'^cos^  +  a^sini^^^COO^CO^CcosÖ), 

wenn  Mr<Mr;  man  hat  aber  für  den  äusseren  Raum,  wenn  Mr>  Mv 
ist,  unter  dem  Summenzeichen  r  mit  r  zu  vertauschen. 

Die  Lösung  dieser  Aufgabe  verbinden  wir  mit  der  des  §  34, 
und  suchen,  ähnlich  wie  es  im  §  24  geschah,  die  Dichtigkeit  x 
der  idealen  Belegung  der  Grenzfläche  mit  Masse  auf, 
welche  für  den  leeren  Raum  dasselbe  Potential  giebt,  wie 
die  wirkliche  Massenvertheilung  im  Innern  k[a,  b,  c].  Dazu 
machen  wir  in  (9)  und  (9,  o)  die  Veränderliche  r  gleich  r  resp.  gleich 
r0  und  rx;  der  entstehende  Ausdruck  ist  gleich  f(ß,  xp)  zu  setzen, 
und  die  Formel  dieses  Paragraphen  für  x  giebt  die  gesuchte  Dichtig- 
keit der  idealen  Belegung.  Diese  wird  demnach  durch  die  Glei- 
chung ausgedrückt 

x^r2—  l}/r2—  cos20  =  hl    dsl    (s2  —  cos'-'^sin^dq/     Ak(s,tj,ü))dw, 

wenn  man  für  den  Fall ,  dass  das  Potential  in  dem  Räume  r  >  r0 
durch  die  Flächenbelegung  auf  r  =  r0  erzeugt  werden  soll,  setzt 
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'y   O'iJ 


M=ll 


über   wenn   man    das    Potential    in    dem    Räume  r  <.  r,    durch    die 
Flächeiibelegung  von  /•  =  r,   erzeugen  soll 

A  =  i-^±li'(_l)'  a^pWCcos^Ccosfl)  ^(g)  eo8<w-^> 

Den  dritten  Fall,  in  welchem  die  beiden  Flächen  /•  =  r0  und 
r  —  r,  so  mit  Masse  belegt  werden  sollen,  dass  sie  im  äusseren 
und  inneren  Räume  {a,  i,  aber  nicht  /u)  dieselbe  Wirkung  hervor- 
bringen wie  die  gegebene  Masse  von  der  Dichtigkeit  k  in  der  Schale, 
übergehe  ich,  indem  seine  Behandlung  keine  neue  Schwierigkeit 
darbietet  und  die  Formeln  ziemlich  complicirt  werden. 

Beispiel.  Man  findet  im  äusseren  Räume  dasselbe  Potential, 
welches  ein  volles  homogenes  Rotationsellipsoid  mit  einer  Masse 
von  der  Dichtigkeit  k  =  1  hervorbringt,  wenn  man  die  Masse  über 
seine  Oberfläche  so  vertheilt,  dass  die  Dichtigkeit  im  Punkte  (r,  6,  \p) 
derselben  (die  selbstverständlich  unabhängig  von  ip  ist)  wird 

fer]/r2— ijx2— cos2fl 

§  38.  Wir  suchen  jetzt  die  Function  v  des  §  37  durch  eine 
zweite  Methode  auf,  nämlich  durch  die  Methode,  über  deren  Be- 
deutung im  §  26  gehandelt  wurde,  vermittelst  deren  in  der  That 
für  die  Aufgabe  über  das  Rotationsellipsoid  die  Lösung  zuerst  in  der 
einfachen  oben  angegebenen  Form  gefunden  wurde  *).  Wir  werden 
also  v  durch  Integration  der  Gleichung  Jy  =  0  ermitteln,  und  suchen 
das  Integral  v  auf,  welches  mit  seinen  ersten  Differentialquotienten 
überall,  resp.  bis  an  eine  Fläche  r  =  r,  den  oft  erwähnten  Bedin- 
gungen der  Stetigkeit  genügt  und  sich  für  r  =  v  in  die  gegebene 
Function  f(0,  \p)  verwandelt.  Endlich  behandeln  wir  den  Fall,  dass 
auch  v  auf  einer  zweiten  Fläche  r  =  r,  gegeben  wird. 

Zunächst  führt  man  in  die  Gleichung  Jv  =  0  statt  der  recht- 
winkligen Coordinaten  x,  y,  z  die  neuen  r,  0,  xfj  des  §  32  ein.  Sie 
geht  dann  über  in 

nc\\  &  (,  8     n3y\  ,      1      ö  /  .    _öv\  ,    (ra— cos-0)  ösv 

(10)...    ^((r  -DäTJ+aögg  CSln9gfl)+(r--l)Bin4  äp=ft 

*)  Crolle,  Journal  f.  Math.  Bd.  26,  S.  185—216:  Ueber  einige  Aufgaben, 
welche  auf  partielle  Differentialgleichungen   führen. 
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Diese  I  mformung  gestaltet  sich  ziemlich  einfach  Dach  der  dritten  Methode 
des  §  71  in  I.  3(i7  it.  I.  Der  Ausdruck  für  <l.ts  Quadrat  des  Linienelements 
in  den  Goordinaten  liu  das  Rotationsellipsoid,  der  schon  am  Anlange  des  g  ii'i 
gegeben  ist  (dort  da'--\-db'~-\-da  oder  dn?-\-doa-\-dpr), 

dx'.\-dy9+  d*8  =  h*\r  7^°|  0dr*+(r*—co89d)ddi+(r*—l)smiOdip*\ 

verglichen  mit  der  an  jener  Stelle  (1.  308)  gegebenen  Form 

dxa+dy*+d&'  =  gW+SR'^+BW, 
giebt 

dl  =  h  dr,     df.i  =  kdO,     dv  =  hdxp, 

S8  =  ^^d  ,     2R8  =  (r8-cos80),     9U9  =  (r8-i)sin8ö; 

das  Einsetzen  in  die  dort  (irrthümlich  statt  mit  (/*))  mit  (g)  bezeichnete  Liii— 
ferentialgleichung  liefert  sofort  die  oheu  angegebene  Form  (10). 

Wir  haben  von  (10)  eine  mit  ihren  ersten  Differentitil<[iiotienten 
continuirliche  Lösung  1)  für  r  >  r  und  2)  für  r  <  r  aufzusuchen. 
Die  erste  bezieht  sich  auf  v„,  die  zweite  auf  vt. 

Dazu  entwickele  man  v  im  ersten  und  ebenso  im  zweiten 
Kaume  nach  Kugelfunctionen  in  Bezug  auf  0  und  xp.  Die  Ent- 
wicklung sei 

v  =  J?  ZW. 

Dieser  Ausdruck  wird  in  (10)  eingesetzt;  reducirt  man  dann  ver- 
mittelst der  Differentialgleichung  I.  309,  (51)  der  Kugelfunctionen, 
so  entsteht 

-     d    /  dZW\  1        d2ZW 

Das  nte  Glied  dieser  unendlichen,  unter  dem  Summenzeichen  stehen- 
den Reihe  ist  wiederum  eine  Kugelfunction  nach  0  und  xp.  Denn 
eine  Kugelfunction  ZW  ist  von  der  Form 

(b)  ...  ZW  =  £'(uvQOüv\p  -f  tt,sin*?//)P[:0(costf), 
wenn  u  und  xt  Constante  nach  xp  und  d,  hier  also  Functionen  nur 
von  r  bedeuten.  Dieselbe  Form  behält  ZW  nach  Differentiation  iu 
Bezug  auf  xp  oder  r,  von  denen  die  erstere  nur  die  Cosinus  und 
Sinus  der  Vielfachen  von  xp,  die  zweite  nur  die  Constanten  u  und 
u  berührt.  Da  die  Kugelfunctionen  auch  nach  Multiplication  mit 
Constanten  diesen  Character  behalten,  auch  die  Summe  von  Kugel- 
functionen eine  Kugelfunction  bleibt,  so  ist  die  obige  Behauptung 
gerechtfertigt:  Wird  die  Summe  von  Kugelfunctionen  verschiedenen 
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Grades  Null,  so  muss  jedes  Glied  von  eiiieni  bestimmten  Grade  für 
sich  Null  sein.  Daher  erhält  mau  eine  Gleichung  für  jedes  Glied 
ZW  selbst,  wenn  man  das  Summenzeichen  in  (a)  fortlässt. 

In  die  dadurch  entstehende  partielle  Differentialgleichung  zwi- 
schen Z("\  r  und  \p  setzt  man  den  Werth  von  ZW  aus  (6)  ein. 
Dadurch  zeigt  sich  sofort,  dass  die  Summe  zweier  Ausdrücke  Null 
sei,  nämlich  des  Ausdrucks 

i'^(cos0)cos^[(rM^ 

vermehrt  um  einen  Ausdruck,  welcher  aus  diesem  durch  Ver- 
tauschung von  cos vip  mit  sinvijj  und  gleichzeitig  von  u  mit  u  ent- 
steht. Diese  in  Bezug  auf  xp  trigonometrische  Reihe  kann  nur  Null 
sein,  wenn  jedes  Glied  für  sich  Null  ist.  Daher  muss  sowohl  uv 
als  it,,,  für  y  gesetzt,  der  Differentialgleichung  genügen 

Dies  ist  aber  die  Gleich.  I,  (36);  ihre  Lösungen  sind  die  Zugeord- 
neten Pyl)(r)  und  Q(y\r),  so  dass  sowohl  u  als  u  nur  lineare  Ver- 
bindungen dieser  Zugeordneten  werden  können.  Bezeichnen  p,  q, 
p,  q  numerische  Constanten,  die  auch  von  n  und  v  abhängen 
können,  so  hat  man  also 

uy  =  p™P?\r)+q?Q™(r), 

Uy=ü?)P?)(r)+q?)(??)(r), 
und  man  findet  für  Z  den  Ausdruck 

(c)  . . .     ZW  =  J£'(p?)co8vif>+$hmvxp)Pvn\cofid)Pv"Xr) 

+jt'(q?  coavip  +  q^sin^i^P^Ccos^Q^CO- 
Wir  haben   nun   zu   unterscheiden ,  ob  v  für  den  Raum  r  >  r 
oder  für  r  <  r  dargestellt  werden  soll. 

1)  Man  sucht  v  im  Räume  r  >  r.  Da  v,  also  auch  jede  von 
den  Functionen  ZW  für  sich,  im  Unendlichen  verschwinden  soll, 
während  doch  P(r)  für  r  =  oo  nicht  Null  wird,  so  müssen  die  Con- 
stanten p  und  p  gleich  Null  gesetzt  werden.  Man  hat  also  für  Z 
die  Form 

ZW  =  (q^GO8vtp  +  q^)&mvxfß)Pil\eo9  0)Q(y)(r), 

d.  i.  dieselbe  Form,    welche   im  §  36,   1.  Fall,   zu  Grunde  gelegt 
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wurde.      Indem    man    von   hier   an  genau  dem    dort    angegebenen 
Verfahren  folgt,  erhält  mau  für  v  den  dortigen  Ausdruck   Va. 

'1)  Man  sucht  v  im  Räume  r  <c  r.  In  diesem  Falle  hat  man 
7  und  q  gleich  Null  zu  setzen,  so  dass  Z  die  Form  hat 

ZW  =  J5"(pS,n)eosi^  +  p^sinv^P^CcosÖ)^,"^/-). 
Ist  das  Verschwinden  von  q  und  q  einmal  nachgewiesen,  was  unten, 
in  diesem  Paragraphen,  geschieht,  so  ergiebt  sich  v  unmittelbar, 
und  zwar  als  der  Werth   Vt  im  §  36,  2.  Fall. 

Stellen  wir  die  gewonnenen  Resultate  zusammen,  so 
erhalten  wir:  Die  Function  v,  welche  der  Gleich.  Jv  =  0, 
ferner  den  bekannten  Bedingungen  der  Endlichkeit  und 
Stetigkeit  genügt,    und  für  r  —  x  in  f{0,\p)  übergeht,   lässt 

sich   in    eine   Reihe    von    Kugelfuuctiouen    v  =  j?  ZW    ent- 
rann 

wickeln,  wo 

ZW  =  i'C^cos^  +  g^sin^P^CcosÖ)^^,     (,•  >  r), 

Qy  (r) 

ZW  =  i'C^cos^  +  gWsin^Pl'^cosö)-^^-,     (,-  <  r), 

Py  (r) 

wenn  g  und  g  die  bei  der  Entwickelung  der  gegebenen 
Function  f(0,ip)  nach  Kugelfunctioneu  auftretenden  Con- 
stanten bezeichnen.  Es  sei  daran  erinnert,  dass  diese  Constauten 
durch  die  Gleichung  gefunden  werden 

</vn)  cos  vxp  -j-  gfy  sin  v\p 

=  (-1/aW  2n^lfnp{:\M*ri)m\rjdr)J,':if{r},  u))coBv(ip-io)d(o. 

0  ii 

Bei  der  hier  gelösten  Aufgabe  war  das  Potential  v  auf  einer 
einzigen  Fläche  vorgeschrieben;  ist  aber  nicht  nur  als  Werth 
des  Potentials  v  für  r  =  r0  die  Function  f0(0,  uv),  sondern  auch  für 
/■  =  x1  eine  zweite  /',(^  V)  vorgeschrieben,  so  zeigt  §  36,  3.  Fall  so 
fort,  welchen  Werth  v  ausserhalb  der  beiden  Flächen  besitzt.  Im 
Räume  r  >  r  wird  er  durch  den  ersten  der  beiden  oben  stehenden 
Ausdrücke  gegeben;  im  Räume  r  <  r,  durch,  den  zweiten  (wenn 
man  r  mit  r0  resp.  r, ,  f  mit  fa  resp.  /",  vertauscht).  Im  Räume 
r,  <C  r  <  rn  endlich  hat  man  für  v  den  Werth  von  V(Jli  welcher 
sich  auf  den  3.  Fall  des  §  36  bezieht,  zu  nehmen.  Wie  man 
in  dem  vorliegenden  Falle,  durch  Differentiation  von  Va,   V^  und  V, 


^i^iMHa^HlMI 
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nach  der  Normalen,  auf  je  einer  der  beiden  Flachen  r  =  r„  und 
r  =  r, ,  die  Massenbelegung  derselben  findet,  deren  Potential  eine 
solche  Function  v  giebt,  ersieht  man  aus  §  23.     Mau  vergl.  §  37. 

Noch  bleibt  nachzuweisen,  dass  im  Falle  2)  dieses  Paragraphen 
die  Constanten  q  und  q  gleich  Null  zu  setzen  sind.  Im  Falle  eines 
verlängerten  Ellipsoides  ist  der  Nachweis  unmittelbar  aus  dem  Aus- 
druck von  Z  selbst  zu  führen,  da  man  in  diesem  Falle  r  =  1 
setzen  darf.  In  den  Punkten  r  =  1,  d.  i.  der  Rotationsaxe,  muss 
v  und  Z  noch  endlich  bleiben,  was  nicht  der  Fall  sein  könnte, 
wenn  die  Functionen  Q(v\r),  welche  für  r  =  1  unendlich  werden, 
nicht  aus  dem  Ausdruck  (c)  herausfallen,  d.  i.  wenn  die  q  und  q  in 
demselben  nicht  gleich  Null  gesetzt  werden.  Bei  einem  abgeplatteten 
Ellipsoid  erhält  aber  r  nie  den  Werth  1,  sondern  nimmt  nur  die 
rein  imaginären  Werthe  von  0  bis  «je  ein. 

Das  Verschwinden  der  erwähnten  Constanten  folgt  aber  in 
diesem  Falle  aus  der  Bedingung,  dass  die  Differentialquotienten 
von  v  nach  jeder  Richtung  (hier  genügen  die  zwei  Richtungen  du 
und  <9o),  für  alle  Werthe,  die  r  und  6  annimmt,  endlich  bleiben 
sollen.     Würden  die  Constanten  q  und  q  in  (c)  nicht  Null  sein,  so 

würden  in  -^—  und  -~—  resp.  die  Glieder  vorkommen 
an  oo 


p 


v  '  rir         I  r- — r>,ns-0  v  J 


dr        1  r*—  cos30'     v"  w  80  j/r2— cos20  ' 

wo  v  die  Werthe  von  o  bis  n  und  n  von  o  bis  oo  annimmt.  Ist 
erstens  n  —  v  gerade,  so  wird  der  erste  Ausdruck  in  Punkten 
r  =  0,  6  =  \n  unendlich.  Denn  in  diesem  Falle  enthält  P^(cosö) 
ein  von  cosö  unabhängiges,  Glied  wird  also,  durch  cosft  dividirt, 
für  0  =  \n  unendlich,  während  dQ^-.dr  für  r  =  0  von  Null  ver- 
schieden bleibt.  Denn  für  die  Q  gilt  eine  ähnliche  Gleichung  wie 
die  I.  259  für  die  P  abgeleitete  (Z.  15  v.  o. ,  in  der  man  aber  auf 
der  linken  Seite  2.}/x2  —  1  statt  |Ar2  —  1  setzen  muss),  nämlich 

_.2,/-Z_l^^)  =  («+,  +  l)0ft1(«)+(»-,:f-l)0W1(ar> 

Die  rechte  Seite  wird  für  x  =.  0  nicht  Null,  da  man  hat  (n  —  v  ist 
gerade !) 

<?<*>(<>)  =  (-*>" TT.  («  +  £) 


2A...(n  +  v).2A...(n-v) 
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Ist  z,\\  citrus  n  —  v  ungerade,  so  setze  mau  iu  eleu  obeu  ange- 
gebenen Gliedern  von  dv :  do  für  r  und  0  resp.  o  und  In.  Der 
Differentialquotient  von  Py  (cos0)  nach  0  verschwinde!  nicht. 
Demi  uach  I.  250  erhält  man  für  0  =  \n 

0.ÖPy'   (COSÖ)  .      („)     ,   v    ,    ,  .jJn)     ,    >. 

— 2i  -    ^        =(»  +  »)  *>- 1 0)  4-  O  -  v)  nU  0) 

und  nach  1.207,  da  n—  v  —  1  gerade  ist, 

P(«)  ^  _  ■„   1.3...(n  +  y).1.3...(n-y-2) 
*Wi(<»  -  *  -  1.3...(2n-l) 

Folglich  ist  der  Dift'erentialquotient  gleich 

2.B_1.3...(n  +  r).1.3...(«-V) 


1.3.5..  .(2»-l)  ' 

und  wird  mit  Q; ,  (r)  multiplicirt  und  durch  cosö  dividirt  für  /•  =  0, 
0  =  \n,  unendlich. 

Um  die  Convergenz  der  Reihe  der  Z,  iu  welche  v  auf 
S.  120  entwickelt  wurde,  nachweisen  zu  können,  beachte  man 
erstens  den  einen  Factor  des  *te"  Gliedes,  das  Aggregat 

(g$*  cos  vxu  +  fliB)sin  vifj)  K'°(cos  0). 
Dieses  besteht  aus  zwei  ähnlich  gebildeten  Theilen;  der  eine  ist 

2w  4- 1  rn  f2n 

—j /     sin  t]  dt]  I      f(7],  w)  PW  (cos  y)  cos  vio  d to 

o  o 

und  bleibt  kleiner  als  das  Produkt  von  2m +  1  mit  dem  grössteu 
Werthe  von  f(0,  %p)  auf  der  Fläche  r  =  r.  Dasselbe  gilt  vom 
zweiten  Theile  des  Aggregates. 

Der  ungefähre  Werth  des  zweiten  Factors,  welcher  das  eine 
Mal  der  Quotient  zweier  Kugelfunctionen  erster  Art,  das  andere 
Mal  von  solchen  zweiter  Art  ist,  lässt  sich  gleichfalls  in  einfacher 
Art  angeben,  wie  wir  hier  zeigen.  Setzt  man  die  Werthe,  welche 
man  hier  findet,  ein,  so  ist  sofort  klar,  dass  die  eine  Reihe  con- 
vergirt,  wenn  r  <  r,  die  andere,  wenn  r  >  r. 

Um  den  ungefähren  Werth  von  P(r)  :  P(r)  zu  finden,  geht  man 
nunmehr  von  I.  258  (a)  aus.     Man  findet  daselbst 

(n  +  v~l)PÜ2(r)  =  2<>ZJ>  ^(r)  +  (n  -  » -f  l)P?>(r). 
I  ■/•■  —  1 

Wir  nehmen,  des  bequemereu  Ausdrucks  halber,  an,  dass  r  uud  r 

reell,  also  grösser  als  1  seien,  und  führen  für  den  Quotienten  zweier 
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Functionen  P  die  Buchstaben  q  und  q  ein,  indem  wir  setzen 

/>/»  =  q,K(r),    Hl.Cr)  -  q„/*°(r). 
Aus  der  vorstehenden  Recursionsfürmel  folgt  die  Gleichung 
r  t.  2(v-l)r        (n-v+1) 

)■/•-— 1  </" 

und  hieraus  ergeben  sich  die  beiden  Recursionsformeln 

(»+,-i)J^EL4r_1  =  2(,-i)+-&=^>-, 

f9* 


— r-* 

Mau  hat  nun  zunächst 

r 

*■  =     /T— r  ' 
V»-—  1 

also 

l/r2— 1  i/r2— 1  r  r 

— -«.  =  -^~  q„       -yp^-*  >   y^  '/- 

Hieraus  folgen,  mit  Hülfe  der  beiden  Relationen  zwischen  qv  und 
qv-i,  zunächst  für  v  =  w  —  1  die  Ungleichheiten 

j/r2— 1  l/r2— 1  r  r 

r  i  fr-  —  1  yx'  —  l 

dann  aber,  durch  wiederholte  Anwendung  der  beiden  Recursions- 
formeln, dieselben  Ungleichheiten  für  jedes  v.  Aus  denselben  ergiebt 
sich  unmittelbar 

r   j/T^T    P(;l(r)  P(;\r)  r  JY^l     PJj^r) 

r   V  r>_l     pWi(r)      ■    P(n)(xy        r   r   r8-l    PWl(r) 

Berücksichtigt  man,  dass  P^\r)  =  (ra— 1)  ,  so  wird  daher 


Um  schliesslich  die  Convergenz  der  Reihe  zeigen  zu  können, 
deren   allgemeines  Glied  Z<"")  ist,    multiplicirt    man   das   eben    ge- 
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wonnene  Resultat  mit  demjenigen,  welches  sich  oben  für  jede*  Glied 

ergeben  hatte.  Nach  demselben  ist  das  vu  von  denw  +  1  Gliedern 
von  Z  ,  die  v,  angehören,  kleiner  als  (2m  j  1),  multiplicirt  mit  dem 
doppelten  grössten  Werthe  von  f(0,ip)  und  ausserdem  mit  dem  Ver- 
hältnisse P^OO-.P':'^  d.  h.  Z(n)  ist  kleiner  als 

wenn  /ti  jenen  grössten  Wertb  von  f  bezeichnet.  Für  v— <)  hat 
man  aber  die  Hälfte  zu  nehmen.     Daher  ist 

Hieraus  folgt,  dass  die  Reihe  der  ZW  couvergirt. 

Aehnliche  Resultate  erhält  mau  für  die  Z  welche  va  angehören 
und  für  den  Fall  eines  imaginären  r. 

§  39.  Die  Methode  des  vorigen  Paragraphen  ist  auch  insofern 
von  Wichtigkeit,  als  sich  durch  dieselbe  die  grundlegende  Entwicke- 
lung  (7)  von  T  in  eine  Reihe  gleichfalls  auffinden  lässt.  Man  konnte 
daher  den  umgekehrten  Weg  einschlagen,  nämlich  mit  der  Lösung 
der  Aufgabe  des  §  38  beginnen,  und  mit  dem  Aufsuchen  von  T 
schliesseri. 

Man  nehme,  um  (7)  nochmals,  nämlich  im  Sinne  dieser  Methode, 
zu  beweisen,  wiederum  an,  es  sei  s  <  r  und  r  >  r.  Die  Function  T 
genügt  nicht  nur  der  partiellen  Differentialgleichung  (10)  sondern 
auch  der,  welche  aus  ihr  durch  Vertauschung  von  r  mit  s,  oder 
von  xp  mit  10  oder  mit  xp —  <d,  oder  endlich  von  6  mit  r\  entsteht. 
Entwickelt  man  T  in  eine  Reihe  von  Kugelfunctionen  ZW  in  Bezug 
auf  0  und  xp,  so  ist  zunächst  aus  §  38,  c  klar,  dass  das  vu  Glied 
in  ZW  die  Form  haben  muss 

[gv  cos  v(#  -  üi)  +  g„  sin  v (xp  -  ©)]  Pw  (cos  0) f*0 (cos rf) P<"} (s) Qw (/•), 
wo  g  und  g  numerische  Constante  sind.  Die  letztere  ist  aber  Null, 
da  T  seinen  Werth  nicht  ändert,  wenn  man  xp  —  to  mit  to  —  xp  ver- 
tauscht. Es  bleibt  nur  noch  übrig  g  zu  bestimmen.  Dazu  setzt 
man  ör  und  ds  für  r  und  s,  wenn  ö  einen  beliebigen  Factor  be- 
zeichnet.    Alsdann  wird 

ÖT  =  J  Jk'dgvP?\eo80)P(?\co8tiP{?\ds)Q(?\dr)GOBv(tp-o}). 

n—0  y—0 
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Lässt  mau  ö  in's  Unendliche  wachsen,  so  wird  die  linke  Seite 
—  •  (r2  —  2rs  cos  y  +  sQ)~  *, 

während  auf  der  rechten  dP(,n\ds)Q(y)(ör)  sich  in  sn:rn+1  verwandelt. 
Es  muss  daher  g  so  bestimmt  werden,  dass  man  hat 

P(n)(cos7)  =  äJ  gvPin\eos6)Pil\GOBtj)Gosv(iU-o}\ 

Dies  giebt  nach  I.  (52)  für  g,   in  Uebereinstimmung  mit  (7),   die 
Gleichung 

hgr  =  (-l/of». 

§40.  Wir  suchen  nun  die  Green'sche  Function  für  das 
Rotationsellipsoid  auf  (M.  vergl.  §  30,  vorzugsweise  den  Schluss 
jenes  Paragraphen). 

Der  Pol  (s,  rj,  co)  liege  erstens  im  äusseren  Räume,  so 
dass  s  >  r  ist.  Man  sucht  also  die  Function  G(a,  x)  von  den 
Coordinaten  r,  6,  xp  des  Punktes  Oa,  wo  r>  r  ist  (da  sich  Oa  mit 
dem  Pole  in  demselben  Theile  des  Raumes  befinden  soll),  die  sich 
in  die  Reciproke  der  Entfernung  des  Punktes  Oa  vom  festen  Pole 
(s,  rj,  w)  verwandelt,  wenn  Oa  auf  die  Begrenzung  rückt  (r  =  r). 

Diese  Function  G  muss,  da  sie  ein  Flächenpotential  in  dem 
Räume  ist,  in  welchem  r  >  r  bleibt,  (§  38,  1)  die  Form  haben 


G(a,x)  =  Z  ^(^cos^  +  q^sin^P^Ccosö)^^). 


Sie  muss  sich  für  r  =  r  iu  T(a,  xc)  verwandeln;  diese  Function  giebt 
aber  nach  (7),  da  hier  s  grösser  als  r  bleibt,  eine  Reihe,  deren 
ntes  Glied  ist 

Die  Vergleichung  dieser  Reihe  mit  der  obigen  für  G(a,  #),  wenn 
man  in  letzterer  r  =  x  macht,  liefert  die  Werthe  der  Constanten 
q  und  q.  Setzt  man  diese  in  G(a,  x)  ein,  so  findet  man  als  fertigen 
Ausdruck  der  Green'schen  Function,  für  den  Pol  (s,7],w), 
im  Punkte  (r,0,\p),  wo  r  >  r  und  s>r  ist, 

G(a,x)  =  ±££(-iya.P(Gosd)P(cozV)P(T)Q(s)^cosv(ifj-to), 

wenn  den  Buchstaben  a,  P,  Q  die  oberen  Indices  n,  die  unteren  v 
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gegeben  werden.  Dieselbe  Abkürzung  wenden  wir  auch  im  Fol- 
genden an,  wenn  ein  Missverstäuduiss  unmöglich  ist. 

Will  man  die  in  (6)  auftretende  Dichtigkeit  xt  aufsuchen, 
so  hat  man  den  Ausdruck  T—  6?  nach  der  äusseren  Normalen  (S.  106) 

dn  =  Äd/-(r2-cos20>(r2-l)-* 

zu  ditferentiiren ,  und  dann  r  =  r  zu  setzen  (§  29).  Dieser  Diffe- 
rential« luotient  reducirt  sich  wesentlich,  indem  sich  das  zweite,  aus 
G  entstehende  Glied  gegen  einen  Theil  des  ersten,  aus  T  hervor- 
gehenden, forthebt.  Das  in  G  vorkommende  Glied  P(r) ()(/•)  giebt 
nämlich,  wenn  die  Differentiation  nach  r  ausgeführt  ist,  für  r  =  r, 
nach  S.  115, 

P(r)(?'(r)  =  ---^i-f-(?(r)P'Cr). 

Dadurch  zerfällt  das  ganze  erste  Aggregat  in  zwei  Theile;  der, 
welcher  aus  dem  obigen  Gliede  mit  positivem  Vorzeichen  entsteht, 
hebt  sich  gegen  —dT:8n,  und  man  findet  als  Resultat 


Kc.lV-ljV-cos'tf 


w=U 


Nach  (6)  erhält  man  hieraus  sofort  das  Potential  v  im  Punkte 
(s,r),  w),  wenn  es  in  Punkten  der  Fläche  (v,6,ip)  gegeben,  gleich 
f(0,  i/>)  ist,  indem  man  für  das  Flächenelement  do  das  Produkt  der 
Normalen  (S.  106)  do.dp  setzt;  in  Uebereinstimmuug  mit  §36,  1, 
findet  man  nämlich 

Vß    =    2—A 

. J '(- l)"ai>(cos j?)  WkT'f^K9»  '/>) PCC0S Ö) eos vOp—(o)»mddddti> 

^   '   0  0 

als  Potential  im  Pole  (s,  77,  w). 

Ist  zweitens  der  Pol  (s,  rt,  w)  ein  innerer  Punkt  (s  <  r), 
so  findet  man  aus  den  im  ersten  Falle  gewonnenen  Formeln  die 
diesem  zweiten  Falle  entsprechenden,  wenn  man  die  Buchstaben  P 
und  Q,  welche  sich  auf  r,  s,  x  beziehen,  in  Q  resp.  P  umändert,  so 
dass  man  z.  B.  erhält 

G{a,x)  =  ~  i 2X-\yaP(msd)P(co$rJ)Q(T)P(s)I^Cosv(ip-ü>). 
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Auch  die  Function  r  (§  29,  S.  92)  lässt  sieb  in  ähnlicher  Art 
bestimmen.  Ist  der  feste  Pol  (s,  rj,  w)  ein  äusserer,  so  hat  T  die- 
selbe allgemeine  Form  wie  oben  G.  Man  ermittelt  in  derselben 
die  Coefiicienten  q  und  q  durch  die  Bedingung,  dass  der  Differential- 
quotient von  T—r  nach  r  für  r  —  x  Null  sein  soll.  Dadurch  er- 
hält man  zunächst 

hr(a,x0)  =  S2C-lYaP(G08d')P((iOSti)Q(r)Q(s)^^-GOBv(y,~(o) 

und  wenn  man  reducirt 

r(a,  xc)  —  T(a,  xc) 

Die  Function  v,  deren  Differentialquotient  nach  r  an  der  Begren- 
zung gegeben,  gleich  f(ß,  ip)  ist,  wird  also  (S.  94)  im  Punkte 
(s,  tj,  to)  ausgedrückt  durch 

•  2w-fl 

n=0       47T 

•J:'(-l)VfP(cos^)^^y'Vi"7l/,(<9,^)P(cosö)cosv(V'-ft>)sinö^ö^. 

§  41.  Es  ist  bisher  nicht  gelungen,  solche  Reihen  wie  die  des 
§  38  für  v,  oder  wie  die  des  vorigen  Paragraphen  für  G  und  x0,  etwa 
durch  bestimmte  Integrale  oder  ihre  Umkehrung  zu  summiren,  so 
lange  r  allgemein  bleibt.  Ich  habe  über  diesen  Gegenstand  bereits 
im  §  21  gehandelt,  S.  58  und  mehrfach  auf  die  Analogie  der  hier 
vorkommenden  Reihen  mit  der  Reihe 

ismx        isin3a;         isinörr 


siniy         sin3i?/         sinöi?/ 

hingewiesen,  welche  durch 

kK     .  2Kx 

sin  am 


n  n 

summirt  wird,  wenn  K  und  k  aus  y  durch  die  Gleichung  yK  =  \nK' 
bestimmt  werden,  d.  i.  wo  man  q  gleich  e~2'->  zu  setzen  hat.  In 
dem  Grenzfalle,  wenn  nämlich  die  kleinere  Axe  eines  abgeplatteten 
Ellipsoides  Null  wird  (r  =  0),  das  Ellipsoid  also  in  einen  Kreis 
übergeht,  lassen  sich  indessen  derartige  Summationen  ausführen. 

Wir  beschäftigen  uns  hier  mit  einem  solchen  Falle,  und  zwar 
mit  der  Reduction  der  Formel  des   §38,   suchen  also   das   Po- 
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tential  eines  mit  Masse  belegten  Kreises  in  dem  Punkte  0 
ausserhalb  desselben  auf,  wenn  es  in  allen  Punkten  0  der 
Kreisfläche  gegeben  (gleich  f(0,  xp))  ist. 

Nach  der  im  §  32  gewählten  Bezeichnung  ist  der  Radius  des 
Kreises  f);  sein  Mittelpunkt  ist  der  Anfangspunkt  unseres  recht- 
winkligen Coordinatensystems,  seine  Ebene  die  Ebene  YZ.  Um 
die  Formeln  ein  wenig  zu  vereinfachen,  ändern  wir  die  Längen- 
einheit, indem  wir  den  Radius  t)  gleich  1  setzen;  der  Werth,  wel- 
chen wir  nunmehr  für  das  Potential  im  Punkte  [x,  y,  z]  finden ,  ist 
daher  derselbe,  welchen  das  Potential,  ehe  die  Einheit  geändert 
war,  im  Punkte  [fyr,  %,  t)z]  besass.  Die  rechtwinkligen  Coordinatcn 
eines  Punktes  0  im  Räume  sind  nunmehr 


x  =  q  cos  0,     y  —  )/q2  -f- 1  sin  0  cos  xp,     z  =  Vp8  + 1  sin  0  sin  xp, 
die  eines  Punktes  der  Kreisfläche 

a  —  0,     b  =  sin  tj  cos  w,     c  =  smrj  sin  w. 

Da  tj  sämmtliche  Werthe  von  0  bis  n  durchläuft,  so  wird  jeder 
Punkt  des  Kreises  zweimal  erhalten,  einmal  als  Grenze  von  Punkten 
auf  der  positiven  Seite  des  Kreises,  einmal  von  solchen  auf  der 
negativen  Seite;  denn  den  Coordinaten  rj  entsprechen  dieselben  b 
und  c  wie  den  Coordinaten  n  —  t]. 

Nach  §  38  ist  das  gesuchte  Potential  im  Punkte  0 

smrjdrjt       f{rj,  a))Sda), 

0  '  ii 

wenn  gesetzt  wird  (wie  oben  xp  —  io  —  tp  und) 

n—O 

S(n)  =   2w+1  J?'(-iyaP(coBfl)P(coBq)-^^co8yy. 

47T  \r\y) 

Die  Ausführung  der  Summation  gelingt  in  Folge  des  Umstandes, 
dass*)  statt  des  Bruches  1  :  0[n)(O)  die  Function  @H-i(0)  in  den 
Zähler  eingeführt,  und  diese  wiederum  durch  den  Differcntial- 
quotienten  von  Q{y\a)  nach  o  ersetzt  wurde.  Man  hat  nämlich 
(M.  vergl.  1,(38)) 

„M/m  _  _1?L fl(2ii  +  l) 

Vv  w     "   Qtfp+i     nnll%{n  +  v)n%(n-v)   ' 

:;:)    Monatsbericht  der  K.   Akademie  der  Wissensch.  zu  Berlin,    1854,  S   566. 
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woraus  sich  unmittelbar  ergiebt 

Q,    (P)Qr+l(0)   -   {        1)  •|I(li+J,+1)n(|I_„)-2- 

Ferner  hat  man  eine  Gleichung,   welche  der  Gleich,  (d)  in  I.  259, 
die  sich  auf  die  P  bezieht,  entspricht: 

Aus  ihr  folgt  für  x  =  ia  und  a  =  0 

(*4-»  +  l)QS+i(0)=-  30jj(«0     für    a  =  0. 

Hierdurch  verwandelt  sich  S(n)  in  den  Differentialquotienten  nach 
o  für  <t  =  0  des  folgenden  Ausdrucks: 

Ich  zeige,  dass  die  Summation  sich  ausführen  lässt  und  dass  man 
findet  (M.  vergl.  §  33,  S.  103) 


1      f 

4n2J 


2  ©(*> 

n=0 

du 


pa+cosM/j^+l  |/a2+l-[cosöcos^+sinösin^cos(qp+m)] 

Man  hat  nämlich  nach  I.  231 ,  (39,  a),  wenn  /  irgend  einen  Bogen 
zwischen  0  und  \pu  hezeichnet,  xp0  zwischen  0  und  n  liegt  und  zwar  nach 
I.  169  durch  die  Gleichung 


Vo   =   ~ 


COSUT     = 


bestimmt  wird, 

/cosivudn                         2.n(n-\-v)Tl(n—v)  ~M,.  N 
s=   - - - —  U       (lo)COSVY 
[iQ+icos(iu-x).\/Q2  4-l]n+1        /I».1.3...(2«4-l) 

Diese  Gleichung  mulliplicire  man  mit 

(CosX.fa2~-fl-aydx 

und  inlegrire  von  0  bis  arccotga.  Da  a  eine  nicht  negative  Grösse  ist,  welche 
weiter  unten  gleich  Null  gesetzt  wird,  so  bleibt  /  unter  \n,  also  sicher  unter 
i/V     Nach  I.  224  ist 

/arccotgff  nt/  TJn 

(cosX.,V+i-a)»coS,z^  =•(20"^  2"  0<??W, 

man  hat  daher 

Heine,  Anwendungen  der  Kugelfunctionen.    2.  Aufl.  9 
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/     cosivuduf  ^ — — — ^        ^ -cfy 

J  J  [in  4-  »  pn^j»  —  v^    l/n2  4-  1 1"+' 


0 


[ig  -\-ico&(iu  —  %).  }/q2  +  1  |"  H 


a.  .,    n(n-\-v)n(n  —  v)   _„,.  .  _    ..  . 

=  *'+'--rr.»T..(teYi)r  BWW,,> 

Nach   I.  339  verwandelt  sich  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  in 

Q"(qo-\-  cos»»/.]  V  |  1  ^a9+l)costyud«. 

Indem  man  den  Werth   für  das  Produkt  der  beiden  Functionen  Q  in  <&M  ein- 
setzt, entstellt 

00 

X  P*(cos0cos»7-|-sin0sin?7cos(<jp  -f-  in))  du. 
Nach  I.  78  (M.  vergl.  auch  II.  103)  erhält  man   sofort    für   die  Summe  der  @ 
das  oben  angegebene  Integral. 

Dieses  Integral  lässt  sich  ausführen  und  giebt  keine  höhere 
Transcendente  als  arctang.  Man  findet  seinen  Werth  I.  171  (erster 
Fall).  Da  aber  S,  d.  i.  der  Werth  seines  Differentialquotienten  nach 
o  für  (7  =  0  aufzusuchen  ist,  so  ist  es  bequemer,  vor  der  Ausführung 
der  Integration  nach  a  zu  differentiiren.     Dadurch  erhält  man 

s = a  r — — — ■ 

_„   (cosöcos^-f-sinösin^cos(qp-f-/?/)  — cos/»/ 1  ^>'2 -f-l)2 

Ueber  diese  Art  von  Integralen  wurde  im  I.  Bde  ausführlich 
gehandelt.  Man  setze  die  Entfernung  des  Punktes  0  mit  den  Coor- 
dinaten  x,  y,  z  von  einem  Punkte  [0,  b,  c]  der  Kreisfläche  wiederum 
gleich  R,  hat  also 

.x2-r-(»/— 6)2+(a  — c)a  =  ß9  =  e'+sm^+sin'ö 
—  2|/^2-r-l  sin»7sin0eos(i/>  —  io). 
Alsdann  findet  man  aus  der  vorigen  Gleichung  für  S  zunächst 

s  =  _Q_r du 

4^8  ^_w   (cos »; cos ö  —  cos«/,  v'ß^cos^cos2^)2 

Zunächst  hat  man  nämlich  (M.  vergl.  I.  169)  zu  setzen 
A  =  cos  »7  cos  0, 
B  =  sin  rj  sin  0  cos  cp —  }/p2-f-l, 
C  =  —  sin  »7  sin  ö  sin /f. 
Dann  erhält  man  (S.  170) 

g  =     Q      r  du 

47t2 J       [a-f-6cos(i//  —  tp)]2 
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wo  gesetzt  ist 

a  =  cosr^casO,        bcosip  =  B, 

b  =  j/ß2-f  er,       bsimfj  =  C, 
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und  b  die  positive  Wurzel  vorstellt.  Um  den  kritischen  Winkel  ip0  zu  finden 
(S.  166 — 167),  hat  man  \a2  —  62  ein  solches  Zeichen  zu  geben,  dass  diese 
imaginäre  Grösse  negativ  wird,  also  zu  setzen 

jV-  b*  =  -in. 

Dann  wird  xp0  zwischen  0  und  rc  so  bestimmt,  dass 

—  a-\-iR  ,  ,   .  .       N 

/W7— ä     =  a(cost//0-Ms.ni//0) 
\  n  -\-  ü 

ist.      Da  der  Modulus  der  linken  Seite   1   wird,  so  hat  man  a  =  1. 

Es  sei  a  positiv.  Dann  wird  cos t^0  ehenso  wie  cos^  negativ;  \p0  und 
ehenso  entweder  ifj  oder  — xfj  liegen  daher  im  zweiten  (Quadranten.  Zugleich 
ergiebl  sich  für  ip  ein  Werlh,   der  ahsolut  grösser  als  ip0  wird,   indem   man  hat 

a  B 

cosipo  =  ——,     CoSXp  =  —, 

und  B  ahsolut  üher  a  liegt.     In  der  That  hat  man 


\q2-\-1  >  sin^sinöcosqp-j-cos^cosö, 
da    q  z>  0    und    nur   im  Grenzfall   gleich  Null  ist,    während    die    rechte   Seite 
höchstens  1  sein  kann. 

Wenn  a  negativ  ist,  so  wird  cost/^0  positiv,  so  dass  xp0  im  ersten 
Quadranten  liegt,  also  jedenfalls  kleiner  als  ip  ist.  Nach  dem  VI.  Satz  an  der 
erwähnten  Stelle  (S.  167)  kann  man  xp  mit  n  vertauschen,  ohne  den  Werth  des 
Integrals  zu  ändern,  und  man  hat  in  der  That,  wie  ohen  angegehen  wurde, 

s  =    Q    f         du 

4tt2  J       (a  —  b  cos  iuY 

CG 

Aus  1. 163  (erster  Fall)  findet  man,  durch  Differentiation  nach  a, 
wenn  a  und  ß  positive  Grössen  bezeichnen 

J      (a-t-ßcosiuy  ~  ß'-a^1     yj8i=vai0tang       a      h 

fr  du  2A  a  }//?2— a9  ,        an     \ 

I     t ä ^t  =  -m 2I1 —  arctang  ^—     -4-  ,        =  h 

J      (cc—ßcosiuy        ß2—a2\       |//?2— a2  «  iß^—o?' 

wo  der  arc  zwischen  0  und  \n  zu  nehmen  ist,  hat  also  für  das 
Integral  S  je  nachdem  cos 0 cos??  positiv  oder  negativ  ist,  die  erste 
oder  die  zweite  Form  zu  nehmen.  Wir  denken  uns  die  Axe  der  X 
so  gewählt,  dass  0  auf  der  positiven  (nördlichen)  Seite  des  Kreises 
liegt,  so  dass  0  <.  \n  ist.  Ferner  theilt  man  das  Integral  für  v 
(S.  128)  in  eines  von  t]  =  0  bis  \n  und  eines  von  \n  bis  n,  bringt 
das  letztere  durch  die  Substitution  n  —  t)  für  y  auf  die  Grenzen  0 

9* 
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und  $n.      Dann  findet   man  als  Lösung  der  Aufgabe  dieses 

Paragraphen 

qcosO    pn  .  a    Pn  f{rj,  (o)  a 

v  =  — 2^-  y      sin  tj  cos  rj  drjj       ,K'R3      dio 

0  u 

/'  COS  17  COS  0  COS17COS0\~ 

X  [} ^ arc  cotg '- )  Bio. 

Wiederholt  wird,  dass  der  arc  cotg  zwischen  0  und  \n  ge- 
kommen wird,  der  Radius  des  Kreises  gleich  1  ist,  der  Punkt 
(0, 17,  w)  =  [0,  b,  c]  dem  Kreise,  (q,  0,  xp)  =  (x,  y,  z)  dem  Räume  an- 
gehört in  welchem  0  <  %n  ist,  und  R  die  Entfernung  der  Punkte 
[r,  y,  z]  und  [0,  b,  c]  bezeichnet. 

Wir  haben  hier  den  allgemeinen  Fall  behandelt,  in  welchem 
die  Grenze  von  v  aufgesucht  wird,  während  das  Ellipsoid  sich 
einem  Kreise  nähert,  und  so  die  Belegung  des  Kreises  als  Doppel- 
belegung gedacht  die  auf  der  negativen  Seite  des  Kreises  eine 
andere  als  auf  der  positiven  sein  kann.  Die  Assimilirung  der  Auf- 
gabe über  das  Potential  einer  mit  Masse  von  geringer  Höhe  be- 
legten Kreisscheibe  mit  einer  mathematischen,  führt  auf  die  Auf- 
gabe dieses  Paragraphen ,  wenn  f(n  —  tj,  w)  gleich  f(tj,  w)  gesetzt 
wird.     In  diesem  Falle  vereinfacht  sich  die  obige  Formel  zu 

(11)  ...    v  =  -^  /     smtjdtjj     f(ij,  w) 

0  0 

WA    ,      COS17COS0  COS17COS0  \  6>G1 

X\}-\ r arc  tang R—  )  -^  • 

Ein  zweiter  Fall,  wenn  man  nämlich  den  Kreis  auf  der  posi- 
tiven Seite  willkürlich  mit  Masse  belegt,  auf  der  negativen  mit 
einer  solchen  von  gleicher  aber  entgegengesetzter  Dichtigkeit,  führt 
auf  eine  elektrodynamische  Aufgabe  —  wenigstens  wenn  man  der 
Masse  auf  derselben  Seite  des  Kreises  überall  gleiche  Dichtigkeit 
giebt  —  nämlich  auf  die  Aufgabe  über  die  Wirkung  eines  linearen 
Kreisstroms.    Da  dann  f(f],(o)-{-f(n  —  rj,o))  Null  ist,  so  erhält  man 

qcosO    frn  .  p*  da) 

v  =  -^-/     sin 2i7<^/      fe  oi)-^. 

0  0 

§  42.  In  der  erwähnten  Abhandlung  v.  J.  1854  habe  ich  den 
Ausdruck  (11)  für  v  unter  der  Annahme,  dass  f  von  10  unabhängig, 
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d.  h.  nur  eine  Function  f(rj)  der  Entfernung  des  Punktes  [0,  b,  c] 
vom  Mittelpunkte  des  Kreises  sei,  noch  weiter  umgestaltet.  In 
diesem  Falle  tritt  f(rj)  vor  das  Integral  nach  io,  und  dieses  lässt 
sieb  in  ein  elliptisches  erster  und  zweiter  Gattung  umwandeln. 

Die  nach  io  zu  integrireude  Function  in  (11)  kann  mau  dann 
(offenbar)  durch 

i      ,  o  ru     du 
ä»4.o"  +   J    (R*+uy 


ausdrücken,  wenn  man  a  =  cos 0 cos r\  setzt.    Wegen  der  bekannten 
en 
dq>  2n  f2n  dq>  2an 


Gleichungen 


pn        dq>  2n  f2ri 

'       a  —  6cosqp  iV— ö3  '     J      (a 


}/a°-b*  '     {       (a-6cos</))2        0V-62): 
wird  daher,  mit  Berücksichtigung  des  Ausdrucks 

ß2  =  £2-f  sin2*7-|-sin20  — 2  \Iq"'  -f-  lsin?;sinöcos(^  —  w) 
das  nach  w  zwischen  0  und  2n  zu  nehmende  Integral  in  (11) 

2n 

£2+l  —  sin*  »7  sin2  0 

ra  (u%  -f-  g8  -f  sin2  q  -f  sin"  6)  du 

+    a7lJ     ^(«3  +  q*  +  sin2!?  +  sin2  0)2  -  4(?2  +1) sin2^9"^3  ' 
Nun  ist,  wenn  y  und  ö  Constante  bezeichnen, 

(2w2  +  y  +ö)du u 


/, 


(|/M2  +  y>V  +  d)3           d.}V  +  yl/u2  +  <5 
1  f  du  \(l       y)f    *_ 


führt  man  noch  für  u  eine  neue  Veränderliche  A  durch  die  Gleichung 

V 


»2  +  y- 


ein,  und  setzt 


k'  =  2- 


so  wird  die  rechte  Seite 

Indem  wir  y  und  d  die  geeigneten  Werthe  geben,  deren  geometrische 
Bedeutung  man  sofort  erkennen  wird,  erhalten  wir  das  Resultat: 
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Setzt  man 

=  QV+l-COB(iy+<0)(ty      j    1    |    eOB^-ö)), 

^  =  ^  +  (^'  +  »•-1^  -i-c-y 


ie  = 


4  lV  +  1  sin*?  sin  0 


y 

(wo  fca  =  (y—  <5) :  y  unter  1  liegt,  da  d  positiv  und  <  y),  so  wml 
das  Potential  der  mit  Masse  belegten  Kreisfläche,  welches  sich  im 
Punkte  (0,  t],  10)  in  f{rf)  verwandelt, 

nu  L  jV  +  l+siiuysiiiö 

■    cos??  cos  Ö   f1  Ji—k'X*   .,1  dw 

"TT"-*/  V~i=x5~<aJ"r' 

Im  4.  Bd.  des  Liouville'schen  Journals  1839  hat  Lame  tiu 
die  uugleichaxigeu  Ellipsoide  eiue  Aufgabe  aus  der  Wärmetheorie*) 
gelöst,  welche  mit  der  im  §  36  behandelten  übereinstimmt:  das 
Potential  v  der  Flächenbeleguug,  wenn  es  an  der  Oberfläche  ge- 
geben ist,  für  den  inneren  Raum  zu  finden.  Auf  diese  Abhand- 
lung, aus  deren  reichem  Inhalte  bereits  im  I.  Bd.  Manches  mit- 
getheilt  wurde,  und  auf  den  wir  im  folgenden  Kapitel  zurückkommen, 
liess  er  in  demselben  Bande  eine  zweite  folgen**),  in  welcher  er 
zeigt,  wie  die  allgemeine  Methode  sich  für  den  speciellen  Fall  des 
Rotationsellipsoides  gestaltet,  wie  die  im  allgemeinen  Falle  auf- 
tretenden Produkte  der  Functionen  E  sich  in  Produkte  aus  trigo- 
nometrischen Grössen  mit  fertig  gebildeten  endlichen  Reihen  ver- 
wandeln. Somit  ist  die  erste  Lösung  dieser  Aufgabe  auch  für  die 
Rotationsellipsoide  von  Lame  geliefert. 

In  meiner  Inaugural- Dissertation  (April  1842)***),  darauf  in 
einer  deutschen  Umarbeitung  derselben  aus  dem  Sommer  desselbou 


*)    Sur  l'equilibrc  des  Tempe'ratuies  dans  un  ellipsoide  ä  trois   axes   inegaux-, 
p.  126—163. 

**)    Sur  l'equilibre  des  Temperaturen  dans  les  corps  solides  homogenes  de  forme 
cllipsoidale  concernant  partieulierement  les  ellipsoides  de  revolution  p.  351 — 385. 
***)    De  aequationibus  nonnullis  dift'erentialibus  p.  1 — 26. 
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Jahres,  gedruckt  im  26.  Bd.  des  Crelle'schen  Journals*)  (1843)  habe 
ich  dieselbe  Aufgabe  für  das  Rotationsellipsoid  nach  der  Methode 
des  §38  behandelt,  und  gezeigt,  dass  die  vorerwähnten  bei  Lame 
auftretenden  endlichen  Reihen  nichts  anderes  sind  als  die  Kugel- 
functionen  H'0.  Dadurch  war  es  möglich,  die  bei  Lame  im  Nenner 
vorkommenden  Integrale  auszuführen  und  durch  die  ihnen  gleichen 
numerischen  Werthe  zu  ersetzen,  so  dass  ich  der  Lösung  der  Auf- 
gabe die  einfache  Form  geben  konnte,  deren  mau  sich  jetzt  bedient 
und  welche  man  oben  (S.  120)  findet.  Zu  derselben  Form  gelaugt 
Lame  in  seinem  viel  später  erschienenen  Werk  **).  Liouville  be- 
merkt in  seiner  Arbeit  aus  dem  Jahre  1846,  im  11.  Bde  seines 
Journals  p.  217 — 236  u.  261 — 290,  gleichfalls  dass  die  betreffenden 
Functionen  die  F$  sind.  Dieselbe  Aufgabe  für  den  äusseren  Raum 
habe  ich  in  den  erwähnten  Arbeiten  durch  Einführung  der  Kugel- 
funetionen  zweiter  Art  und  ihrer  Zugeordneten  zuerst  gelöst. 

Herr  F.  Neu  mann  (Königsberg)  hat  die  Lösung  der  beiden 
Aufgaben,  der  Aufgabe  für  den  inneren  und  für  den  äusseren  Raum, 
benutzt***)  um,  wie  im  §  39,  T  nach  Kugelfunctionen  zu  entwickeln; 
er  hat  ferner  gezeigt,  dass  man  im  Falle  2)  des  §  38  den  Beweis 
für  das  Verschwinden  der  Coustanten  q  und  q  führen  könne,  indem 
man  die  Endlichkeit  der  Differentialquotienten  von  v  berücksichtigt. 

In  allen  Arbeiten,  die  bisher  erwähnt  wurden,  wird  die  Methode 
des  §  38,  die  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung  zu 
Grunde  gelegt;  die  Ent Wickelung  von  T  im  §  32  habe  ich  im 
42.  Bde  des  Cr  eile 'scheu  Journals  bei  einer  allgemeineren  Unter- 
suchung kurz  mitgetheilt  f );  der  §  33  giebt  ein  bei  mauchen  Unter- 
suchungen vortheilhafteres  Verfahren  an. 

Die  Aufgabe  der  Kreisscheibe  habe  ich,  wie  oben  angegeben 
wurde,  im  Monatsbericht  der  Beil.  Akad.  v.  1854,  S.  564 — 572  ge- 
löst; in  einer  Zwischenrechnung,  die  dort  S.  568  nur  beschrieben, 
nicht  ausgeführt  wurde,  einer  Summation,  —  hier  ist  sie  S.  129 — 130, 
in  kleinerem  Drucke,    ausgeführt  —  kam   aber   ein   Rechenfehler 


*)    Ueber  einige  Aufgaben,  welche  auf  partielle  Differentialgleichungen  führen. 
S.  185-216. 

**)    Sur  les  fonctions  inverses,   1857. 

***)    Entwickclung  der  in  elliptischen  Coordinatcn  ausgedrückten  rcciprokcn  Ent- 
fernung etc.     Crelle,  J.  f.  M.   1848  Bd.  37,  S.  21—50;  datirt  August  1847. 
t)    Theorie  der  Anziehung  eines  Ellipsoids,  S.  70  —  82. 
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vor,  der  zwar  nicht  die  wesentliche  Forin  des  Resultates  (11)  im 
§  41  veränderte,  aber  eine  Unrichtigkeit  in  dem  Ausdruck  für  v  im 
§  41  verursachte,  die  jedoch  im  Falle  des  §  42,  in  dem  f(rjf  to)  von 
io  unabhängig  wird,  ohne  Folgen'  bleibt,  so  dass  die  dort  S.  570  u.  f. 
gegebenen  Entwickeluugeu  und  Resultate  keiner  Modifikation  be- 
dürfen. Herr  Lipschitz  hatte  bemerkt,  dass  meine  Endformel 
für  v  unrichtig  sei,  indem  er  mein  Resultat  nach  Dirichlet's  Me- 
thode*) verificiren  wollte,  gab  mir  durch  eine  freundliche  Mittheilung 
hiervon  Nachricht  und  dadurch  Gelegenheit  den  Fehler  zu  ver- 
bessern, der  in  der  1.  Auflage  des  Handbuchs  (1861)  berichtigt  ist. 
Herr  Lipschitz  selbst  hat  aber**)  die  richtige  Formel  mitgetheilt, 
die  er  fand,  indem  er  die  Summation  durch  ein  Doppelintegral  aus- 
führte, dessen  Werth  er  für  eine  besondere  Lage  des  Punktes  0 
bestimmt.  Er  erräth  darauf  den  Werth  des  Integrals  in  dem  all- 
gemeinen Falle,  und  beweist  die  Richtigkeit  des  Resultates  durch 
eine  Verifikation. 


Drittes  Kapitel. 

Das  dreiaxigc  Ellipsoid. 

§  43.  In  diesem  Kapitel  werden  für  das  Ellipsoid  mit  drei 
ungleichen  Axen  unter  den  Aufgaben,  deren  Lösung  man  in  den 
beiden  vorigen  Kapiteln  für  die  Kugel  und  das  Rotationsellipsoid 
findet,  diejenigen  behandelt,  welche  man  insofern  die  wichtigsten 
nennen  kann,  weil  die  übrigen  ihre  Lösung  aus  ihnen  durch  die- 
selben Methoden  finden,  welcbe  in  den  frühereu  Fällen  angewandt 
wurden. 

Die  Bezeichnung  entspricht  der  I.  352  eingeführten;  ich  setze 
(c>6) 

x  =  qcosO,  a  =  ocosi], 


y  =  iV- 

-62sin0cosi//, 

b  =  ]/(ja  —  6*  sin  »7  cos  w, 

2  =  }V- 

-c'smösmxp, 

C  =  \/o* — c'2  sin  »7  sin  w, 

*)    Crelle,    J.  f.  M.  Bd.  32  S.  80  — 84:    Sur   un    moyen   general   de   verilier 
l'expression  du  potentiel  relatif  u  une  masse   quelconque,    homogene  ou   heterogene. 
**)  •  Heiträge  zur  Theorie  der  Vertheilung  der  statischen  und  der  dynamischen 
Elektricifät  in  leitenden  Körpern,  liorchardt,  J.  f.  M.   Bd.  58,  S.  1 — 53;   1861. 
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und    entwickele   T,    wie*)  im   §32,   nach   Kugelfunctionen 
von  6  und  xp. 

Dazu  dient  die  Formel 

dv 


2nT 


-r 


(x -\~  iy  coav  -f-ü-siui»)  —  (ci-Hbcosv-j-icsint;)  ' 

bei  deren  Anwendung  x  —  a  positiv  vorauszusetzen  ist;  ich  benutze 
bei  den  Ent Wickelungen  die  folgende  abkürzende  Bezeichnung,  die 
in  dem  schliesslichen  Resultate  §  44,  Gleich.  (12)  wegfällt: 

%  =  j/62cos2i>-|-c2sin2i;, 

q  =  xr,  a  =  ts, 

}V  —  62cosi>  =  Tj/r2  —  lcos£,       |/a2  —  62  cosv  =  x^s1  —  lcos£, 

jV  —  c2  sin  v  =  x  yV2  —  1  sin  £,       |/<j2  —  c2  sin  v  —  t  |/V  —  1  sin  $, 

a  —  rcosö  -\-i]/r2  —  1  sinÖcos(i//  — £), 

/?  ==  scosty  -f  «yV  — 1  sin^cos(w  —  £). 

Dadurch  verwandelt  sich  die  Gleichung  für  T  in  die  folgende: 

dv 


2tzT 


=f 


<«-ß) 


Lässt  man  v  von  0  bis  2n  wachsen,  so  nehmen  £  und  £  mit  w  zu- 
gleich die  Werthe  0,  \n,  n,  f  n  und  2n  an.  Sind  v,  £,  £  zusammen- 
gehörige Werthe,  so  werden  zu  n  —  v,  n-\-v,  2n—v  die  Bogen 
n— £,  7i-f-£>  27T—  £,  resp.  ra— £,  rc-f-|,  2n— £,  zu  allen  diesen  Bogen 
aber  dieselben  r  und  s,  bei  festgehaltenem  £  und  a,  gehören. 

Den  Ausdruck  (a— /?)_1  entwickelt  man,  vermittelst  I,  (11)  nach 
Kugelfunctionen  erster  Art  von  ß.  Vorausgesetzt  wird  hier, 
es  sei  q  >  o,  bei  der  Ableitung  des  Resultates  allerdings  noch 
mehr,  nämlich  es  sei  q  gross  genug,  damit  die  für  solche  Entwicke- 
lung  erforderliche  Ungleichheit 

M(a-  fV^I)  <  M(ß—  iW^) 
erfüllt  sei.    Man  findet  alsdann  für  T  eine  Reihe  von  Kugelfunctionen 

T  =  J  #">,       £("}  =  -^LÜ  /%«(/*)<?«(«)  *L 

0 

Ks  handelt  sich  zunächst  darum,  den  Ausdruck,  welcher  mit  dv 
multiplicirt  ist,  zu  transformiren. 


*)    Statt  der  dort  vorkommenden  Coordinaten  a,  l>,  e    treten   hier  a,   t>,  c  auf 
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Die  Transformation  erfolgt,  indem  man  £**>(ß)  und  QM(a) 
einzeln,  wie  S.  L00,  durch  die  Additionstheoreme  entwickelt  Mau  bat 

/'(/?)  =  £'«,"  I',"  (C081j)PiH)(s)(S0Bl(t0-£\ 

t—U 

(2w  \  \W"(a)  =  2j£(-iyp£\coBO)Q2  (r)cosx(tö-0. 
Hieran-   folgt 

J  !     J  J  (_  ly^ff^ooB^ff^COB^C«,  «], 

wenn  man,  nur  in  diesem  Paragraphen,  set/J 

0 

In    diesen  Ausdruck    fülireu   wir   statt  s,  t-,  r,  £  uuumehr  die   Co- 

ordinaten  q,  a,  v  ein.     Dies  geschieht  unteu  iu  No.  1—4.     Bei  der 

Umformung  lasseu  wir,  -zur  Bequemlichkeit,  den  oberen  Iudex  der 
überall  n  ist,  fort. 

1)    Die  endliche  Reihe,  auf  welche  sich  der  Summationsiudex  i 

bezieht,    wird   nach  I.  321,  (.54,  a)  umgestaltet.      Mau  erhält  nach 
dieser  Formel 

/2/i  : 

(s-f-  jV  —  1  cos£cosx  +  V*"—  1  sin£sin%)Bcost(etf  —  %)d%, 
o 
und  wenu  mau  o  und  v  statt  s  und  £  einfuhrt, 

n ,  »      ,      «      2»-'  ji(m  +  o  n  r«  -  o  /"-'',„ 
P.(f)ooB«(«-D  = nnnL*     —J     B  C0Sfc(w-z)^ 

wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist 


B  =  g -\- 1  o~  —  b"  cosucosx  +  l^ff2  — c2  siursinx- 
Der  transformirte  Ausdruck,    abgesehen  von  dem  Factor  t",    lässt 
sich  demnach  in  eine  uach  Cosinus  und  Sinus  der  Vielfacheu  von 
v  fortschreitende  Reihe  entwickeln,   welche  mit  dem  w-fachen  von 
v  schliesst. 

2)  Die  in  %  auftretende  Summe  nach  x  zerfalle  man  in  zwei 
Theile,  nämlich  in  die  Summe  von  0  bis  n  und  die  Summe  vou 
M-f-1  bis  x>;  die  letztere  ist  aber  Null.  Dies  kann  man  aus 
der  Symmetrie  von  T  in  Bezug  auf  0  und  rj  schliessen,  aber  direct 
auf  folgende  Art  nachweisen: 
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Mau  hat  I.  212 

<?*<r)  =  (r9-l)-**&,(r), 

wo  die  Function  0  nach  I.  217  durch 

_  ,  .  /w+1— x      »4-2  —  x      2«-f-3       1\ 

ausgedrückt  wird,  also  hier,  wo  x>n  genommen  wird,  auf  eine 
endliche  hypergeometrische  Reihe  führt.  Bei  der  Einführung  von 
q  und  v  statt  r  und  £  beachte  man  die  Identität 


(r8— l)-l*(cosx£+isinx£)  = 


v 


()/(>~—b*  cosü+i|V_  c"  sinv)" 
Es  verwandelt  sich  dann 

()x(r)(cosx£+*sinx£) 
in  das  Produkt  von  drei  Factoren;  der  erste  ist  r"+1,  der  zweite 

(}  q2—  b2  cosv  +  ifa*  —  c'&mvy-tQ*-*-1, 
der    dritte    eine   endliche    hypergeometrische  Reihe,    welche    nach 

geraden  Potenzen  von         aufsteigt  und  keine  höhere  Potenz  hier- 
von als  die  x  —  n— lte  enthält.    Nach  Cosinus  der  Vielfachen  von  v 
geordnet  wird  also  dieser  dritte  Factor  kein  höheres  Vielfaches  als 
das  x —  »— lte  enthalten. 
Setzt  man 


2  )/q*  -  b2  =  |/c8 -  6a  (e*  +  *-*),     2  ] Y -  c8  =  ]/c9  -  &9  (el  -  e~'\ 
so  dass  X  eine  positive  Zahl  ist,  so  wird 

fa*  —  &8  cos  v  +  i  1 V  :rc2  sin  v  =  £  ]/c9  —  68  (e*+iu  +  e~*  ±iw). 
Die  —  xte  Potenz  dieses  Ausdrucks  lässt  sich  daher  nach  dem  bino- 
mischen Lehrsatz  in  eine  Fourier'sche  Reihe  entwickeln,  welche 
kein  niedrigeres  Vielfaches  von  v  als  das  x-fache  enthält.  Dax>  n, 
so  giebt  also  das  Produkt  des  zweiten  mit  dem  dritten  Factor  eine 
trigonometrische  Reihe,  die  kein  niedrigeres  Vielfaches  von  v  als 
das  w-{-lte  enthält. 

Der  Theil  von  [*,  x]  welcher  hier,  in  No.  2,  betrachtet  wird, 
besteht  also  aus  dem  Integral  nach  v  von  0  bis  2n  eines  Produktes, 
dessen  einer  Factor,  abgesehen  von  einer  Potenz  von  q  und  an- 
deren Constanten  in  Bezug  auf  v,  den  reellen  und  deu  mit  i  multi 
I dichten  Theil  der  eben  erwähnten  Reihe  linear  enthält,  dessen  an- 
derer Factor  die  Reihe  unter  No.  1  ist.     Der  eine  enthält  den  Co- 


140  Potential.  §  43,  11. 

sinus  und  Sinus  keines  höheren  als  des  nU:u  Vielfachen  von  v,  der 
andere  nur  höhere  Vielfache.  Das  Integral  ist  also  Null,  und  um 
I  zu  finden  ist  es  hinreichend,  wenn  man  die  Summation 
nach  x  von  0  nur  bis  n  ausdehnt. 

3)    Es  bleibt  noch  übrig,  die  Umformung  von 
Qy(r)cosx(xp  —  C) 
vorzunehmen  so  lange  x<n4-l.     Ist  £<.%n,  so  kann  mau  dies 
Glied  nach  I,  (39,  a)  in 

1.3...(2n  +  l)JI«     f  coBx(iu—yi)du 


i)/7//    r 

{n  —  x)J 


n(n-\-x)n(n-x)J_^   [r4-cos(tt*— OyV'— 13-+1 

verwandeln;  also  hat  man,  so  lange  v  <z  \n  ist,  die  Gleichung 

-—  00 

wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist 

A  =  q-\-  ^q"  —  62  cost/>costw-+-  }/r2 — c'  sin  ip  sin?'//. 
4)   Aus  den  Bemerkungen  über  die  Veränderungen,  welche  | 
beim  Wachsen  von  v  erleidet  (S.  137,  am  Eingang  dieses  Kapitels), 

ist  klar,  dass 

r"  I\(s)co&i§, 

wenn  statt  v  der  Reihe  nach  n  —  v,  n-\-v,  2n  —  v  gesetzt  wird, 
denselben  absoluten  Werth  behält,  aber  mit  resp.  cos  in;,  cos  in,  1 
zu  multipliciren  ist.  Entwickelt  man  diesen  Ausdruck  in  eine  tri- 
gonometrische Reihe 

-  am  cosmv  4-  6,„sin  mv, 
so  ist  daher 

4    f*1 

a,„  —  -     I      T"Pt(s)tinsi£cosmvov, 

71  J 
0 

wenn  i  und  m  gleichartig  sind,  d.i.  wenn  m-\-i  eine  gerade  Zahl 
ist,  sonst  Null.    Ferner  ist  jedes  6  gleich  Null. 

Aehnliches  gilt  von  TnPt(s)sint£,  so  dass  man  findet:  Wird 
znPt(s)eoBi(to  —  D  in  eine  trigonometrische  Reihe  in  Bezug  auf  v 
entwickelt,  so  ist  diese 

cos iw2' amGOsmv  -f-  sin iio 2'  bmsmmv, 
wenn  m  nur  solche  Werthe  ertheilt  werden,  die  mit   i  gleichartig 
sind,  und  wenn  gesetzt  wird 

4    C^n  4    /*j7T 

aIH  —  —  /      TM/J,(.v)cos«£coswi>r'v,  bm=       /     T"Pt(s)mu£smmvdv. 
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Dasselbe  Verfahren  zeigt,  dass  man  eine  Entwickelung  erhält 

?-"-*  Qx(r)  cos  x(ip  —  K)  =  cosxif.>2' amcosmv-\-sinxxp2ßn,sminv, 
wenn  gesetzt  wird 

4    Z'*71 
ctm  —  — /       T~n~1Qx(r)cosx^cosmvdv, 

71  J 

0 

4    f*n 
ß„,  =  — /      i  n   lQx(r)smxCsmmvdv, 

71  J 

0 

und  die  Sumniation  sich  über  alle  mit  x  gleichartigen  m  erstreckt. 
Nach  diesen  Umformungen  erhält  man  endlich,  wenn  i  und  x 
gleichartig  sind 

n  n 

[i,  x]  =  n  cos  i(o  cos  xip  J£'  amam-\-nsmiiosmxip  £bmßm, 

W=0  J71=Ü 

wo  die  Summation  sich  über  alle  mit  i  und  x  gleichartigen  m  be- 
zieht.    Sind  aber  i  und  x  ungleichartig,  so  ist  [i,  x]  =  0. 

§  44.  Der  vorstehende  Ausdruck  für  [i,  x]  ist  in  £  einzusetzen, 
und  verschafft  sofort  die  gesuchte  Entwickelung.  Indem  man  Buch- 
staben U,  W,  u,  w  einführt,  um  gewisse  Functionen  von  q  und  o, 
welche  wesentlich  die  am  Schluss  des  §  43  auftretenden  Coefficienten 
a,  b,  a,  ß  sind,  zu  bezeichnen,  findet  man  folgendes  Resultat 
der  Untersuchung  im  §43:    Man  setze 


A  =  q-{-  ig1—  b2  cos  v  cos  iu  -f  /o2  — c2  sin  v  sin  in, 


B  =  a-j-  yV—  62  cosvcosx-f  /ff2— c*  sincsinx, 
Ux    (q)=  — /      cosmvdvi 

0  — ac 

nK  '(q)  =  — I      smmvoul     — 


smixudu 


An+1 


(n)        i  r^n  r*™ 

Wr° (a)  =  — ¥/      cosmvdvi      Bncosi%dx, 

0  o 

(,,)  1     f*n  .  /'27r 

\ "  (ff)  =  — ¥  /      smmvdul      Bnsmixdx, 


w>( 


w=     2[1.3.5...(2n-l)3i 


JZ(»  +  x)H(n  — x) 

Alsdann  wird  die  Entwickelung  von  T  nach  Kugelfunc- 
tionen  von  0  und  i//,  die  zugleich  Kugelfunctionen  von  tj 
und  w  sind,  durch  die  Gleichungen  gefunden 
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(12)  . . .     r=  i  =  J SM,    SW  =  8n  +  4  (6  +  @), 

X=0  t=0  7H=rO 

@=  i  (-l/a^P^Ccos  0)sin  xq2P{;,]  (cos^sin  tu  i;  u™(ß)w?*(o)t 

wenn  die  Snnimationeu  zuerst  über  alle  geraden  l,  x,  m,  dann  über 
alle  ungeraden  ausgeführt  werden,  so  dass  ß  und  ebeu  so  @  in 
die  Summe  von  zwei,  also  S£M  von  vier  Aggregaten  zerfällt.  Das 
eine  enthält  Kugelfunctionen 

Px(CQsO)Q,OSX\fJ 

mit  geraden,  das  andere  mit  ungeraden  x,  das  dritte 

P;,(cos0)sinxi// 
mit  geraden,  das  vierte  mit  ungeraden  x. 

Ebenso  wie  in  Bezug  auf  0  und  xp  verhält  sich  £M  in  Bezug 
auf  r\  und  w;  dagegen  tritt  q  in  einer  anderen  Art  auf  als  a.  Die 
Functionen  W  und  w,  in  welchen  a  vorkommt,  also  auch  5t(n>,  sind 
Qämlich  offenbar  ganze  Functionen  wtcn  Grades  von  a,  yV—  6% 
j/as_  c9.  Die  TT  und  m>  enthalten  überhaupt  (offenbar)  keine  ir- 
rationale Zahl  ausser  ganzen  Potenzen  dieser  drei  Grössen,  und 
St(n)  ist  sogar  eine  ganze  Function  wten  Grades  der  recht- 
winkligen Coordinaten  a,  b,  c  des  inneren  Punktes.  Da- 
gegen sind  die  f/w,  mw  und  daher  ü£(n)  von  (>  transcendente  Func- 
tionen; sie  enthalten  nämlich  ein  elliptisches  Integral  dieser  Ver- 
änderlichen, und  zwar  nur  von  der  ersten  und  zweiten,  nicht  aber 
der  dritten  Gattung.     Z.  B.  findet  man 

w=  VW = 8u 

TT«/         ^^    (^^- 1^2— 62  cosvcosiM  + y(>2—c2  sinvsiuw 

(9s 


ÜSP 


-/ 


jV-6'yV-ca 

V 

Ich  zeige  nun,  wie  man  UM  und  «*<">  für  jedes  n,  und 
dadurch  zugleich,  wie  man  £(n)  in  die  Form  A-\-BJ  bringen 
kann,  wo  J  ein  elliptisches  Integral  erster  und  zweiter  Gattung 
ist,  A  und  B  rationale  Functionen  von  q,  ^*— 6",  vV— c*  sind. 

Alle  Operationen  zur  Ermittelung  von  A,  B,  und  der 
Function,  deren  Integral  J  ist,  lassen  sich  vollständig 
ausführen. 
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Da  man  offenbar  hat  (§  43,  S.  137) 

ßt  =  a  +  «bcos£-f-*csin£, 
so   ist  PW(/?),  als   ganze  Function  nt0"  Grades   von  ß,  auch  eine 
solche  von  a,  b,  c  von  der  Form 

2C.apbV, 
wo  p,  q,  t  ganze  Zahlen  bezeichnen,  und  C  eine  Coustante  in  Bezug 
auf  a,  b,  c,   die  ausser  v  nur  noch  £  enthält.     Setzt   mau   diese 
endliche  Reihe  in  den  Ausdruck  für  %  auf  S.  137  ein,  so  verwan- 
delt er  sich  in 

0 

d.  i.  in  eine  ganze  Function  wteu  Grades  von  a,  b,  c. 

Ich  lasse  hier  die  Werthe  sämmtlicher  von  0    verschiedenen 
W  und  w  für  n  =  0,  1  und  2  folgen : 

n  =  0;     W0°  =  1.  

»  =  1 ;     W0°  =  <r,   WJ  =  lio*-b*,    »J  .=  i  A2-c2. 

ff  =  2;     ^  =  K6a-&2-Q,  FFJ  =  W^=i(c9-62),  W*  =  ^ff'-fe'-c*), 

Man  berechnet  die  W  und  m?  für  jeden  gegebenen  Werth  von  n, 
indem  man  die  nte  Potenz  von  B  nach  dem  trinomischen  Lehrsatz 
entwickelt;  die  Integrale,  welche  dann  auszuführen  bleiben,  lassen 
sich  sämmtlich  in  solche  von  der  Form  (p  >  ff) 

Tip 


-f 

71  J 


cospxcosi>%öx  =  2_p~ 


JTi(p-f-v)JlKp-") 

u 

zerlegen.     Soviel  über  die  Integrale  W  und  w. 

Die  Doppelintegrale  U  und  u  bringt  man  auf  die  Form  der 
elliptischen  Integrale,  indem  man  zunächst  die  inneren  Integrale 
transformirt ,  welche  den  Integrationsbuchstaben  v  enthalten.  Des 
einfacheren  Ausdrucks  wegen  behandle  ich  hier  einen  bestimmten 
Fall,  und  wähle  dazu  die  Function  V  mit  einem  geraden  Index  x, 
folglich  auch  einem  geraden  Index  m.  Führt  man  statt  der  trigo- 
nometrischen Functionen  von  iu  die  Exponentialgrössen  ein  und  setzt 
p  =  >V—  b2  eosv  —  iig*—  c2  sinu, 
q  =  ^Q2—b3  G0sv-\-i\^Q2—  c2  sinv, 
so  findet  man 

'cosixfföff       n     /""      e(«+i-*)«ÖM       ,  ^  r'      e^-^du 


Z"" GOBixudu  _i)n   ir      e^n+l-x^du ~n  /" 

J  £n+i  J      (p+2qeu+qe2uy+l  J_ 


(q+2Qeu+pe-")n- 
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Berücksichtigt  man,  dass  p  und  q,  wenn  man  i  mit  — •  vertauscht, 
in  q  und  p  übergehen,  und  führt  statt  u  die  Veränderliche  z  =  log« 
ein,  so  wird  die  rechte  Seite  der  reelle  Theil  von  2n_*(w  —  x,  n), 
wenn  wir  setzen 

ixdz 


^  '°  =/  rpT2^ 


Ganz  bekannte  Recursionsformeln  geben  den  Werth  von  (l,  n)  aus- 
gedrückt durch  (0,0);  man  hat  nämlich  die  Gleichungen 

v  '    y         2r*     ip"  2«        t     v  '  " 

(i  „)  =  J — L_^_.(o  „) 

*■)  =  -  2,7+  i_i  •  ,  ■<H>*)+-5+p=i  -f-fl-*«). 

wenn,  wie  im  vorigen  Paragraphen, 

t2  =  6*cos2v-f  «2sin2t; 
gesetzt    wird    und   in    der   letzten    von    den    drei   vorhergehenden 
Formeln  l  >  1  ist. 

Das  Integral  (0,0)  lässt  sich  auf  die  Form  bringen 

ds 


(0,0)=/ 


(s2—  62)cos2i;  -+-  (s2  —  c2)sin2t» 
man  hat  nämlich 

(0,0)  =  /"  **        .  =  ^-log^, 

y       p  +  2pa  -J-  gs  2r         p  —  t 

also,  indem  man  noch  p  differentiirt, 

3(0,0)  _  _1_ 

<->  2  2 

ÖP  P   —  T 

Hieraus  erkennt  man  die  allgemeine  Form,  welche  (l,  n)  besitzt; 
man  findet  nämlich 

wenn  (x  und  v  ganze  positive  Zahlen  bezeichnen,  A  und  ß  aber 
ganze  Functionen  von  p  und  q  mit  Gliedern  nur  von  gerader  oder 
nur  von  ungerader  Dimension,  je  nachdem  k-\-n  gerade  oder  un- 
gerade ist.  Ausserdem  enthalten  sie  nur  noch  rationale  Zahlen, 
und  p,  als  einzige  auch  schon  in  p  und  q  auftretende  Veränderliche, 
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rational;  es  ist  unerheblich,  dass  sogar  nur  ganze  Potenzen  von  q 
auftreten. 

Zum  Beweise  bemerke  man,  dass  man  hat 

pq  =  r~ — t2, 

so  dass  man  in  der  That  keine  anderen  als  den  angegebenen 
Nenner  erhält  wenn  mau  die  Brüche  in  den  Kecursionsformeln,  da 
wo  sie  Potenzen  von  p  oder  q  enthalten,  mit  denselben  Potenzen 
von  q  oder  p  erweitert.  Hieraus  sieht  mau  sofort,  dass  der  Satz 
für  (0, 1)  und  (0,  2),  daun  allgemein  für  (0,  ri)  gilt.  Von  da  steigt 
man  zu  (1, «),  dann  zu  (2,  w),  und  dann  zu  (X,  ri)  auf. 

Angewandt  auf  unseren  Ausdruck  (n  —  x3 ri)  zeigt  der  Satz,  dass 
hier  A  und  B  die  Aggregate  p  und  q  nur  in  gerader  Dimension 
enthalten,  da  hier  der  Fall  eines  geraden  x  und  m  vorliegt.  Hieraus 
folg*  endlich,  dass  (8.  143) 

cosixvdv 


f 


An+X 


von  derselben  Form  ist,  nachdem  sich  noch  dazu  die  Glieder  heraus- 
gehoben haben,  welche  i,  also  welche  ungerade  Potenzen  von  sin  v, 
daher  auch  vou  cost>  enthalten.  Es  ist  also  schliesslich  C  eine 
ganze  Function  nach  q,  nach  v  eine  ganze  Function  von  cos3t>  und 
shrv.  Auch  in  t2,  q"  —  ^  und  s2— zr2,  welches  in  (0,0)  vorkommt, 
tritt  v  nur  in  cos2u  und  sin2t>  auf.  Um  schliesslich  U  zu  erhalten, 
wozu  man  das  betrachtete  Integral,  abgesehen  von  Constanteu,  mit 
cosmv  zu  multipliciren  und  dann  von  0  bis  \n  zu  integriren  hat, 
darf  man  also  nach  v  von  0  bis  n  integriren.  So  erhält  man, 
wenn  A  und  B  Functionen  derselben  Form  wie  die  obigen  be- 
zeichnen, nämlich  ganze  Functionen  von  q  und  cos2v, 

pw  -  r  **>   4-pdSr      Bdv 

*      J    **(f-ey+J  asJ    (*a-0^(?8-0"  * 

Von  den  beiden  vorstehenden  Integralen  lässt  sich 
das  erste  ausführen  und  giebt  eine  rationale  Function  von  q, 
|/(>2— 6'  und  i{f— c2.  Mit  Vortheil  wird  man  bei  der  wirklichen 
Ausführung  die  Recursionsformel 

&(£-**)"         q2  Lt^(?2-t2)v_1  ^-2(^2-r2)"  J 

anweudeu,  vermittelst  deren  sich  das  Integral  in  eiue  endliche  Au- 

Heiue,  Auweutluugeu  der  Kugell'uuctiouen.     2.  Aufl.  10 
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zahl  solcher  von  der  Form 

/**  Adv         fn     Adv 

J     ~W  J     (V-t2)'' 
zerlegen  lässt.     Hier  ist  A  gleich 

a0  -f  «,  cos  2v  -\ \-ai  cos2At>, 

wobei  die  a  rational  nach  q  sind  und  keine  andere  Veränderliche 
enthalten.     Man  hat  also  nur  Integrale  von  der  Form 

cos2nvdv  Cn  eos2nvdv 


/n  <$os2nvdv  f*n 

r^-Lc24-C6s_c2)cos27F'  J      \2 


[&a-f  c'+(6a-c8)cos2v]"  '   7       [2$*— &'— c9-f(c*-— 68)cos2t;]' 

auszuführen.     Diese  sind  aber  keine   anderen  als  Kugelfunctionen, 
nämlich,  mit  Fortlassung  eines  rein  numerischen  Factors,  gleich 

Es  kommt  daher  in  Bezug  auf  ^  keine  andere  Irrationalität   vor 
als  der  Factor  >V—  b2  jV—  c2. 

Wir  kommen  zu  dem  Doppelintegral.  Das  innere,  nach 
v  zu  nehmende  Integral  lässt  sich  durch  die  obige  Recursiousformel 
auf  solche  zurückführen: 

/*7       Bov  /*'  B6v 

J    <v-*v'  J     («"-»W-O 

Da  man  hat 

l__      _^_  r i +  _l  l 

1 


1    r i l_i 


so  bleibt  nur  noch  übrig,  Integrale  nach  v  und  s  auszuführen,  deren 
Zähler  eine  Function  B  von  der  Beschaffenheit  von  A  ist,  also  eine 
rationale  Function  von  q  und  von  v  von  der  Form 
B  =  a0-\- «, cos2v  |  •••  +  oigob2Xv, 
während  der  Nenner  eine  von  den  folgenden  Formen  besitzt: 

In  jedem  Nenner  kommt  v  nur  in  einem  Factor  vor;  führt  man  die 
Integration  nach  v  aus  (s.  o.)  und  bemerkt.  d:iss 

cos  2h  vdv 

S   —   T 


f 
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einen  Ausdruck  von  der  Form 


ß(>2)  +  ß,  (>2).  yV-öVs'-c2 
giebt,  wo  7?   und  ß,   ganze  Functionen    von   s2    bedeuten,    so  ist 
scbliesslicb  die  Integration  nacb  5  von  q  bis   oe   auszuführen  von 
folgenden  Formen 

Hier  bedeutet  S  eine  Function  von  q,  die  entweder  kein  s,  oder 
dies  nur  in  der  oben  angegebenen  Form  enthält.  Die  Coefficienten 
der  verschiedenen  ganzen  Potenzen  von  s2  in  S,  oder  vielmehr  in 
ß  und  ß,,  enthalten  nur  noch  die  Veränderliche  q,  und  zwar  sind 
dieselben  rationale  Functionen  von  q,  ]/~Qr—  62  und  }'q2  —  c2,  so  dass 
die  Integration  nach  s  in  der  That  keine  höhere  Transcendente  als 
ein  elliptisches  Integral  schafft. 

In  dem  speciellen  Falle,  dass  q  =  0  ist,  vereinfachen  sich  die 
Integrale  U  und  u.    Setzt  man  dann  bi  und  ci  statt  b  und  c,  so  wird 

rK'")  f*"  a     /*"  COSIXMÖM 

nliy.     =  I      costnvövi     —t-, : : ; r 

J  ./        (pcosvcos»?/  +  csmi>siniw) 

Man  setze,  wenn  t  dieselbe  Grösse  ist  wie  oben, 

&cosv  =  tcos(J,       csini)  =  zrsind, 

wo  d  <  |tt.     Das  innere  Integral  verwandelt  sich  dadurch  in 

costxud« 


-./ 


cosn+1(<5  — mi)  ' 


da  (5<^7T,    so  ist  hier,   nach  I.  231,  (39,  a)  eine  imagiuäre  Sub- 

n 

2  coswvcosjcddn 


stitution  gestattet  und  man  erhält 


,(„,)  _      1     /"*  cos  ixn  du       f' 
n  J        cosw+1m    J 


r«  +  l 


Führt  man  das  erste  Integral,  ein  Euler'sches  erster  Art,  aus  und 
setzt  für  d  seinen  Werth  ein,  so  findet  man 

tt.  Jln 


I 


l T  (b  cos  t>  -)-  ic  sin  t')*  cos  wi;  dv 


l^(&8cos2i;  +  casin2v)«+'e+1 

also  ein  elliptisches  Integral  erster   und    zweiter  Gattung.      Eines 
ähnlichen  Ausdruck  giebt  u  für  £  =  0. 

10* 
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§  45.  Die  Ausdrücke  (12)  liefern  sofort  die  Auflösung  der 
hauptsächlichen  Aufgaben  für  das  ungleichaxige  Ellipsoid,  welche 
den  für  das  Rotationsellipsoid  im  §  34  behandelten  entsprechen. 
Es  soll  nämlich  das  Potential  im  Puuktc  0,  welcher  sich  im  leeren 
Raum  befindet,  aufgesucht  werden,  wenn  man  die  Dichtigkeit 
der  Masse  kennt  I)  mit  der  ein  Ellipsoid  erfüllt  ist  (/i), 
oder  II)  mit  der  seine  Oberfläche  belegt  ist  (*).  (S.  ^  34, 
\iiin.  1.) 

I)    Das  Element  der  Masse  im  Punkte  (a,  rj,  to)  ist 

x\ntjdr]ö(oda 
,a-'      //^V-c-' 
wenn  man  setzt 
(13)  ...    A  =  (ff9 — 62)(<r  —  r'')cos'^-(-ff'3sin"^[ff'i— 62sin"w— c'cos'w]. 

Der  Ausdruck  dieses  Massenelementes  ist  übrigens  besonders 
einfach  in  Lame'scken  (Joordinaten.  Führt  man  für  a,  rj,  oi  die 
drei  Lame'schen  (Joordinaten  q,  fi,  v  und  e,  C,  £  aus  I.  352 — 354 
ein,  so  wird  es  nämlich  gleich 

Man  entwickele  nun  die  (bekannte)  Function  kA  nach  Kugel- 
funetionen,  in  Bezug  auf  tj,  w,  in  eine  Reihe 

kA  =  jg  KW(s,  rj,  w), 

n     0 

in  der  also  K  die  Form  hat 

h'n)  =   2V" 1  i7),(")(cos^(«,("Vos(W-ha((")siiuw), 
4tz      ,    o 

wo  die  Functionen  a  und  a,  welche  nur  die  Veränderliche  s  enthalten, 
durch  Integrale  ausgedrückt  werden;  z.  1>.  ist  die  erste  (m.  vergl. 
§  34,  S.  108) 

a((n)  =  (_l)'^n)/     &mf]di]Pl\(iOBT])/      hAcoHVKodtD. 

0  0 

Man  entwickelt  ferner  T  nach  (12)  in  eine  Reihe  von  Kugel- 
funetionen  S£W,  multiplicirt  mit  dem  ölten  angegebenen  Ausdruck 
des  Massenelements  und  integrirt  über  die  ganze  Masse,  welche 
durch  das  Ellipsoid,  oder  allgemeiner,  welche  durch  zwei  confocale 
Ellipsoide  mit  den  Axeu  q  =  r0  und  q  =  r,   begrenzt  wird. 

Das  gesuchte  Potential  denke  man  sich  in  die  Reihe  ven 
Kugelfunctionen  in  Bezug  auf  0,  xp 
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"     2«  -4- 1 

«=o       n 
entwickelt. 

1)    Das  Potential  im   äusseren  Punkte  0a.      Mau   findet 

dieses  durch  die  Formeln 


»,  i    /•'•■  arwrwdo 

«=o    al  '  •£       |V  — 62)V  — c" 
"      1     /•■■■     at(wV(w)(q)<?q 

Z[,t>  =  i'a^P^Ccosö)  i'^mcosx^  tfim)(<?)  +  ö^sinx^«^^)]. 

Die  Summen  nach  i,  x  und  m  sind  nur  über  die  gleichartigen  Zahlen 
zu  nehmen,  einmal  über  alle  nicht  negativen  geraden,  dann  über 
die  positiven  ungeraden. 

2)    Das  Potential  im  inneren  Punkte  Ot.    Man  erhält  in 
diesem  Falle  die  Formeln 

h    .  jy  !   r*  «W°(g)gg 

Z(n)  =  J'a^P^Ccosö)  -S'[*»coBmV»Hri*)(^)  +  ^m8inm^wf,)(j)]. 

II)    Wird  die  ellipsoidische  Fläche,  deren  halbe  Axen  v,  j/r2— &2, 
y'r2  —  c2  sind,  mit  Masse  von  der  Dichtigkeit  x  belegt,  so  hat  man 


=//r» 


do 


zu  bilden,    wenn   do  das  Flächenelement  auf  der  Oberfläche  des 
Ellipsoides  vorstellt.     Dieses  ist  aber 

«o  =  —  amt]ätjdio, 

wo  e    die  Keciproke   der   Entfernung    des  Mittelpunktes    von    der 
Tangentialebene  im  Punkte  (r,  rj,  w)  bezeichnet,  wo  also  gesetzt  wird 

1  cos2  »7         sin2/;  cos2  w  sin2  rj  sin2  w 

c*  :        r      +~F-/>2     ~  +  ~     r2-c2 

Entwickelt  man         nach  Kugelfuuctioneu  in  Bezug  auf  i]  und  to, 
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wie  oben  kA,  indem  man  setzt 

—  =  ^  ti     ,     AT     =  — j -£  'i    (c<>s/;)(at    COStcu-j-  tti    snuw), 

so  wird  erhalten 

va  =  —xfi^Ff?^?  i'(2a  l 1)Z 


+  atsin^tt?,)(?)«,iw)(r)], 

uii  das  Zeichen  JS  eine  dreifache  Summe  nach  i,  x,  m  andeutet,  die, 
wie  oben,  nur  über  gleichartige  Werthe  zu  nehmen  ist. 

Uni  vt  zu  erhalten,  hat  man  nur  U  mit  VF  und  u  mit  w  zu  ver- 
tauschen. 

Anmerkung.  Hier  ist,  ebenso  wie  bei  dem  Potential  des 
Rotationsellipsoides,  das  wtc  Glied  Z(">  in  der  Eutwickelung  von  Vt 
oder  vt  nach  Kugelfunctionen  eine  ganze  Function  wtc"  Grades  der 
Coordinaten  von  0t.  Demi  das  wtl  Glied  S£W  in  der  Entwickelung 
von  T  nach  Kugelfunctionen  ist  eine  solche  Function  (§  44,  S.  137), 
also  auch  die  hieraus  durch  Integration  nach  Constauten  (in  Bezug 
auf  die  Coordinaten  von  Ot)  entstehende  Fnuctiou  Zw. 


Gauss  hat  sich  in  einer  Vorlesung  aus  dem  Sommersemester 
1840  zur  Ableitung  des  Ausdrucks  für  das  Flächenelement  do  eines 
sehr  einfachen  Verfahrens  bedient,  welches  schon  deshalb  Interesse 
erregen  wird,  weil  es  von  ihm  herstammt.  Ich  theile  es  hier  in 
dem  Zusammenhang  mit,  in  welchem  Gauss  es  vortrug.  Die  Buch 
staben  erhalten  hier  eine  andere  Bedeutung  als  im  Vorhergehenden. 

a)  (Die  Gleichung  der  Ebene  wird  aufgesucht.)  Man  fälle 
vorn  Anfangspunkte  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  ein 
Loth  von  der  Länge  e  auf  eine  Ebene;  die  Coordinaten  des  Fuss- 
puuktes  seien  a,  l>,  c.  Ferner  seien  X,  Y,  Z  die  Coordinaten  eines 
beliebigen  Punktes  der  Ebene,  r  seine  Entfernung  vom  Anfangs- 
punkt. Die  Cosinus  der  Winkel,  die  c  und  r  mit  den  Axen  bilden, 
sind  res}). 

JL     A     JL        Ä     JL     — 

e  '       e  '       e  '  r  '      r  '       r  ' 

Man  erhält  also  den  Cosinus  des  Winkels  (c,  r),    den  die  Linien  e 
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und  /■  mit  einander  bilden,  durch  die  Gleichung 

,  '  a     X         b     Y         c     Z 

cos(e,  /•)  =  —    -  -\ 

v       '         er  e     r  e      r 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  r,  und  bemerkt,  dass  die  Ebene 

der  geometrische  Ort  derjenigen  Punkte  ist,    deren  Projection  auf 

die  Richtung  des  Lothes  e  in  den  Endpunkt  desselben  fallen,    so 

inuss  rcos(e,  /•)    gleich   e  sein,    und    man    findet    für    alle   Punkte 

[X,  Y,  Z\  welche  iu  der  Ebene  liegen,  die  vom  Anfangspunkte  um  e 

entfernt  ist 

a     v    i      b    V  I      c    V 

—  a  H Y-\ Z  =  e. 

e  e  e 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass 

aX  +  bF-f  cZ  =  b 

die  Gleichung  einer  Ebene  ist,  die  vom  Anfangspunkte  um  die  Länge 

b 

l/a2  +  b2  +  c2 

entfernt  ist.  Ein  Perpendikel  auf  derselben  bildet  mit  den  Axen 
Winkel,  deren  Cosinus  sind 

a  b c 

|/a2  +  b2+c2  '     ]/a2+b2+T2  '    W+F+?"' 
b)   Die  Tangentialebene  an  eine  Fläche  fQcy  y,  z)  =  const. 
im  Punkte  x,  y,  z  ist 

\/»  +  v/"(!/) +£/"(*)  =  xfW+yf'(y)+*r(*)' 

Wenn  f(x,  ij,  z)  eine  homogene  Function  vom  Grade  p  bezeichnet, 
so  verwandelt  sich  die  rechte  Seite,  nach  dem  Euler'schen  Satze 
von  den  homogenen  Functionen,  in  p-.f(x,  y,  z)  d.  i.  p.  const.  Dabei- 
ist die  Gleichung  der  Tangentialebene  eines  Ellipsoides  mit  den 
Halbaxen  A,  B,  C  im  Punkte  x,  y,  % 

xX     *JL  _l  ±l   - 1 . 

\  D'i  I  <  -  1 


A'     '      B"     '     C' 
die  Länge  e  des  Lothes,  welches  vom  Mittelpunkte  des  Ellipsoides 
auf  die  Tangentialebene  gefällt  wird,  findet  man  durch  die  Gleichung 

_L       _£!_      iL  i     ?! 
e2   "      A*  "*"   ß4   "*"   CJ  * 

c)    Man  setze 

a;  =  A£,     [I  =  Brj,     *=  (%. 

betrachten  wir  g,  rj,  £  als  Coordinaten  eines  Punktes  in  Bezug  auf 
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das  Coordinatensystem  der  x,  y,  ;,  so  entspricht  jedem  Punkte 
[x,  ij,  ss]  ein  Punkt  [£,  r\,  £]  eindeutig;  dem  EUipsoide,  welches  so- 
eben, unter  l>,  behandelt  wurde,  das  dem  ersten  Systeme,  dem 
Systeme  der  x,  y,  »,  angehört,  entspricht  im  zweiten  eine  Kugel  mit 
dem  Radius  1,  deren  Mittelpunkt  mit  dem  des  Ellipsoides  zusammen- 
fallt. Es  entsprechen  Ebenen  in  dem  einen  System  auch  Ebenen  des 
anderen,  daher  Durchschnitten  von  Ebenen  oder  Geraden  wiederum 
Gerade.  Der  Ebene  |  =  const.  entpricht  die  Ebene  x  =  4.const., 
daher  einem  solchen  Parallelepipeduni  im  Systeme  der  j-,  r\,  t,  dessen 
Seiten  den  Coordiuatenebenen  parallel  sind,  ein  ebensolches,  dessen 
Volumen  das  ylßC-fache  des  ersten  ist.  Indem  man  mit  beliebiger 
Näherung  jedes  Volumen  in  solche  Parallelepipeda  zerlegen  kann, 
deren  Kanten  den  Axen  parallel  sind,  hat  man  daher:  Der  Inhalt 
eines  beliebigen  Körperstücks  im  Systeme  der  £,  i],  £  verhält  sich 
zu  dem  entsprechenden  im  Systeme  der  x,  y,  s&  wie  \:ABC. 

d)  Mau  zeichne  auf  der  Oberfläche  des  Ellipsoides  eiu  be- 
liebiges Flächenelement  do  im  Punkte  x,  y,  z,  dem  ein  Element  dm 
auf  der  Kugel  mit  dem  Radius  1  im  Punkte  [|,  r\,  K]  entspricht. 
Dem  Kegel  mit  der  Basis  do  und  dem  Mittelpunkte  als  Scheitel 
wird  daher  der  Kegel  mit  der  Basis  dm  und  mit  demselben  Scheitel 
entsprechen.  Also  verhält  sich  das  Volumen  des  ersten  Kegels  zu 
dem  des  zweiten  wie  ABC-A.  Der  erste  Kegel  hat  die  Höhe  e, 
der  zweite  1,  so  dass  man  findet 

ABC  j 

do  =  dm. 

e 

was  mit  dem  Ausdruck  S.  149  für  das  Flächenelement  übereinstimmt. 


Man  hat  hier  nur  v,  ]fxa— b9i  ]/ra— <r  statt  A,  B,  C,  und  für  dm  seinen 
Weith  mit]dr]diü  zu  setzen. 

§46.  Als  Beispiel  für  die  Anwendung  der  Methode  des 
vorigen  Paragraphen  zur  Auffindung  des  Potentials  von  dreiaxigen 
Ellipsoiden  berechnen  wir  das  Potential  eines  homogenen  Ellipsoides, 
mit  der  Dichtigkeit  k  =  1,  im  äussern  Punkte  Ou.  Entwickelt  man 
kA,  d.  i.  A  (vergl.  (13))  nach  Kugelf  unetioneu  K,  so  bricht  die  Reihe 
beim  zweiten  Gliede  ab,  und  man  erhält 
A  =  tf^-f  A^2), 

ff»  =  b[2b2c2— *8(&8+c8)]Jf>(cosi7)4-£(6a-  ca)/f>(cosi?)eo82w. 
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a)  Man  findet  Z^'J>  aus  K({'K  Die  Vergleichung  dieser  Function  K 
mit  ihrcui  Ausdruck  auf  S.  148  zeigt,  dass  a(p  —  -InK^  sei,  und 
(hiss  die  übrigen  et  und  alle  a  mit  dem  obereu  Iudex  0  Null  sind. 
Man  bat  also  uacb  der  Formel  in  I,  No.  1  des  vorigen  Paragraphen 

und  neun  mau  für  U  seinen  Werth  setzt 

4/tr  _/  5 — rö./-ö ,  /"  ds 


z(u)  =  i^r_]/r2_62|/r2_c-yr>u 


|  '.%■'-'  —  62|/s2—  c2 
/<)    Es  bleibt  uoeb  übrig  Z^->  aus  Ä"(2)  zu  ermitteln.     Man  hat 

Mit  Hülfe  der  Werthe  von  FF<°>,  Iff)  =  W7,^  und  H  .<%  die  man  für 
w  =  2  auf  S.  143  findet,  erhält  man  die  Ausdrücke  gv  und  </_,;  </, 
und  alle  g  sind  Null.     So  findet  man 

Z«  -  -  Trri^^Fl/F-c^P^Ccos^/^"  —^lZ8'^==T 

L  •/       says2— 6ayV— c2 

ra— 62\  ös 


+W«tf)M.8t/,"(^-^{r) 


|/s2-62^2-c2 

Durch  Addition  von  Z<°)  und  Z(2)  erhält  man  F;   in  den  ent- 
stehenden Ausdruck  führt  man  für  P^  und  P^  ihre  Werthe 

cos20  —  £,     —  sin20 

ein,  und  wendet  die  identische  Gleichung 

(p—  q)eos2\f)  —  p-\-  q—  2(psiu"t//  +  gcosJj//) 
auf  den  Fall 


p  = 


rJ-c- 


r'-b2 


s8-cn     '         *2— 6a 

au.     Keducirt  man  gehörig,    so   findet  man   den  Dirichl et' sehen 

Ausdruck    für   das  Potential   eines   homogenen  Ellijisoides  von  der 
Dichtigkeit  1 

Va  =  2nx  ft*  -  ¥  ]'r  -  c~a  X 
a?a  ya  s2      \  ds 


fX 


b2         s2-c2      fa'—b']f? 


c- 
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uünilich  zunächsl  auf  der  rechten  Seite  das  dort  stehende  veruicbrt 
um  das  Produkt  der  Masse  des  Ellipsoides  mal 

./"//-      Ir         r'-c*         /-        A  ds 

8in90/     {     ..      ...  +     .,        .,   -f-     .,  -1)     _ .— —  -   • 

Üer  Ausdruck  unter  dem  vorstehenden  Integrale  ist  aber  das  voll- 
ständige Differential  nach  s  von 


*|/s2  —  62]/*2—  c2  ' 
das  Integral  selbst  also  Null. 

Die  Entwickelung  von  T  nacb  Kugelfunctioneu,  welche  in  den 
Gleichungen  (12)  enthalten  ist,  babe  icb  im  42.  Bande  des  Crelle'- 
schen  Journals*)  mitgetbeilt;  mau  findet  dort  auch  im  wesentlichen 
den  übrigen  Inbalt  der  §  43 — 46. 


lu  der  Vorlesung,  auf  welcbe  im  §  45,  S.  150  hingewiesen 
wurde,  gab  Gauss  folgende  Metbude  an,  um  die  Anziehung  eines 
homogenen  Ellipsoides  zu  ermitteln: 

Wir  bedienen  uns  liier  der  Bezeichnung,  welche  an  der  er- 
wähnten Stelle  eingeführt  wurde.  Belegt  man  die  Oberfläche  der 
dort  erwähnten  Kugel,  deren  Gleichung  ^2+»?2+^2  =  1  ist,  gleich- 
massig  mit  Masse  von  der  Dichtigkeit  1,  also  im  ganzen  mit  der 
Masse  An,  und  legt  dann  auf  das  Element  do  der  Oberfläche  eines 
Ellipsoids  mit  den  Halbaxen  A,  B,  C  so  viel  Masse  wie  auf  dem 
entsprechenden  Element  der  Kugel  dra  liegt,  so  wird  in  einem 
irgendwo  liegenden  Punkte  [a,  b,c]  =  0  das  Potential 

5  ,     r3  =  (4|-a)a4-(^-6)a+((^-c)9. 


'ff 


Das  über  die  ganze  Kugelfläche  genommene  Integral  lässt  sich 
vereinfachen.  Man  vergleicht  zu  diesem  Zwecke  unter  einander 
die  Potentiale  confocaler  Ellipsoide,  welche  nach  demselben  Gesetze 
mit  der  Masse  An  belegt  werden,  in  demselben  Punkte  0.  Sind 
An  /?, ,  C,,  wo  Ax  >  Bt  >  C,  sei,  die  Halbaxen  irgend  eines  be- 
stimmten unter  ihnen,  so  hat  man 

Ai-B2  =  A2l-B],    A2-C*  =  A]-C], 


*)    Theorie  der  Anziehung  eines  Ellipsoides. 
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oder,  was  dasselbe  ist, 

A*-A]  =  B'-B]  =  C-C?. 
Setzt  mau  die  obenstehenden  Differenzen  gleich  u,  also 
A  =  iA\+u,     B  =  iB]  +  u,     C  =  iC]+u, 
so  erhält  mau  alle  dem  gegebenen  confoealen  Ellipsoide,  wenn  man 
//  alle  Werthe  vou   —  C)   au  bis  oo   durchlaufen  lässt.     Dem  ge- 
gebeueu  Ellipsoid  mag  der  Werth  u  =  m,  entsprechen. 

Wir  gehen  nun  von  dem  gegebenen  Ellipsoid  mit  den  Axen 
A,  B,  C  zu  eiuem  unendlich  uaheu  über,  variireu  also  v,  oder  dif- 
ferentiireu  v  nach  u.    Alsdann  hat  mau  zu  setzen 


du  du  du 


und  erhält 
dv 
du 


1    r Tdm  ["  x     x  —  a        y      y  —  b         z      z  —  cl 


lutegrirt  man  anstatt  über  die  Kugelfläche  wieder  über  die  Fläche 
des  Ellipsoides,  führt  also  do  statt  dm  eiu,  so  entsteht 

dv  l      rr    ,    AA  do 

wo  (r,  N)  den  Winkel  bezeichnet,  welchen  der  von  0  =  [a,  b,  c] 
nach  [x,  y,  z]  gezogene  Kadiusvector  mit  der  äusseren  Normalen 
N  in  [x,  y,  z]  bildet.  Durch  sehr  bekannte  einfache  Mittel  weist 
man  nach,  dass  der  Werth  des  Doppelintegrales  0  oder  \n  sei,  je 
nachdem  0  ausserhalb  oder  innerhalb  des  Ellipsoides  liegt,  so  dass 
mau  im  ersten  uud  resp.  im  zweiten  Falle  hat 

dva     _  dwt  2n 

^dV         '        du  "ABC 

Hieraus  folgt  zunächst,  dass  vt  unabhängig  von  den  Coordinaten 
a,  b,  c  ist.  Da  nämlich  v,  Null  sein  muss,  wenn  die  Masse  ±n 
über  ein  Ellipsoid  mit  unendlichen  Axen  vertheilt  wird  (weil  v, 
dann  das  Potential  einer  endlichen  Masse  ist,  die  unendlich  entfernt 
von  0  liegt),  also  Null  ist  für  u  =  oo,  so  giebt  eine  Integration 
von  u  =  ul  bis  u  =  oc 

du 


*./ 


M«  |  A])(„  f  «;x«  I  ';) 
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Wenn  man  die  unmittelbar  gegebenen  Axon  A,  B,  C  einführt,  so 
erhalt  man  daher  als  Ausdruck  für  das  Potential  vt  ciuer  blasse 
4/r,  mit  der  die  Oberfläche  des  Ellipsoides 

-r2  »/'-'  S2 

^_  4-  iL  _i_  4_  =  l 

A*  ^  B'  T  C2 
nach  der  Vorschrift  belegt  ist,  im  inneren  Punkte  [a,b,c\ 

du 


Inf 


)/A*+ujB*+uycr+ü 

also  einen  von  a,  b,  c  unabhängigen  Werth. 

Als  Resultat  der  bisherigen  Untersuchungen  findet  man  die 
beiden  Sätze,  welche  unsere  Aufgabe  wesentlich  erledigen: 

a)  üas  Potential  vt  eines  festen  in  der  vorgeschriebenen  Art 
mit  Masse  belegten  Ellipsoides  ist  in  allen  inneren  Punkten  0, 
dasselbe. 

b)  Das  Potential  va  ist  für  alle  coufocalen,  nach  dem  an- 
gegebenen Gesetze  mit  Masse  belegten  Ellipsoide  in  demselben 
festen  äusseren  Punkte  dasselbe. 

Aus  a)  folgt,  dass  vt  dasselbe  bleibt,  wenn  auch  0  in  den  Mittel- 
punkt des  Ellipsoides  rückt.     Daher  ist 

ff        dus  -    ff *? 

Vl  ~JJ  j/^+y+^   "JJ  jA^+Fif+Cg  ' 

wo  man  auch  setzen  kann  dm  =  smOdOdip. 

Aus  b)  folgt,  dass  v«  dasselbe  ist,  wie  das  Potential  eines 
durch  den  Punkt  Oa  gehenden,  dem  ersten  confocalen  Ellipsoides. 
Die  Halbaxen  desselben  seien  21,  33,  (5.  Indem  für  dieses  der 
Punkt  Oa  als  Grenze  des  inneren  Punktes  Ot  angesehen  werden 
kann,  da  ferner  das  Potential  v  im  Räume  überall  continuirlich 
bleibt,  so  ist  va  in  Oa  gleich  dem  Werth  des  Potentials  des  Ellipsoides 
mit  den  Axen  51,  33,  (S  in  einem  beliebigen  Punkte  seines  Innern. 
Daher  ist  das  Potential  der  ellipsoidischeu  Fläche  mit  den  Halb 
axen  A,  B,  C,  im  äusseren  Punkte  [a,  b,  c] 

rr  da   

V"~JJ  j/f^  H©y +<£*£■  ' 

wenn  21,  33,  (5  aus  A,  B,  C  durch  die  Gleichungen 

21-i/i^fM,    5B  =  l/F+^,    fö  =  rV-'j", 

f  ^  a'2  h-  °-  i 

w  '"     A'+u  +   />'-|  u    h  C+u 
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berechnet  werden  *).     Das  Integral  nach  m  ist  wie  oben  über  die 
ganze  Kugelfläche  zu  nehmen. 

Gauss  sucht  aus  diesen  Formeln  nicht  das  Potential  selbst 
auf,  sondern  eine  Componeute  der  Anziehung.  Die  Rechnung  ge- 
haltet sich  in  dem  letzteren  Falle  viel  einfacher,  indem  sich  in 
demselben  die  doppelte  Integration  ausführen  lässt.  Um  das  Po- 
tential eines  vollen  Ellipsoides  direkt  zu  finden,  könnte  mau  aller- 
dings noch  weiter  dem  Wege  folgen,  den  Gauss  einschlägt,  um  die 
Componeute  zu  finden  (mit  selbstverständlichen  Modifikationen'), 
wobei  man  nur,  statt  des  vorstehenden  Doppelintegrals,  für  v„ 
den  Werth 


J  i/9T«4- n  l'W-Uu  l/ß9  -1- 9i  J 


iW\n  i-'S'+m  }/(S2  f  w         '         |    1 '  }  u  1  H    |  /i|V"  +  w 

setzt,  wenn  die  Grenze  u  die  grösste  Wurzel  der  obigen  kubischen 
Gleichung  (a)  bezeichnet.  Im  weiteren  Verlauf,  wenn  es  sich  nicht 
um  die  Anziehung  sondern  um  das  Potential  des  ganzen, 
Villen  Ellipsoides  handelt,  hat  man  die  Grenzen  nach  der  Formel 

j  dyj   f(?,y)d*=J   dxj    f(x,y)dy 

ii  0  a 

umzukehren. 

Wir  folgen  aber  Gauss,  und  suchen  die  Anziehung  auf.  Wir 
schliessen  dazu  aus  dem  Vorhergehenden,  dass  die  Anziehung  der 
Fläche  auf  einen  inneren  Punkt  Null  ist;  die  Componente  X  der 
Anziehung  im  äusseren  Punkte  Oa  =  [a,  b,  c]  nach  der  Richtung 
der  X  wird  aber  durch  die  Formel  gegeben 

Y  _  *v.  -  _  x  /yT^r  +„■  SW  +  P  °^1  -  ^ 

da    '          *JJ    h    da     !    ;     da     '-     r^/J(xH-i-      iV-y-f-^'-t 

Bei  der  Differentiation  nach  a  ist,  wie  (a)  zeigt,  nur  u  mit  a  ver- 
änderlich, nicht  A,  B,  C.     Daher  ist 

BW        dfß*        80?        du 

da  da  da  da 

Der  Factor  unter  dem  Integral,  welcher  sich  in  den  eckigen  Klam 

niern  befindet,  ist  also     ;       und  tritt  vor  das  Integral  :ils  Constante. 
da 

*)  Man  hat  für  n  die  grösste  der  drei  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  zu 
nehmen  I>i>'  beiden  anderen  würden  Hyperboloiden  entsprechen,  welche  durch  [a,  b,  c] 
gelegt  werden.      M.  vergl.   I.  17. 
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ferentiation  von  (a) 

da  _  r^2       b^_      JJ 
2     ~  l_2i4   +  234  +  6J  J      ' 


Ferner  giebt  die  Differentiation  von  (or) 
2ada 

man  findet  also 


X  = 


a  1  ff  dm 


ff 


21'   ^  23'  "*"  (S4 


Der  vor  dem  Integrale  stehende  Ausdruck  ist,  abgesehen  vom  Vor- 
zeichen, nichts  anderes  als  das  Produkt  aus  der  Entfernung  e  des 
Mittelpunktes  von  der  Tangentialebene  im  Punkte  [a,  l>,  c]  an  das 
Ellipsoid  mit  den  Axen  31,  33,  (5,  und  aus  dem  Cosinus  des  Winkels, 
den  die  im  Punkte  [a,  b,  c]  nach  innen  gezogene  Normale  mit  der 
Axe  der  X  bildet,  d.i.  —  cos(Ar,X),  wenn  N  die  nach  aussen  ge- 
richtete  Normale  bezeichnet.     Das   Integral   selbst  ist  \n  dividirl 

durch  aase. 

Zum  Beweise  beschreibe  man  einen  unendlich  kleinen  Kegel  vom  Mittel- 
punkte des  Ellipsoides  als  Scheitel.  Dieser  schneide  auf  der  Oberfläche  des 
Eilipsoides  ein  Element  ds  heraus,  auf  der  Kugel  dm.  Item  Elemente  ds 
gehöre   ein   Punkt   [r,  l),  g]   an,   dem    Ele üte   dm,    wie   früher,    ein    Punkt 

[|,  T],  C\.      Man  setze 

Der  körperliche  Inhalt  des  Kegels  mit  der  Basis  dm  auf  der  Kugel  res|>.  mit 
der  Basis  ds  auf  dem   Ellipsoid   ist  resp. 

^dm.\,      \dm.r]\ 
der    kubische   Inhalt    des    ganzen    Ellipsoides    ferner    gleich   2123G*   mal  dem   der 

,      .       'iTl 
Kugel,  d.  i.  gleich 


3 


ff 


Man  hat 
woraus   folsrt 


rdm  =  \n  2123(5. 
X)  =  rrj,     5  =  rL, 

•r   +  -£_)  = 


Setzt  man  den  hieraus  sich  ergehenden  Werth  für  r  in  das  Doppelintegral  ein, 
und  vertauscht  21,  33,  6  mit  ihren  Reciproken,  sel/.l  also  21-1  statt  21,  etc., 
^>   erhall   man 

ff  da \n 

JJ  (^2|2+  %y.\  (s  .  3UBG 

Man  hat  also  das  Resultat:  Beleg!  man  eine  ellipsoidische 
Fläche,  deren  Halbaxen  A,  B,  C  sind,  auf  die  vorgeschrie- 
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bene  Art  mit  Masse  47i,  so  ist  die  Anziehung  der  Masse 
auf  den  Punkt  [a,  b,  c]  Null,  wenn  er  ein  innerer  ist.  Ist 
er  ein  äusserer,  so  wird  die  Anziehung  auf  denselben 

wenn  man  setzt  (S.  151,  b) 

1  a2  />"  rJ 

e2    ~   2l4  +  234  +   64  ' 
Für  die  X-Componente  der  Anziehung  erhält  man  also 
Aan  1 


Bier  isi 


2ra6       o2        b2         c2 
Sl4  +  234  +  (S4 

2l2 — vi2  =  SB2-  B2  -  (S2-C2  =  », 

a2  //-'  c2 


A2+«       '       ß2+M       '       C2+M 


Legt  man  zu  dem  Ellipsoid  mit  den  Axen  A,  B,  C  ein  unend- 
lich nahes  ähnliches  mit  den  Axen  A+dA,  B-{-dB,  C-{-  dC,  wo  also 

dA  :  dB  :  dC  =  A  :  B  :  C, 
und  füllt  den  Raum  zwischen  den  beiden  mit  homogener  Masse, 
so  ist  das  Potential  dasselbe  als  ob  man  die  gegebene  Fläche  nach 
dem  früheren  Princip  mit  Masse  belegt,  aber  nicht,  wie  früher,  die 
Masse  4u  sondern  indlogA  über  die  Hülfskugel  ausbreitet.  Es 
liegt  nämlich  auf  dem  Elemente  do  der  Oberfläche  des  Ellipsoides 
mit  den  Axen  A,  B,  C  nicht  wie  früher  die  Masse  dm,  sondern 
qdo,  wenn  p  das  Stück  der  Normalen  auf  dem  Elemente  do  be- 
zeichnet, welches  durch  das  Ellipsoid  A-\-dA,  B-\-dB,  C-{-dC  von 
ihr  abgeschnitten  wird.  Sind  x,  y,  z  die  Coordinaten  eines  Punktes 
von  do,  so  sind 

x  +  qcös(X,  JV),     «/  +  ecos(K,  N),     -+- (>cos(Z,  N) 
die  Coordinaten  des  Endpunktes  des  Perpendikels,  welche  auf  dem 
zweiten  Ellipsoid  liegen;  mau  hat  also 

/g  +  gcos^A)  y     /ff  +  gcosQ,A')  V     /  s4-gcos(Z,  JV)  y 
V         A-\-dA         )~Y\        B  +  dB        /"^V         r  \  dC 
und   wenn  man    die    unendlich    kleinen   Grössen    zweiter   Ordnung 
vernachlässigt 

I ".rc(,s(A',  A)       >/ens(V.  N)      _zcos(Z,  N)  I         dA 
Ql         A*  II  i  A 
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Setzt   man   für  die  Cosinus  ihre  Werthe  und  reducirt,  so  wird  er 

halten 

1  dA 


also  oaeh  §  I") 


U'1     B*   ^   C* 


)do  =  ■  <l~>  \BC. 

I 


Daher  wird  die  X-Componente  der  Anziehung  der  homogenen  Schale 
mit  der  Dichtigkeit  l,  welche  durch  zwei  unendlich  nahe  ähnliche 
Ellipsoide  mit  den  Axen  A,  B,  C  und  \-\-dA,  etc.  begrenzt  ist, 
auf  einen  äusseren  Punkt  gleich  dem  Produkte  des  obenstehenden 
Werthes  X  mit  ABCdlogA,  auf  einen  inneren  Punkt  aber  Null. 

Fs  liege  ein  homogenes  Ellipsoid  mit  den  Halhaxen  «.  ß,  y  vor; 
die  Anziehung  desselben  auf  einen  äusseren  Punkt  a,  b,  c  soll  be- 
stimmt werden. 

Man  theile  dazu  das  Ellipsoid  in  anendlich  viele  ähnliche, 
deren  Halbaxen  A,  B,  C  sich  zu  einander  verhalten  wie  a:ß:y. 
Nach  dem  Obigen  wird  dann  die  Coniponente  S  der  Anziehung 
des  ganzen  Ellipsoides,  welche  parallel  der  Axe  der  X  gerichtet  ist, 

£  =  JXABCdlogA. 

o 

Um  dieses  Integral  in  eine  übersichtliche  Form  zu  bringen,  drücke 

mau    sämrntliche   Veränderlichen    durch    eine    neue    s  aus,    indem 

man  setzt 

u  s 

Die  neue  Veränderliche  s  hängt  dann  mit  A   durch  die  Gleichung 

a'  b~  c"  A'J 

zusammen,  in  welche  sich  (a)  verwandelt,  wenn  man  berücksichtigt, 

dass  man   hier  durch   ähnliche  Ellipsoide   hindurchgeht,   dass   sich 

also  verhall 

A  :  B  :  C  =  a  :  ß  :  y. 

Ferner  hat  man  dann 
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und  durch  Differentiation  von  (ß) 

ds        =  A2  l(a*+sy  +  (0*+  sy  +  (y8-r  s)2  J  ' 

Berücksichtigt  man  noch,  dass  für  A  =  0  mau  wegen  (ß)  zu  setzen 
hat  s  =  cc,  für  ^4  =  a  aber  s  gleich  der  grössten  Wurzel  a  der 
Gleichung 

so  giebt  die  Einführung  von  s  in  den  Ausdruck  für  £  das  Resultat: 
Die  Coinponente  £  der  Anziehung  eines  Ellipsoides  mit 
den  Halbaxen  a,  ß,  y,  welche  parallel  der  Axe  a  ist,  auf 
den  äusseren  Punkt  [a,  b,  c]  wird  durch  die  Gleichung  ge- 
geben 


£  =  —  2a 


aßyn  I 


(«2+^*+mV+s' 


wenn  die  Dichtigkeit  des  Ellipsoides  gleich  1  gesetzt  ist. 

Bis  hierher  folgte  ich  dem  Vortrage  von  Gauss. 

Da  die  Anziehung  einer  Fläche,  die  in  der  S.  154  vorgeschrie- 
benen Art  mit  Masse  belegt  war,  also  auch  einer  unendlich  dünnen 
homogenen  Schale,  die  von  ähnlichen  Ellipsoiden  begrenzt  wird, 
auf  einen  inneren  Punkt  Null  ist,  so  gilt  dasselbe  für  eine  solche 
Schale  von  endlichen  Dimensionen.  Berücksichtigt  man,  dass  a  in 
(y)  Null  wird,  wenn  [a,b,c]  auf  dem  anziehenden  Ellipsoid  selbst 
liegt,  so  ist  klar,  dass  der  obige  Ausdruck  für  £  auch  dann  noch 
die  Anziehungscomponente  eines  vollen  (homogenen)  Ellipsoides 
darstellt,  wenn  der  Punkt  [a,  b,  c]  nicht  ausserhalb,  sondern  auf 
der  Oberfläche  oder  im  Innern  des  vollen  Ellipsoides  liegt,  voraus- 
gesetzt, dass  man  dann  a  =  0  setzt. 

In  diesem  Falle  findet  man  leicht  Dirichlet's  Ausdruck  für 
das  Potential  V  des  Ellipsoides  in  [a,  b,  c].     Setzt  man 

ds 


aßyn/ 


=  1, 


(a2+s)V/?2  +  siV  +  s 

so  ist  die  Anziehungscomponente  £  des  homogenen  Ellipsoides  mit 
den  Halbaxen  et,  ß,  y  im  Punkte  [a,  b,  c] ,  der  inmitten  der  Massen 
liegt,  gleich  —  2al.  Aehnliche  Ausdrücke  —  2b/n  uud  —2c»  findet 
man  für  die   beiden  anderen  Compoueuten  H  und  Z.     Da  l,  (x,  v 

Heine,  Auwendungeu  der  Kugelfunctionen.     'i.  Aufl.  11 
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die  Buchstaben  a,  b,  c  nicht  mehr  enthalten,   so   ergiebt   die  Inte- 
gration dieser  drei  Gleichungen 

=  -  2al,     -3J-  =  -  2b/i,    -5—  =  -  2cv, 


da  db  de 

für  V  den  Ausdruck 

V  =  €—  Xa2—(.ib~—vc', 

wo  e  eine  Constante  bezeichnet,  welche  man  bestimmt,  indem  man 
a  =  b  =  c  =  0  setzt.  Hieraus  folgt,  dass  «  das  Potential  des  vollen 
Ellipsoides  im  Punkte  [0,0,0],  d.  i.  im  Mittelpunkte  ist.  Theilt 
man  das  Ellipsoid  in  unendlich  viele  ähnliche,  so  ist  (S.  160)  das 
Potential  einer  unendlich  dünnen  Schale,  welche  durch  Ellipsoide 
mit  den  Halbaxen  A,  B,  C  und  A+dA,  B-\-dB,  C+dC  begrenzt 
wird,  gleich  dem  Produkte  von  BCdA  mal  dem  Potential  der  Ober- 
fläche des  kleinereu  Ellipsoides,  welche  auf  die  früher  angegebene 
Art  mit  Masse  belegt  wird.  Dies  Potential  in  dem  inneren  Punkte 
[0,  0,  0]  war  aber  auf  S.  156  gefunden;  man  nannte  es  dort  vt. 
Setzt  man  den  Werth  ein,  so  findet  man  sofort 

e  =  2,71  /     oAI      — ,  .  , — =- , 

wenn  A  :  B :  C  =  a  :  ß :  y.  Setzt  man  ct'u  =  A2s,  so  geht  die  vorige 
Gleichung  über  in 

Man  hat  also  als  Potential  des  inneren  Punktes  die  bekannte  Formel 

f*(  a2  b2  c2    \ ds 

V-aßynJ      ^1      a2+5       ßt+g       yf+#;^^^__^f-j_- 

Vertauscht  man  die  untere  Grenze  0  mit  o,  so  ist  der  vor- 
stehende Ausdruck  gleichfalls  das  Potential,  aber  im  äusseren 
Punkte  a,  b,  c,  da  er,  nach  a,  b,  c  differentiirt,  offenbar  die  früher 
gefundenen  Werthe  der  Componenten  S,  H,  Z  giebt  und  sich  in 
0  verwandelt,  wenn  der  Punkt  [a,  b,  c]  in's  Unendliche  rückt. 

§47.  Aus  dem  Werthe,  welchen  das  Potential  eines  beliebig 
mit  Masse  erfüllten  Ellipsoides  resp.  seiner  mit  Masse  belegten 
Oberfläche  auf  der  Fläche  selbst  annimmt,  kann  man  das  Potential 
im  massenfreion  Raum  ermitteln.     In  der  That  zeigen  die  Formeln 


§  47    14.  Dreiaxiges  Ellipsoid.  1G3 

für  ZW  im  §  45  S.  149—150,  dass  im  «tcn  Gliede  in  der  Entwicke- 
lung  des  Potentials  nach  Kugelfunctionen,  zunächst  im  äusseren 
Kaum,  der  Factor  von  Pj^cos^cosxt/j  die  Form  annimmt 

m=0 

wenn  die  p  Constante  (nach  q,  6,  \p)  bezeichnen.  Diese  sind  so  zu 
bestimmen ,  dass  der  vorstehende  Ausdruck  für  q  =  x  mit  dem 
Werthe  übereinstimmt,  den  der  Factor  von  Pxre)(cos0)cosxt/>  aus 
der  Entwickelung  des  gegebenen  Potentials  in  der  Oberfläche  erhält. 
Aehnlich  verhält  es  sich  mit  dem  Gliede,  welches  sinxi//  und  u 
statt  cosxi//  und  U  enthält.  Stellt  man  die  Formeln  zusammen,  so 
erhält  man  das  Resultat: 

Das  Potential  der  Masse  eines  mit  Masse  erfüllten  Ellipsoides 
oder  derjenigen  Masse,  welche  auf  seiner  Oberfläche  ausgebreitet 
ist,  sei  in  dem  Punkte  (r,  6,  \p)  auf  der  Fläche  selbst  gleich  f(0,  \p) 
gegeben.    Nach  Kugelf Functionen  entwickelt  sei 

f(d,  xp)  =  £  jr'a^  Pin)(co$d)cQsxtp(gxcosxxp  +  Qxsmxip), 

n—0  x=0 

wo  g  und  g  (bekannte)  Constante  bezeichnen  (die  auch  den  Index 
n  enthalten).  Alsdann  ist  das  Potential  im  Punkte  Oa  =  (q,  0,  xp) 
des  äusseren  Raumes 

(14)  ...    v  =  ZZ{n\ 

ZW  =  i;a(;)JPl")(cosö)|"cosxi/;  2' plnUi"'\Q)  +  mnxxp  J  p»tt?°fo)|. 

Hier  hat  man  die  Summen  nach  m  nur  über  solche  m  zu  nehmen, 
welche  dem  x  gleichartig  sind.  Die  p  und  p  sind  solche  2«  +  l 
Constante,  welche  durch  vier  Systeme  von  linearen  Gleichungen 
bestimmt  werden.     Sind  nämlich  m  und  x  solche  Indices,  dass 

tri  ^n,       x  <  n, 
so  hat  man  die  Systeme 

2pm  Uim)  (v)  =  Qn ,      ^p,,,«!"0  (r)  =  Öx , 
wenn  für  einen  geraden  Index  x  nur  über  gerade  m,  von  m .  =  0 
incl.  an  (g0  ist  offenbar  Null),  für  ein   ungerades  x  nur  über  un- 
gerade tri  summirt  wird. 

Für  das  Potential  im  Punkte  Ot  =  (q,  0,  xp)  des  inneren  Raumes, 
wenn  die  Fläche  mit  Masse  belegt  oder  der  äussere  Raum  erfüllt 

11* 
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ist,  findet  man  die  Formeln,  welche  aus  den  vorstehenden  sich 
ergeben,  wenn  in  ihnen  überall  U  und  u  mit  W  und  w  vertauscht 
werden.  Jedes  Glied  ZW  des  Ausdrucks  ist  eine  ganze  Function 
der  rechtwinkligen  Coordinaten  von  0,  (§  45,  Anmerk.). 

Ist  im  speciellen  Falle  das  Potential  v  in  jedem  Punkte  00  der 
Oberfläche  eine  ganze  Function  eines  gegebenen,  des  ntQ"  Grades, 
der  rechtwinkligen  Coordinaten  von  00,  so  bleibt  es  in  den  Punkten 
Ot  eine  solche  der  Coordinaten  von  0„  die  sich  vollständig  angeben 
lässt,  und  in  der  keine  Integration  unausgeführt  bleibt.  In  den 
Punkten  Oa  kommt  allerdings  daneben  eine  transcendente  Function 
von  q  vor;  es  wird  v„  von  der  Form  A-\-BJ,  wenn  A,  B  ganze 
Functionen  «teu  Grades  von  cosfl,  sinöcosi//,  sinösiui/>,  rationale 
von  q,  y^8—  68,  lV—  c*  smd,  die  sich  fertig  berechnen  lassen,  J 
ein  elliptisches  Integral  erster  und  zweiter  Art  in  Bezug  auf  q  ist. 

Die  Methode  und  die  wesentlichen  Resultate  der  §  43  —  47 
habe  ich  im  42.  Bd.  des  Crelle'schen  Journals*)  mitgetheilt. 

§  48.  Wir  lösen  dieselbe  Aufgabe,  welche  hier  behandelt  wurde, 
durch  eine  zweite  Methode,  nämlich  diejenige,  welche  im  §  38  an- 
gewandt wurde,  d.  i.  mit  Hülfe  der  Integration  von  Jv  =  0.  Statt 
der  rechtwinkligen  Coordinaten  führt  man  wie  früher  q,  8,  \p,  und 
statt  0,  \fj  nach  I,  (58,  a)  andere  (i,  v  ein,  indem  man  setzt 


cosö  = 
sin#cost/>  = 

sin  0  sin  xp  — 


bc 


iy-&2jv~-  f*9 


c}V-62 

Für   das  Linienelement   auf  dem  Ellipsoid  erhält   man   in    diesen 
elliptischen  Coordinaten 

dx*+dy*+  dz2  =  Z*dQ*+Wdn*+Wdv*\ 

die  Normalen    auf  den    drei    confocalen    sich   im  Punkte   q,  /u,  v 
schneidenden  Flächen  (I.  351)  sind 

dn  =  &6q,     do  =  Wdn,     dp  =  Kdv, 

wo  man  zu  setzen  hat 


i:)    S.  70 — 82:    Theorie  der  Anziehung   eines  Ellipsoids 
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oa  _     (g'-^'OCg"''-1'"'') 

(^-fe^'-C2)    ' 

«na  (g3— ^'"'X^8— »*) 

™  _   (g'-»9)fra-»') 

Wendet  inan  die  Bezeichnung  von  I,  §  87  au,  so  erhält  man  nach 
der  dritten  Methode  I,  §71,  S.  307  sofort  die  transformirte  Glei- 
chung für  das  Potential 

dV  ö2v  <93v 

(15) . . .   (e3-*2)-^-  +(2*-.^)—  4-(^_„*)_  =  o, 

wo  also  €,  £  £  elliptische  Integrale  der  ersten  Gattuug  sind.  Die 
Aufgabe  besteht  dariu,  (15)  so  zu  integriren,  dass  sich  v  für  q  =  x 
in  eine  gegebene  Function  f(0,ip)  verwandelt,  die  man  auch  als 
Function  von  (x  und  v  durch  eine  Function  f\ß,  v]  dargestellt 
denken  kann. 

Die  gesuchte  Function  wird,  wie  im  §47,  nach  Kugelfunc- 
tionen  von  6  und  xp  in  die  Reihe 

v  =  £  Z« 

entwickelt.  Z,  als  Kugelfunction,  genügt  der  bekannten  Differential- 
gleichung nach  d  und  ip,  und  diese,  nach  I.  354  in  (.i  und  v  trans- 
formirt,  giebt 

d2Z(">         d2Z« 
(a)  ...     ^-  +  -^  +  n(n  +  l)(>a-  *>)Z«  =  0. 

Multiplicirt  man  (a)  mit  £2— jw3,  summirt  das  Produkt  nach  w  und 
zieht  die  Summe  von  (15)  ab,  nachdem  man  daselbst  v  mit  2Z 
vertauscht  hat,  so  erhält  man,  zur  Bestimmung  der  Art  wie  q  in 
Z  eingeht, 

d2Z«         ö2Z« 

Das  wte  Glied  des  Ausdrucks  unter  dem  Suminationszeichen  ist  selbst  eine 
nte  Kugelfunction  nach  0  und  ^,  oder  nach  e  und  |t<.  Der  Ausdruck  zerfallt 
nämlich  in  zwei  Theile,  deren  jeder,  in  («)  für  ZW  gesetzt,  dieser  Differential- 
gleichung genügt.      Dies  ist  sofort  klar  für  den  Tlieil 

d2ZW 
^j|__n(n  +  1)?8Z(»)i 

da   die   Differentiation   sich    nur   auf   eine    Constante   (nach   6   und   tp),    auf  q 


166  Potential.  §  48,  15. 

aämlicb,  bezieht.     Den  anderen  Theil 

setze  man  gleich  u,  und  bilde 

de2   +~<9r"  +w(n+1)^      *)"' 
Berücksichtigt  man,  dass  mau  hat 

so  reducirt  man  den  zu  untersuchenden  Ausdruck  auf 

d«r  +  dt5  +  "  (n  +  *)  ^ "  ~ " *)  ]  • 

d.  i.  auf  Null.  Fast  uhne  Rechnung  erhall  man  dasselbe,  wenn  man  berück- 
sichtigt, dass  Zn  nach  I.  376  eine  Summe  von  Lame  'sehen  Produkten,  näm- 
lich von  der   Form 

(c)  ...     2tsE?\fi)E?\v) 

s—i) 

ist,  wo  die  t  (konstante  nach  (.i,  v  bezeichnen,  welche  q  enthalten.  Dies 
setzt  man  in  u  ein,   dass   sieh   nun,  nach  1.  359,   in 

u  =  (b'-\-cJ)Zt,v,sExQi)Es(v) 
verwandelt;   dieser  Ausdruck  lässt  sieh   mich   I.  376   in  eine  Summe   vod  Kugel- 
funetionen  C  und   S  umsetzen. 

Die  Gleichung  (6)  niuss  dalier  noch  gelten,  wenn  man  das 
Sunnnenzeichen  fortlässt.     Wie  q  in  Z  eingeht,  linden  wir 

1)  Nach  Lanie:/:)  auf  folgende  Art.  Setzt  mau  für  Z  die 
Summe  (c),  so  giebt  die  aus  (6)  hervorgehende  Gleichung, 

8% 
dg 

dass  der  Factor  von  Es(/li)Es(v)  für  jedes  einzelne  s  Null,  dass 
daher  t  von  der  Form  sein  muss 

ts=psEs(Q)-\-qsFs(Q). 
Da  v  im  Unendlichen  Null  ist,  selbst  und  mit  seineu  Differential 
quotienten  nach  jeder  Richtung  im  leeren  Räume  continuirlich  bleibt, 
so  scbliesst  mau  wie  im  §  38,  je  nachdem  q  <.  r  oder  q  >  r  ist, 
müsse  resp.  q  =  0  oder  p  —  0  gesetzt  werden.  Zur  schliesslichen 
Bestimmung  der  Constanten  p  resp.  q  dient,  wie  in  jenem  Para- 
graphen,   die  Vergleichung  der  allgemeinen   Functiou  Z   mit  der, 


2E^t)E&)(^  +  [(b^c>)vs-n(n+iy]^  =  0, 


*)    Liouville,  Journal  de  M.  T.  IV,   120  —  163. 
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welche  sie  auf  der  Fläche  annehmen  soll.  So  ergiebt  sich  das 
Resultat: 

Man  entwickelt   den  gegebenen  Werth  f(J),  yj)  des  Potentials 
in  der  Flache  nach   Kugelfunctionen  in  die  Reihe 
(16)...    f(0,  xp)  =  f[ßt,  v]  =  iiw, 

„     o 

und  verwandelt  jede  Kugelfuuction  XW  in  eine  Reihe  von  Lame'- 
schen  Produkten 

(16,  a)  . . .     XW  =  £  gPBP(/i)EP(y). 

Das  Potential  im  leeren  Räume  ist  dann  v  =  2Z(n\  wo  je  nachdem 
q  <  r  oder  q  >  r  ist,  ZW  durch  die  erste  oder  zweite  der  folgen- 
den Formeln  ausgedrückt  wird: 


Aus  1.  §  98  weiss  man,  wie  eine  Entwicklung  von  f[/n,  v]  nach 
Lame' sehen  Produkten  vorgenommen  wird.  Unwesentlich  ist,  dass 
man  f  zuerst,  wie  oben,  nach  Kugelfunctionen  entwickelt,  und  diese 
darauf  nach  den  Produkten;  hier  geschah  dieses  nur,  um  darauf 
hinzuweisen,  dass  die  Glieder,  von  f  sowohl  als  auch  von  v,  sich 
zu  Kugelfunctionen  sammeln,  und  zwar  nicht  nur  um  im  allgemeinen 
eine  klarere  Einsicht  in  das  Resultat  zu  gewinnen,  sondern  auch, 
weil  durch  diese  Art  der  Darstellung  klar  ist,  dass  Lame  nicht 
genöthigt  war,  ausdrücklich  zu  beweisen,  v  lasse  sich  nach  den 
Produkten  entwickeln.  *)  Die  fertigen  Ausdrücke  für  die  g  durch 
bestimmte  Integrale  findet  man  I.  380 — 381.  Man  theilt  nämlich  f 
in  eine  Summe  von  acht  gleichartigen  Ausdrücken  (I.  377);  ist  einer 
derselben,  wie  dort,  F(/.i,  v),  so  findet  man  als  Coefficienten  g  eines 
dein  F  gleichartigen  Lame' sehen  Produktes 


*)  In  den  Comptes  rendus  XX,  1386  sagt  Liouville:  Non  seulcment  cette 
Solution  est  bien  plus  simple  que  celle  de  M.  La  nie,  niais,  en  outre,  on  peut 
aisement  demontier  la  eonvergence  des  sörics  employecs,  ce  que  M.  Lame  n'a  pas 
meine  cssaye  de  faire,  sans  doutc  ä  cause  ilc  la  complication  de  sa  formule  finale, 
qni  pourtant  au   fond  doit  revenir  et  revient  en  effet  ä  la  nütre. 
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wenn  der  constante  in  E  vorkommende  Factor  so  bestimmt  wird 
(was  auch  im  weiteren  Verlaufe  dieses  Kapitels  geschehen  soll), 
dass  das  Doppelintegral  für  FQi,  v)  —  E{"\^)E^l)  (y)  gleich  1  wird. 

Diese  Form  der  gewonnenen  Lösung  für  unsere  Aufgabe  ist 
von  überraschender  Einfachheit;  bei  Anwendungen  auf  bestimmte 
Fälle  wird  man  aber  nur  in  den  einfachsten  Fällen  fertige  Resultate 
gewinnen,  nicht  einmal  dann,  wenn  /'eine  ganze  Function  der  recht- 
winkligen Coordinaten  in  der  Oberfläche  von  irgend  einem  in  Zahlen 
gegebenen  Grade  über  7  ist.  Denn  der  Grad  der  Gleichungen,  deren 
Auflösung  zur  Aufstellung  der  E  erforderlich  ist,  überschreitet  in 
diesem  Falle  schon  4.  Man  weiss  aber  aus  der  oben  im  §  47  ge- 
fundenen Form  der  Lösung,  dass  diese  Wurzeln  aus  dem  Resultate 
entfernt  werden  können  und  dass  es  genügt,  Systeme  nur  von 
linearen  Gleichungen  aufzulösen.  Dies  ist  der  Vorzug  der  aller- 
dings weniger  eleganten  Form  (14)  der  Lösung. 

2)  Wir  wollen  schliesslich  auch  die  frühere  Form  der  Lösung 
(§  47)  durch  die  Methode  dieses  Paragraphen,  durch  die  Integration 
von  Jv  =  0  ableiten,  wie  es  zuerst  ausführlich  im  29.  Bde  des 
Cr  eile 'sehen  Journals  geschah.  *)  In  den  wiederholt  vorgekom- 
menen Ausdruck 

z  =  cosöcosjy-f  sin  ö  sin  ^  cos (i^  —  w) 
führe  mau,  wie  I.  379,  statt  0,  \p  die  elliptischen  Coordinaten  /ti,  v, 
statt  Tj  und  w  aber  q  und  eine  neue  Grösse  a  ein,  welche  zwischen 
b  und  c  liegt,  durch  die  Gleichungen 

qo  .  i'Ö^V'fdV-b* 

cosw  =  -f — ,     smwcosto  =  i — 5 : : — , 

'         bc  '  '  6)/c3-ö2 

.  lV—  c2\'c2—  a2 

sinwsinw  =  t-^-5 ,  , 

'  cf^b2 

so  dass  cos  »7  grösser  als  1,  und  10  reell  ist.  Beide  Functionen  PW(z) 
und  QW(z)  genügen  der  Gleichung  (a),  zugleich  aber,  weil  z  nach 
v  und  q  symmetrisch  ist,  auch  (6).  Die  Function  mit  2n-f-l  will- 
kürlichen Constanten,  welche  den  beiden  Gleichungen  (a)  und  (b) 
gleichzeitig,  ferner  überall  den  Bedingungen  der  Stetigkeit  und  End- 
lichkeit genügt,  ist  wie  aus  1)  hervorgeht 

(d)...     Z9in)Ei"\Q)E^)Ein)(vl 


*j    S.  185 — 208:    Beitrag  zur  Theorie  der  Anziehung  und   der  Wärme, 
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während  die  Function  mit  ebenso  vielen  Constanten,  die  für  ein 
endliches  q  unendlich  wird,  im  Unendlichen  Null  ist,  aus  der  vor- 
stehenden durch  Vertauschuug  von  E(q)  mit  F(q)  entsteht.  Um 
die  früheren  Resultate  hier  wieder  zu  gewinnen,  haben  wir  daher 
nur  zu  zeigen,  dass  je  eine  Function  mit  denselben  Eigenschaften 
dieselbe  Form  hat,  welche  §  47  aufweist.  Wir  suchen  nun  die 
im  Endlichen  endliche  Function  auf.  Dazu  setzt  man  PW(Z)  in 
die  Form 

»=0 

Mau  mache 

ciV—  62  .  by'c'-o- 

cosv  = .  ,     smf  = ■  : 

ojtf-b*  ff]/ca-62 

der  Ausdruck  I.  355  von  C("^[q,s]  wird  dann,  bis  auf  einen  con- 
stanten  Factor,  (cf.  §  44,  S.  141)  gleich 

ff»  2'co8mvWlm)(g). 


leidet  mau  also  das  Integral 


/ 


8™  dv 

P'">(a)&(v) 


a1 

0 

u<>  0(v)  eine  Function  von  der  Form 

a0+  e^cosiH -f-  a„cos/<<; 

-f-  /?,  sin  v  -j \-  ß„  sin  nv 

mit  '2n-\-\  willkürlichen  Constanten  a  und  ß  ist,  so  wird  dasselbe 
die  gleichen  Bedingungen  wie  (rf)  erfüllen  und  von  der  Form  sein 
wie  der  Ausdruck  ZW  im  entsprechenden  Falle  des  §  47 ,  nämlich 
von  der  Form 

ZW  =  2PinXcos0)[cosiip2p,JV{r\Q)  +  siniipZpluw[m)(Q)l 

Dies  ist  also  die  Lösung  mit  2w4-l  Constanten,  in  der  die  Con- 
stanten (§  47)  so  bestimmt  werden,  dass  die  Function  für  q  —  r  den 
gegebenen  Werth  annimmt. 

Durch  ein  ähnliches  Verfahren  ermittelt  man  in  dem  Falle 
q  >  r  die  im  §  47  aufgefundene  Form  von  ZW,  indem  man  den 
Ausdruck  von  QW(z)  zu  Grunde  legt. 

§  49.  Die  Integration  der  Differentialgleichung  J\  =  0  mit  der 
noch  Nebenbedingungen  zu  verbinden  sind,    geschah   für  alle  drei 
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Körper,  über  «reiche  in  diesen  drei  Kapiteln  gehandell  wurde,  auf 
ähnliche  Weise,   nachdem  einmal  die  geeigneten  particularen  Inte- 
grale, erster  und  zweiter  Art,  gefunden  waren.     Diese  sind 
für  die  Kugel: 

Q7,Pi">(C0sd)G0»Slp,      QHF£l)((iOfi0)mLSlft, 

q-"  l  Pf^GOsd^aosvip,    q-"-1  Pln)(cos0)*mvip ; 
für  das  Rotationsellipsoid 

Pi"^)/f°(cOS0)coS^,       P6W(?)P4(")(C0SÖ)8iu^J 

0  "  ^)?s(B)(cosö)cos«^     <?<B)(e)/f°(cos0)sin*VN 
für  das  ungleichaxige  Eillipsoid,   wenn  man  sich  der  Laine'- 
scheu  Functionen  bedient, 

El%)  E«  {fi)E?(y)i     F™  (g)  E?°  00  E,("}(v). 

Im  letzten  Falle  herrscht  also  bei  einer  Gruppe  vollständige  Sym- 
metrie, indem  nur  eine  Art  von  Functionen  auftritt;  jedenfalls  kommt 
in  diesem  Falle  nur  eine  Gattung  von  Functionen,  die  Lame'sche 
Function  vor,  während  in  den  vorhergehenden  bei  jedem  Gliede  zwei 
oder  drei  verschiedene  Functionsgattungen,  Grenzwerthe  der  £,  auf- 
treten. Da  wo  man  bei  dem  Falle  des  dreiaxigeu  Ellipsoides  es 
zweckmässiger  findet,  statt  der  E  und  F  (welche  die  Wurzeln  höherer 
Gleichungen  enthalten,  s.  o.)  die  Functionen  U,  u,  W,  w  aus  §  44 
einzuführen,  inuss  man  auch  für  die  Lösung  des  letzten  Falles  die 
Symmetrie  aufgeben,  und  hat  dann,  für  jedes  n,  folgende  2w-p4 
particularen  Integrale: 

i:^i'")(?)Pf)(cosö)cosA-V/,      ^w(s"')(Q)Pi"\coaO)iimsW; 
J  U^'")(Q)Pin)(GO80)Gosstp,      £ ui'")(Q)Pin)((iosO)smsip, 

s=0  s—ü 

in  denen  m  Werthe  von  0  bis  n  annimmt. 

Liouville  deutet  in  seiner  obenerwähnten  Arbeit  aus  den 
Comptes  rendus,  die  etwa  gleichzeitig7")  mit  meiner  im  29.  Bd.  von 
Crelle's  Journal  veröffentlichen  Arbeit  erschien,  ein  Verfahren  zur 
Integration  von  dv  =  0,  wenn  q  <  r  ist,  an  ohne  es  aber  weiter 
durchzuführen;  das  Verfahren  ist  nur  auf  diesen  Fall  berechnet  und 
nicht  mehr  anwendbar  für  das  Potential  des  äusseren  Punktes  q  >  r. 
Liouville  will  nämlich  unser  Z(M)  als  die  ganze  Function  der  recht- 


")    M.  vergl.  die  Bemerkung  im  I.  Bd.   des  Handbuchs  S.  384. 
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winkligen  Coordinaten  vom  Grade  //,  aufsuchen,  welche  der  Glei- 
chung  ./v  =  0  genügt  und  au  der  Begrenzung  in  eine  gegebene 
ganze  Function  übergeht,  und  zwar  in  die  Kugelfunction  vom 
Grade  n,  welche  der  Entwickelung  von  f(0,  \p)  nach  Kugelf  unc- 
tioneu  augehört.  Eine  Regel  für  die  Ausführung  der  Operationen, 
also  eiue  bestimmte  Methode  um  diese  Function  zu  linden,  welche 
bereits  im  29.  Bd.  d.  Crelle'schen  Journals  entwickelt  wurde,  ist 
in  den  Comptes  rendus  nicht  angegeben. 

Mit  Hülfe  der  Functionen  E  und  F  nimmt  die  Entwickelung 
der  reeiproken  Entfernung  zweier  Punkte  T,  in  elliptischen  Coordi- 
naten, eine  einfachere  Gestalt  an  als  im  §  44,  eine  ähnliche  wie 
sie  im  vorigen  Kapitel,  bei  den  Untersuchungen  über  das  Rotations- 
ellipsoid, für  die  dort  benutzten  Coordinaten  erhielt,  Auch  für  die 
Green 'sehe  Function,  für  die  bei  derselben  auftretende  Dichtigkeit, 
dort  x0  genannt  und  für  die  mit  G  verwandte  Function,  die  im 
ersten  Kapitel  S.  92  durch  den  Buchstaben  r  bezeichnet  war,  findet 
mau  ähnliche  Formeln  wie  im  §  40,  deren  Aufstellung  nicht  den 
geringsten  Schwierigkeiten  begegnet.  Die  letzteren  Entwickelungen 
übergehe  ich  hier  und  handele  nur  noch  über  T,  die  reeiproke  Ent- 
fernung der  Punkte  (Q,6,ip)  und  (o,t],io)  von  einander. 

Wie  statt  0  und  rp  elliptische  Coordinaten  (.i,  v  eingeführt  wer- 
den, so  führt  man  hier  noch  (ix,  vt  für  /y  und  w  ein;  ferner  sei 
o<.q,  und  cosy  =  cosöcos^-f  sin0sin^cos(^ —  w).  Man  entwickelt 
T  nach  Kugelfuuctionen  von  0  und  xp  in  die  Reihe 

wo  ZW  von  der  Form  ist 

2» 

Z¥r)E?(Jx)E?(y\ 

und  f  nur  q,  c,  fit  und  vl  aber  nicht  (i  und  v  enthält.  Diese  Summe 
setze  man  in  die  Gleichung  /JT  =  0  ein,  welche  man  in  die  Co- 
ordinaten (.i,  v,  q  trausformirt  hat,  also  in  die  Gleichung  (15),  nach- 
dem dort  v  mit  T  vertauscht  ist.  Dadurch  erhält  man  nach  einer 
einfachen  Transformation  (I.  3G1) 

Hieraus  folgt,  dass  diese  Gleichung  auci.  ohne  das  Zeichen  2",  d.  i. 
für  jedes  n   und  s   bestehen   muss;    daher  muss  der   iu  der  Paren- 
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these  j}  stehende  Ausdruck  für  sich  Null  sein.  *F  muss  daher  die 
Form  haben 

¥f°  =  «#>&)  + M^fo), 
darf  aber  E  nicht  enthalten,  weil  T,  folglich  Z,  folglich  H1  für  q  =  -c 
Null  sein  muss.    Daher  hat  man  a  gleich  Null  zu  setzen,  und  man 
findet,  dass  Z(")  in  Bezug  auf  /u,  v,  q  die  Form  hat 

ZW  =  J^(")£4(")(|iO^")(0^")(c)- 

Es  ist  T  symmetrisch  in  Bezug  auf  /li  und  /n, ,  auf  v  und  vx ,  auf  £ 
und  a;  in  der  Differentialgleichung  für  T  lässt  sich  also  £  mit  a 
vertauschen,  und  Z  erhält  daher  die  Form 

2-  E{:]  Qu)  E.!'0  (v)  [a  E(:]  (ff)  +  6  F,!"j  (ff)] , 

in  der  aber  b  Null  zu  setzen  ist,  weil  T  für  <j  =  c  endlich  bleiben 
muss.  Aus  der  Symmetrie  von  T  in  Bezug  auf  fi  und  /«,,  auf  v  und 
v,  beweist  man  endlich,  wie  in  den  ähnlichen  Fällen  in  den  vorigen 
Kapiteln,  es  müsse  Z  die  Form  haben 

ZOO  =  Jow  £iH)Cu)  E4(H)  &*,)  £i'°  (v)  Ein)(Vi)Ein\a)  F.%), 

4=0 

wenn  #  eine  numerische  Constante  vorstellt.  Um  diese  zu  be- 
stimmen, lässt  man  q  und  ff  zugleich  unendlich  werden,  aber  so, 
dass  ihr  Verhältniss  q  :  a  endlich  bleibt  und  gleich  ist  1 :  r.  Als- 
dann wird 

<>T=  1  ==-,     0£(ff)F(0)  =  r»^. 

yl  — 2rcosy-}-r- 

Hieraus  ergiebt  sich 

.s=0 

Vergleicht  man  hiermit  die  Formel  I,  (73),  so  findet  man 

71 

9s  =   2n+l  ' 
Man  hat  also  das  Resultat:   Die  reciproke  Entfernung  der  beiden 
Funkte  (q,/u,v)  und  (ff, /a,,*,)  lässt  sich  in  eine  Reihe  von  Kugel- 
functionen  entwickeln,  die  man  im  §  44,  Gleich.  (12)  findet,  und  die, 
in  Lame 'sehe  Functionen  umgesetzt,  giebt 

T  =  %2^tt  2^\ii)E{;\v)E{;\^\vx)E{;\o)F!;>\Q), 
wenn    a  <.  q,    und  der    constante  Factor  von  E  so  bestimmt   ist, 
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dass  mau  hat  (I.  380) 

J^dlfa(iA2-v')[E^Qi)E?(y)Yde  =  1. 

0  0 

Will  man  diese  Formel  anwenden,  um  das  Potential  zu  finden, 
wenn  die  Dichtigkeit  gegeben  ist,  die  Masse  möge  den  Körper  er- 
füllen oder  auf  der  Oberfläche  ausgebreitet  sein,  so  verfährt  man 
wesentlich  wie  im  §  45,  I  und  II.  Man  hat  das  Element  der  Masse 
dann  nicht  nur  nach  Kugelfunctionen  zu  entwickeln,  sondern  diese 
in  Lame'sche  Functionen  umzusetzen.  So  würde  man  unter  I, 
weil  das  Element  des  Volumens  im  Punkte  (q,  6,  xp)  oder  (Q,fn,  v)  ist 

dxdydz,  =  ((?'"'  —  /h')(q~  —  v')(f.i2  —  v2)ded£d£, 
statt  des  dortigen  Ausdrucks,  für  das  Massenelement  setzen 

kBQi*-v*)ded$,  B  =  (^-jrXe2-*2), 
und  dann  kB  in  die  Reihe  der  K  entwickeln.  In  dem  speciellen 
Falle  des  §  46,  wo  die  Dichtigkeit  constant,  nämlich  k  =  1  gesetzt 
ist,  reducirt  diese  Reihe  sich  selbstverständlich  auf  zwei  Glieder 
K^  und  K@\  so  dass  der  bekannte  Ausdruck  für  das  Potential  eines 
homogenen  Ellipsoides  im  äusseren  Raum  bei  dieser  Art  der  Dar- 
stellung sich  aus  drei  Functionen  £W  und  eben  so  vielen  FW,  näm- 
lich je  einer  für  n  =  0  und  je  zweien  für  n  =  2,  zusammensetzt. 
Der  Ausdruck  des  Potentials  im  inneren  hohlen  Räume  enthält  nur 
die  drei  Lame'schen  Functionen  der  ersten,  nicht  die  der  zweiten 
Art.  Wir  unterlassen  es,  die  Rechnung  auszuführen,  die  hier  vor- 
kommenden Functionen  E^,  F(°\  E®,  F^  zusammenzustellen  und 
das  Resultat  dann  so  zu  transformiren,  dass  es  in  den  schon  früher 
(S.  153  u.  162)  gewonnenen  Ausdruck  für  das  Potential  eines  homo- 
genen Ellipsoides  übergeht. 


Viertes  Kapitel. 
Der    Cylinder. 

§  50.  Bei  der  Uebertragung  der  Untersuchungen  aus  den 
vorigen  drei  Kapiteln  auf  solche  Cylinder,  deren  Directrix  ein 
Kreis    oder    eine  Ellipse    ist,    auf   deuen    die    erzeugende    Gerade 


174  Potential.  §50,  17. 

senkrecht  steht,  treten  statt  der  Kugelfunctionen,  oder  allgemeiner 
statt  der  Lame'scheu  Functionen,  die  Functionen  auf,  zu  welchen 
mau  von  ihnen  durch  einen  Uebergang  zur  Grenze  gelangte,  *)  näm- 
lich die  Cylinder-  Functionen,  im  speciellen  Falle  die  durch  J  und 
K  bezeichneten  (I.  §  42),  im  allgemeinen  die  des  elliptischen  Cylin- 
ders  6  und  %  (I.  §  103). 

Wir  behandeln  zunächst  den  Kreiscylinder  und  beginnen  mit 
der  Eutwickelung  von  T,  der  reciproken  Entfernung  zweier  Punkte 
\x,  y,  s]  und  [a,  b,  c].  Für  die  rechtwinkligen  Coordinaten  b,  c,  y,  z 
führen  wir  andere  s,  w,  r,  xp  ein  und  bedienen  uns  folgender 
Bezeichnungen: 

y  =  rcosxp,      b  =  scosw, 

z  =  rsint/;,       c  =  ssinw, 

sfta  =  (y  -  6)2+  (z  -  öy  =  r8—  2rscos(ip  -  10)  4-  *8, 

ßs  =  «fta-|-(aj— a)8,     TR  =  \. 

Nach  dem  Fourier 'sehen  Satze  hat  man 

_,        2     /'°°        ,.,  .  ,,  f™    cos  cd  da 

Aus  I.  192  folgt,  dass  das  Integral  nach  a  die  Cylinderfunction 
zweiter  Art  K(idtX)  ist. 

Denn  man  hat 

du 


1  2    /"° 

LJTlftä    ""    71 J  et 


Nach  Multiplikation  heider  Seiten  mit  cos aXda  und  Integration  von  0  his  oo 
wird  die  rechte 

Setzt  man  hier  noch  u  =  — iJRsinw,  so  verwandelt  sich  das  Integral  auf  der 
Rechten  in  K(tiRX). 

Entwickelt  man  diese  Function  K  nach  dem  Additionstheorem 
I.  340,  so  findet  man  schliesslich,  vorausgesetzt,  dass  s  <  r  ist, 

(17)  ...     T  =  —  J"cosvO  -  io)f   Jy(iXsyKv(ilr)eoBl(a}—a)dX. 


*)  Diese  Functionen  treten  auch,  nach  Herrn  Mehler's  Bemerkung,  bei  den 
Untersuchungen  über  das  Rotationsparaboloid  auf.  Vergl.  das  Unterprogramm, 
Elbing   1870. 
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Für  manche  Anwendungen,  bei  denen  r  zuweilen  grösser,  zu- 
weilen kleiner  zu  nehmen  ist  als  s,  vertauscht  mau  diese  Formel 
besser  mit  der  folgenden 

(18)  ...     T '=  2J£'(iOBv(\tt-<o)J     e*(*-MJv(lr)Jv(Xs)dX, 

0 

wo  das  doppelte  Zeichen  hier  und  weiter  unten  so  zu  verstehen 
ist,  dass  +{x—a)  positiv  wird.  Diese  Formel  gilt,  im  Gegensatz 
zur  vorhergehenden,  für  jede  Grösse  von  r  und  s,  wird  aber  bei 
solchen  Anwendungen  unbequem,  bei  welchen  x  —  a  das  Vorzeichen 
wechselt. 

Mau  beweist  (18),  indem  man  von  den  Gleichungen  ausgeht 

T  =  —  f"— ^— =  —  Pdw  f    e+*C*-«)-rt5R  ™<pQX. 

nJ      +  (x  — a)4-iytcosep        nJ        \7 

o      — v  y  '  ^  o  o 

Kehrt  man  die  Integrationsfolge  um  und  setzt  dann  für  das  Integral  von  0 
bis  n  seinen  Werth  J(A^R)  nach  I.  192,  wendet  endlich  hierauf  das  Additions- 
theorem I.  340  an,  so  erhält  man  (18)  unmittelbar. 

Man  könnte  auch  (17)  direkt  in  (18)  überführen,  indem  man  K(iXfÜ) 
in  der  Gleichung 

T  =  —  f    K (iXffi) cos  X(x  —  a)dX, 
o 
welche  nach  I.  340  mit  (17)  übereinstimmt,  nach  («)  in  I.  197  (n   ist  dort 
auf  der  rechten  Seite  zu  streichen)  durch 

/nJ(f.i)d/n 


I 


0  r 


ersetzt.     Dadurch  verwandelt  sich  T  in 

-J     J(z3t)*dzJ  ä>     x,     -, 


'+■ 


und  dieser  Ausdruck  verschafft  sofort  (18),  wenn  man  für  das  innere  Integral, 
welches  nach  X  genommen  wird,  seinen  bekannten  Werth  setzt 


e+(x— a)# 


2s 

§  51.  Wir  beschäftigen  uns  hier  mit  dem  Potentiale  eines 
geraden  Cylinders,  dessen  Directrix  ein  Kreis  ist.  Seine  Axe  sei 
die  Axe  der  X.  Der  Cylinder  kann  erstens  in  der  Richtung  der 
Axe  sich  nach  beiden  Seiten  ins  Unendliche,  d.i.  von  x  =  —  oo 
sich  bis  x  =  oo,  erstrecken,  zweitens  von  endlicher  Höhe  2h  sein, 
nämlich  sich  von  x  —  —  h  bis  x  —  h,  und  drittens  sich  von  einem 
endlichen  Werth e  von  x,  er  sei  x  —  0,  bis  x  =  oo  erstrecken.    Die 
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Dichtigkeit  der  anziehenden  Masse  im  Elemente  dt,  die  k  heisse 
sei  eine  Function  der  Coordiuaten;  diese  Masse  soll  entweder  ganz 
im  Cvliuder  oder  ganz  ausserhalb  desselben  liegen.  Das  Potential 
im  Punkte  0  wird  dann 


V  =  fffTkdi. 


wo  die  Integration  über  den  ganzen  Raum  nur  innerhalb  des  Cylin- 
ders  oder  nur  ausserhalb  desselben  auszuführen  ist. 

Das  Potential  in  dem  Falle,  dass  die  anziehende  Masse  nach 
aussen  und  nach  innen  durch  je  einen  Cy  linder  begrenzt  wird. 
behandle  ich  nicht,  da  es  sich  aus  den  Potentialen  voller  Cvliuder 
durch  Subtraction  zusammensetzt,  gleichgültig,  ob  die  beiden  Cyliu- 
der  concentrisch  sind  oder  nicht.  Ein  Interesse  gewinnen  die  Re- 
sultate erst  dann,  wenn  mau  die  Aufgabe  specialisirt,  nämlich  be- 
sondere Annahmen  über  die  gegenseitige  Lage  der  Cylinder  oder 
über  die  Beschaffenheit  der  Masse  macht. 

I.  Die  anziehende  Masse  liegt  innerhalb  des  Cylinders. 
Die  Coordiuaten  a,  b,  c  oder  a,  s,  10  sollen  der  anziehenden  Masse, 
x,  y,  z  oder  x,  r,  \p  dem  Punkte  0  angehören.  Der  Radius  der 
Directrix  sei  r.  Um  die  Convergenz  der  nachfolgenden  Ausdrücke 
zu  beurtheilen,  bedient  man  sich  der  Formeln  I.  247 — 248  für 
J,(~>c)  und  Kv(po). 

Erster  Fall:  Die  Axe  des  Cylinders  erstreckt  sich  von 
—  oo  bis  oo. 

Berücksichtigt  man,  dass  das  Körperelement  dt  durch  sdsdioda 
ausgedrückt  wird,  so  findet  man,  wenn  r  >  r,  also  0  ein  äusserer 
Punkt  ist,  aus  (17) 

4      /»»         />r  /"2 

Va  =  —J    dal   sdsj     kdcoX 

—oo  0  0 

^'cosKv  —  WV     J  v  (rts)K>(ikx)  cos  k(x—  d)8L 

u 

Man  entwickele  k  im  Punkte  (ja,  s,  w)  in  eine  trigonometrische  Reihe 

(19)  ...     A-  =  JS'  cos  vco.  C,,(a,  *)+  sin*w.(S,.(a,  s), 

wo  C  und  (5  mit  k  zugleich  bekannte  Functionen  von  a  und  s  be- 
zeichnen. Setzt  mau  diesen  Ausdruck  in  die  Gleichung  für  Ya  ein, 
so  zerfällt   Va  in  die  Summe  zweier  Potentiale;  es  ist  nämlich 
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(20)...     ra  =  Ua  +  Ua,        (r>r), 
Ua  =  4^'eosj'j/y/     da/    eoslaeosXxWdX, 

—  00  II 

W  =  K,(ih-)f\r,.(ils)C,  (a,  s)sds, 

wenn  U  einen  Ausdruck  bedeutet,  der  aus  U  durch  Vertauschung 
der  Cosinus  mit  Sinus  und  der  gleichzeitigen  von  C  mit  Cs'  entsteht. 
Einer  ähnlichen  abkürzenden  Bezeichnung  bedienen  wir  uns  im  Fol- 
genden. 

Man  übersieht  leicht,  welche  Abänderungen  diese  Formeln  er- 
leiden, wenn  0  innerhalb  der  Masse  des  Cylinders  liegt  (0/().  Als- 
dann ist 

(20,  d)  ...     r„  =  17,  + tt,,        (r<r), 

wenn  £7,  ebenso  aus  W  gebildet  wird  wie  oben,  man  aber  setzt 
W  =  Kv(lr%)frjv(ihs)Cv(a,  s)sds  -f  Jv(lri)J  ' K,.(iU)Cr(a.  s)sds, 

0  r 

und  U  wie  oben  aus  U  entsteht. 

Zweiter  Fall:  Der  Cylinder  wird  durch  die  beiden 
Ebenen  x  —  h  und  x  =  —  h  begrenzt. 

Nimmt  man  in  der  Gleichung  für  U  das  Integral  nach  a  von 
—  h  bis  h,  statt  von  — oo  bis  oo,  so  geben  die  beiden  Formeln  (20) 
das  Potential  für  den  vorliegenden  Fall,  nämlich  die  rechte  Seite 
von  (20)  selbst  giebt  Va  so  lange  r  >  r  ist,  und  die  vou  (20,  a) 
giebt  Va,  so  lange  zwar  r  <  r  aber  x  absolut  grösser  als  h  ist. 
Wird  r<r  und  —  h<ix<ih,  so  liegt  der  Punkt  im  Cylinder,  und 
dann  giebt  die  letztgedachte  Formel  das  Potential  Vfl,  wenn  auch 
hier  nach  a  von  —  h  bis  h  statt  von  —  oo  bis  oo  integrirt  wird. 

Eine  andere  Form  für  das  Potential  erhält  man  durch  Anwen- 
dung von  (18).  Verfährt  man  wie  im  ersten  Falle  und  setzt,  wenn 
+x  positiv  und  >h  ist, 

W  =  e+'/r/  c+l"C1.(a,s)da, 

wenn  aber  —  A  <  x  <.  h  ist, 

W  =  e'r/   c'"C,.(a,  s)da  -f  eLrJ    c-",Cr  (o,  s)da, 
'  —  i, 

Beine,  Anwendungen  der  Cugelfunctiouen.    2.  \uil  i2 
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macht  man  ferner 

U  =  2nJ£' co&vipf 'sdsj    Jyßr)J,.(Xs)Wdl, 
(i  ii 

and  wiederum 

V  =  U+% 
so  wird  V  das  Potential  im  äusseren  Punkte  On  erstens  immer, 
wenn  +#>/*,  zweitens,  wenn  zwar  —  h<.x<.h,  aber  zugleich  r>r 
ist.  Hat  man  —  h<.x<:h  und  zugleich  r<r,  so  geht  V  in  Vfl  über. 
Dritter  Fall.  Die  Axe  des  Cylinders  erstreckt  sich  von 
x  =  0  bis  od. 

Hat  der  Punkt  0  eine  positive  Coordinate  x,  so  kann  mau  sich 
der  Formeln  des  ersten  Falles  bedienen  um  Va  und  Vf4  zu  finden, 
hat  in  denselben  nach  a  nur  von  0,  statt,  von  — oo  an,  bis  oo  zu 
integriren.  Ist  aber  x  negativ,  in  welchem  Falle  O  immer  ein 
äusserer  l'mikt  wird,  so  liefern  die  Formeln,  welche  für  den  zweiten 
Fall,  am  Schlüsse,  angegeben  wurden,  das  Potential  Va,  nämlich 
Va  =  Ü.+Ua,         (.r<0); 

Ua  =27i£'cofivy>Jsds/   Jl.(lr)Jl.{U)clrdlf   c-">C„(a,s)da. 

*0  *"  0  o 

§52.  Beispiel.  Wir  wenden  die  im  vorigen  Paragraphen 
gewonnenen  Ausdrücke  auf  den  Fall  an,  dass  die  Dichtigkeit  k  der 
Masse  constant,  gleich  1  ist.  Ein  endliches  Potential  kann  man  in 
diesem  Falle  nicht  erhalten,  wenn  die  Axe  des  Cylinders  unendlich 
ist,  sondern  nur  im  zweiten  Falle,  nämlich  für  einen  Cylinder  von 
der  endlichen  Höhe  2h. 

Es  Heye  ein  Cylinder  vor,  dessen  Directrix  eine  beliebig  gegebene  in  der 
Ehen«!  )Z  öder  BC  liegende  CurVe  ist,  dessen  Erzeugende  sich  parallel  der 
\\r  \  bewegt,  der  «lureli  die  Rhenen  x  =  h  und  x  =  — h  begrenzt  wird. 
Oio  Masse,  die  ihn  erfüllt,  sei  von  der  Dichtigkeit  k,  und  k  eine  Function  von 
b  und  r,  aber  nicht  von  ct.  Alsdann  ist  das  Potential  in  einem  Punkte  y,  z 
der  Ebene  der    YZ,  also   z.  R.   im   Punkte  [0,  y,  z] 

V  -  ijJkWiji  1    |7r  |  (b    -//)'-'  }-(r  -   :.)'-')'/" 

wenn  do  «las  Element   der  Ebene  YZ  bezeichnet.      Für  ein  unendliches  h  hat 
man  daher 

v-  2io,  h  I jh  do      -  i/Yii  in.,  \'(b—yy  -I-  (c  -  :•)'-'  do. 
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Diese  Grenzbetrachtung  ist  der  Ursprung  für  die  Einführung  des  Logarithmi- 
schen Potentials  —  denn  so  nennt  man  die  reehte  Seite  der  vorstellenden  filei- 
chung  nach  Forllasstmg  des  Factors  2  —  geworden.  Sucht  man  nämlich  die 
Componenten  der  Anziehung,  £,  H,  Z  eines  solchen  unendlichen  Cylinders  auf, 

so  ist  die  erste  (offenbar)  Null,   die  zweite 

k(b—y)dq 


>/A 


uud  ähnlich  die  dritte.  Man  erhält  dieselben  also  durch  Differentiation  des 
doppellen  logarithmischen  Potentials  nach  x,  y  und  z. 

Da  A  =  l,  so  sind  nach  (19)  alle  C  uud  (5  Null,  ausser  C0, 
welches  wir  gleich  2  zu  setzen  haben.  Nimmt  man,  um  die  dop- 
pelten Vorzeichen  aus  den  Formeln  zu  entfernen,  x  positiv,  und  ist 
erstens  x>h,  so  wird 

V  =  2nf  J(lr)e-X*(eu  -  e~"')  ^f-  ( *J(Xs)»ds. 

0  0 

Wegen  der  Differentialgleichung  I.  189  für  die  J  ist  das  letzte  Inte- 
gral nach  s,  unbestimmt  genommen, 

s     dJ(ls) 
=  ~~U       ds 
Nach  I.  243  wird  also 

V  =  2xnf  <H*(e*»— e-'*) J(iUr)  J/ilr) -^-',        (x  >  A), 

0 

und  zwar  ist  dies  Potential  selbstverständlich  Va;  wenn  aber  zweitens 
0  so  liegt,  dass  —h<Zx<.h  ist,  der  Punkt  mag  ein  äusserer  oder 
innerer  sein,  so  findet  mau 

dl 

T 

0 

Man  bemerkt,  dass  AV  für  diesen  Wertb  von  V  Null  oder  — Au 
ist ,  je  nachdem  0  der  Masse  nicht  angehört  oder  ihr  angehört, 
d.  i.  je  nachdem  r  >  r  (»der  r  <  f.  In  der  That  verwandelt  man 
nach  I.  340,  wenn  man  die  Differentialgleichung  der  J  benutzt,  AV  in 

-4vtt/    J{lv)J,(lx)dl. 
ii 
Dies  Integral   ist    aber,    wie  Herr  Weber  (Koenigsberg)   bemerkt 
bat*),  gleich  0,  wenn  r  >  r,  gleich  —  4tt,  wenn  r  <  v,  endlich  —2n 
für  ;•  =  r. 

*)    Borchardt,   .1.  f.  Math.   Bd.  7  f..  S.  80:   Ueber  die  Bessel'schen  Func- 
tionen und  ihre  Anwendung  auf  die  Theorie  der  elektrischen   Ströme 

12* 


r'  dl 

V=  2xuj    p-er-^  +  e-^JWJ^lr)-^- 
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Den  Werth  dieses  Integrals  kann  man  auch,  ohne  grosse  Rech- 
nung, aus  der  Formel  I.  443,  (74)  ableiten,  die  dazu  dient,  eine 
Function  zweier  Veränderlichen  %(r,  i/;)  durch  ein  Integral  auszu- 
drücken, nämlich  aus  der  Gleichung 

yXr,ij>)=    l     i    XBXJ    sds/     'xfr  (o)J(W)da>. 

n  o  o 

In  derselben  setze  man  %  —  0,  wenn  r>r,  und  jf  =  l,  wenn  r<r 
ist.  Die  rechte  Seite  dieser  Formel,  welche  durch  Transformation 
des  Fourier'schen  Integrales  entstanden  ist,  stellt  selbstver- 
ständlich an  den  Sprungstellen  von  %  —  es  wurde  dies  an 
der  so  eben  citirten  Stelle  nicht  ausdrücklich  erwähnt,  —  das  arith- 
metische Mittel  aus  den  Werthen  der  beiden  Ordinaten  in 
jedem  Punkte  vor.     Es  wird  also 


f  XJ(Xr)dxf\r(Xs)sds, 


je  nachdem  r  >  r,  =  r,  <  r  ist,  resp.  0,  .^,  1.  Setzt  man  für  das 
letzte  Integral,  das  Integral  nach  s,  seinen  schon  S.  179  angegebenen 
Werth,  so  geht  das  Doppelintegral  in 

dl 


f 


J(lr)JXlx) 


über,  dessen  Werth  demnach  der  oben  angegebene  ist. 

Wird  h  unendlich  klein,  so  verwandelt  sich  der  Cylinder  in 
eine  Kreisfläche,  die  in  der  Ebene  YZ  liegt,  deren  Mittelpunkt  der 
Anfangspunkt,  deren  Radius  r  ist.  Die  Dichtigkeit  der  Massen 
belegung  ist.  2h;  dividirt  man  denjenigen  Ausdruck  dieses  Tara 
graphen  für  V,  welcher  gilt,  wenn  +.t  positiv  und  grösser  als  // 
ist,  durch  2h,  und  geht  zur  Grenze  (h  =  0)  über,  so  findet  man 
das  Potential  der  Kreisfläche,  welche  mit  Masse  von  der 
Dichtigkeit  1  belegt  ist, 

dX 


v  =  2xnj    e+hJ(Xr)JXXx) 


Diesen  Ausdruck   hat  Herr  Weber  in  seiner  oben   erwähnten  Ab 
handlung    S.  88    angegeben.      Er    genügt    offenbar    der   Gleichung 
//v  =  0,  und  wenn  mau  nach  den  Normalen,  d.  i.  nach  -\-x  diffe- 
rentiiii  und  dann  x  =  0  setzt,  so  findet  man  (M.  vorgl.  S.  <U,  No.  3) 
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1  ii 

(1.  i.  (s.  oben)  Null  oder  —4n  oder  —2n,  wodurch  dieser  Ausdruck 
veriticirt  ist. 

Der  Ausdruck  für  das  Potential  eines  homogenen 
Kreises  tritt  gewöhnlich  in  einer  einfacheren  Form  auf, 
nämlich  als  elliptisches  Integral,  so  dass  also  unter  dem  Integral- 
zeichen eine  einfache  algebraische,  und  nicht  wie  oben,  eine  ti ans 
cendeute  Function  vorkommt.  Ich  leite  die  Formel  durch  ein  Ver- 
fahren ab*),  welches,  wie  sich  hier  zeigen  wird,  noch  anwendbar 
bleibt,  wenn  die  Anziehung  nicht  nach  den  Quadraten  der  Ent- 
fernungen, sondern  nach  den  n-\-lton  Potenzen  derselben  erfolgt,' 
vorausgesetzt,  dass  n  positiv  und  kleiner  als  2  ist.  Den  beson- 
deren Fall,  dass  x  =  0  und  zugleich  r<r  ist,  d.  h.  der  Punkt  0 
in  den  Kreis  fällt,  erledigt  man,  indem  man  ihn  als  Grenzfall  des 
allgemeinen  betrachten  kann. 

Mau  hat  bekanntlich 

0 

wir  zeigen,  wie  man  mit  Hülfe  dieser  Gleichung 

p    .,    p"  dto 

V  =J    sdsJ      ^"' 

f>  o 

wenn  R~,  da  hier  a  Null  wird,  gleich  ar-f-Oi"  ist,   in  eiu  einlaches 
Integral  transformirt. 
Mau  erhält 

dio 


rcv 


-\-x--\-r--\-s'-—2rsd(m(iD—wy 

0  0  ii 


=  2sin^Mfl?/     ll~"dl/   süsl      Yi 

0  0  ii 

die  beiden  letzten  Integrale  geben 

.)nfx    sds 

J.     |/(Xa  +  x'  +  P ~+sYy - 4r  V  ' 

Dies  Integral  bleibt   selbst  für  1  =  0  endlich,    da  der- Fall  ausge- 
schlossen war,  dass  zugleich  x  =  0  und  r  <  r  ist;  es  lässt  sich  be 
kanntlich,  selbst  zwischen  beliebigen  Grenzen,  ausführen  und  giebl 


*)    Borchardt,  J.  f.  Math.  Bd.  7(1  S.  271  —  272:    Ucbcr  das   Potential  eines 
homogenen  Kreises 
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Trlog(l-f-M),  wenn  mau  setzt 


r*  _  r* _  i* -x'+  y'(r8 - r2-  V  -  jr')-  -j-  4r"(>t-  +  *0 
U~  2(X9+x') 

Daher  ist  u  die  nicht  negative  Wurzel  der  Gleichung 
{V  +  a?8)  wa  +  (X*  +  ar  -f  r8  -  r)  u  -  r  =  0, 
und  man  findet  für  v  den  Ausdruck 


v  =  2sin^«7r/    Xl-n\og(l-\-u)dX. 


Man  integrire  durch  Theile,  und  beachte,  dass  log(l  +  u).X--n  für 
X  =  0  und  auch  für  X  =  x,  Null  wird.  Denn  2  —  n  ist  positiv  und 
^*  endlich  für  X  =  0.  Für  A  ==  ^c  wird  ?*  unendlich  klein,  nämlich 
Vu  =  r,  also 

A2-"log(l  +  u)  =  «A2-»  =  x-l-"  =  0. 
Man  hat  also 

2sini«7r    /•*  A2-"     dw  „, 

Z  —  n     J       \-\-u     oX 

o 

und  drückt  hier,  mit  Hülfe  der  quadratischen  Gleichung  zwischen 
a  und  X,  sehr  bequem  X  durch  u,  noch  besser  beide  durch  eine 
Veränderliche  s  aus,  wenn  us  =  r8  gesetzt  wird.  Dann  wird  s  die 
nicht  negative  Wurzel  von 

s-  -  (X2  +  ar  +  r-  -  r) s  -  (V  +  a?8) r2  -  0. 
Diese  ist  im   allgemeinen   positiv;    wenn  aber  der  oben  erwähnte 
Grenzfall  eintritt,  d.  i.  der  angezogene  Punkt  in  den  mit  Masse  be- 
legten Theil   der  Ebene  des  Kreises   fällt  (x  =  0,  r  <  r),   so  wird 
sie  für  X  =  0  gleichfalls  Null. 

Die  vorstehende  Gleichung  setzt  mau  iu  die  Form 
ar-r- A2  r2 

(°0    •  •  • 5-   =   li 

die  zeigt,  dass  s  für  X  =  oc  gleichfalls  unendlich  wird.  Für  X  =  0 
mag  s  gleich  a  sein,  so  dass  man  hat 

und  für  a  die  positive  Wurzel  dieser  Gleichung  (ß)  nehmen 
muss,  aber  0,  wenn  der  Punkt  0  in  die  Belegung  des  Kreises 
fällt.    Drückt  man  u,  und  nach  (a)  auch  X,  durch  s  aus,  so  findet 
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mau  schliesslich 

2-n      J      \  s    "  r2-fs         (i»+,)^T  ' 

Für  den  Fall  des  Newton'schen  Anziehungsgesetzes  hat  man 
n  gleich  1  zu  setzen;  die  Formel  giebt  dann  das  Potential  v  des 
homogenen  Kreises,  der  mit  Masse  von  der  Dichtigkeit  1  belegt, 
und  dessen  Radius  r  ist,  in  den  Punkten,  deren  Protection  auf  den 
Kreis  von  seinem  Mittelpunkte  die  Entfernung  r  besitzt,  und  welche 
von  der  Ebene  des  Kreises  den  Abstand  x  haben. 

Anmerkung.  Mau  kenut  auch  einen  einfachen  Ausdruck  für 
das  Potential  einer  homogenen  Ellipse  *),  mit  den  Halbaxen  r  und  §, 
im  Punkte  [x,  y,  s],  nämlich 


=  2*/"7i— y- - ds 


wenn  er  durch  die  Gleichung 


& 

2 


ff  ^  r2  +  ff  ^  §2-l-ff 
bestimmt  wird.  Zur  Ableitung  dieser  Formel  geniigen  nicht  die 
einfachen  Mittel,  welche  nach  dem  obigen  Verfahren  bei  dem  Auf- 
suchen des  Potentials  für  den  Kreis  ausreichten;  die  üblichen  Me- 
thoden für  die  Ellipse  **)  vereinfachen  sich  auch  nicht  wesentlich, 
wenn,  wie  in  dem  Falle  des  Kreises,  die  Axen  l  und  §  gleich 
werden.  Aus  diesem  Grunde  habe  ich  oben  den  Kreis  nach  einer 
besonderen  Methode  behandelt.      Herr  Grube  findet  das  Potential 


*)    Schwere,  Elektricität  und  Magnetismus,  nach  den  Vorlesungen  von  Bern- 
hard Riemahri  bearbeitet  von  Hatten dortf,  Hannover  187C,  §27«.  28,  Gleich.  (4). 
**)    M.  vergl.  z.B.  Grube,  Ueber  die  Anziehung  eines  homogenen  EUipsoides, 
in  Borchardt's  Journal  Bd.  69,  S.  '6b'J     3G4.     Er    rindet   das  Potential    mit  Hülfe 
des  Satzes,  dass 

J         ]/x2  -f  (r  cos  ty—yf  +  (8  sin  i/<  —  ;)- 
o 

gleich  dem  Integrale 

ds 


:/ 


f  S  V-f-s  0-  +  s 

i-t.    uonn   n.   für  s  gesetzt,   den   ersten   von  den   beiden   i'actorcn   des    Nenners   /.u  Null 
macht. 
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eines  homogenen  Ellipsoides,  indem  er  dieses  durch  parallele  Ebenen 
in  unendlich  dünne  Cylinder  mit  elliptischer  Basis  zerlegt,  deren 
Potentiale,  die  Potentiale  von  Ellipsen,  die  mit  Masse  von  con- 
stahter  Dichtigkeit  belegt  sind,  er  summirt.  Da  mau  das  Potential 
des  Kreises  nach  der  im  Obigen  entwickelten  Methode  unschwer 
findet,  so  war  es  angezeigt,  das  Ellipsoid  durch  die  Kreisschnitte 
zu  zerlegen,  den  Ausdruck  für  das  Potential  des  Kreisschnittes 
nach  der  obigen  Methode  zu  finden  und  dieses  nach  der  Methode 
des  Herrn  Grube  zu  verwenden.  Herr  Züge  hat  auf  diesem  Wege, 
den  ich  ihm  vorschlug,  die  bekannte  Formel  für  das  Potential 
eines  Ellipsoides  abgeleitet.  *) 

§  53.     Es  ist  noch  der  Fall  zu  erledigen  (M.  vergl.  S.  176) 

II.  Die  anziehende  Masse  liegt  ausserhalb  des  Cylin 
ders.  Die  Coordinaten  von  Punkten  derselben  seien  noch  immer 
a,  b,  c  oder,  statt  der  letzteren,  s  und  to,  die  von  0  wieder  x,  y,  z 
oder  x,  r,  xp.  Es  wird,  nur  der  Kürze  halber,  allein  der  Fall  be- 
trachtet, dass  0  nicht  der  anziehenden  Masse  angehört,  sondern  im 
Cylinder  selbst  liegt. 

Erster  Fall:   Die  Axe  des  Cylinders  erstreckt  sich  von 
—  ~k>  bis  oo. 

Man  erhält  dann,  entsprechend  den  Gleichungen  (20), 

Vt=  CT.  +  tt,,      (r<r), 
wo  Ut  und  ut  dieselben  Ausdrücke  sind  wie  Vu  und  VLa)  wenn  mau 
den  dortigen  Werth  von  W  mit  dem  neuen 


W 


=  JV{X  ri)  I     h'y  (i  Is)  Cv  (a,  s)  s  ds 


vertauscht. 

Zweiter  Fall:  Der  Cylinder  erstreckt  sich  auf  der 
positiven  Seite  der  x  nicht  in's  Unendliche,  sondern  nur 
bis  x  =  h. 

Dann  wird  der  Theil  des  Raumes  von  x  =  h  bis  x=oz,  in 
welchem  r  <  r  ist,  welcher  früher  leer  war,  jetzt  mit  Masse  erfüllt 
sein,  deren  Dichtigkeit  /»:  mau  nach  (19)  in  eine  Reihe  entwickelt. 
Mau  hat  dann  das  im  ersten  Falle  gefundene  Potential  noch  um 
das  Potential   dieser  Masse  im   Punkte  0  zu  vermehren.     Bezieht 


*)    Ueber  die  Anziehung  eines  homogenen  ElfipSoides,   Iiuiugural-Dissertation, 
Halle    187ö;   später   im    10.  Bd.   der  muth.   Annalen   erschienen. 
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sich  auf  dieses  Potential  der  Index  '  so  hat  man 

wo    U'  eine    ähnliche  Gestalt    annimmt    wie    '     im    zweiten   Falle 
unter  I,  nämlich 

V[  =2nj£'coBvij)Jsdsf  Jv(Xr)Jv(ls)Wdl, 


U 


=  elx  f   e-laCv{a)s)da. 


Wird  aber  der  Cylinder  noch  durch  eine  zweite  Ebene  x  —  —h 
begrenzt,  so  ist  der  Summe  V-\-V  noch  ein  Potential  V"  hinzu- 
zufügen, für  welches  mau  U"  nach  derselben  Formel  wie  l  '  bildet, 
weun  man  in  letzterer  W  vertauscht  mit 


W  =  e~ixf  ''e"lCy(a,s)da. 


§  54.  Ich  komme  nun  zu  den  Aufgaben,  die  sich,  wie  in  den 
früheren  Kapiteln,'  auch  hier  darbieten,  wenn  das  Potential  von 
körperlichen  Massen  oder  von  der  mit  Masse  belegten  Begrenzung 
auf  der  Begrenzung  selbst  gegeben  ist.  Es  handelt  sich  um  eine 
solche  Fortsetzung  v  dieser  Function  in  den  leeren  Raum,  dass  v 
den  bekannten  Bedingungen  der  Stetigkeit  und  Endlichkeit,  und 
ausserdem  der  Gleichung  genügt  Jv  =  0,  d.  i.  in  Cylindercoordinaten, 
der  Gleichung  (I.  340) 

w;  •  •  •     dx%  x  dr?  t  r    dr  -r  r,  g^a 

Partikuläre  Integrale  derselben  sind,  wenn  a  und  w   willkürliche 
Constante  bezeichnen, 
J  y(lri)  cos  l(x— a)cos  v(ip  —  w),     Kv(lri)GOsX(x— d)co8v(yj— w); 
e-'-x  Jy(h')  coav(ip  —  w),     e~lx'Kr(kXr)eo»v(iff  —  10). 
Wir  lösen  zunächst  für  einen  unendlichen  Cylinder,  dessen 
Axe  in  die  X-Axe  fällt  und  sich  von  x  =  —  oc  bis  x  =  oc  erstreckt, 
die  Aufgabe,   das  Potential  v   im  inneren  und  im  äusseren  Räume 
zu  linden,  wenn  es  auf  dem  Mantel  eine  gegebene  Function  F(x.  xp)  ist. 
Man  entwickele  F(x,  xp)  in  eine  trigonometrische  Reihe 

(22)  .  .  .     Ffx,  xp)  =  £'[,  (x)cosvxp  -f  f,(a;)BUl  VXP- 
Die  Lösung  der  Aufgabe  gelingt,  wenn  die  Functionen  f  und  f  so 
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beschaffen  siiid,   dass  sie  durch  das  Fourier'sche  Doppelintegral 
dargestellt  werden  können.     Dann  hat  man  z.  B. 

fv(x)  =  -= — /     dX  I     fl,(a)cosk(a  —  x)da. 

Hieraus   ergeben  sich  die  Werthe  von  v.     Setzt  man,  ähnlich  wie 
im  vorigen  Paragraphen, 

v  =  t/-|-U, 

(7t  =  -g—  Jz'cosvip  I       jn   ..   dl/     fy(a)cosk(a  —  x)da, 

Ua  =  -^r  J£' cosvipj      K  n%l  ^J    f v  (a)  cos  l(a  —  x)  da, 

und  für  U  die  Werthe,  welche  durch  Vertauschung  von  f  mit  f, 
ferner  von  cos v\p  mit  smvip  entstehen,  so  sind  va  und  v(  die  ge- 
suchten Potentiale  im  äusseren  oder  inneren  Räume  des  Cylinders. 
Dies  sind  im  wesentlichen  die  Formeln,  welche  Herr  Kirch- 
hoff gegeben  hat.*)  Ich  füge  noch  den  Ausdruck  für  die  Green' - 
sche  Function  (§29,  §40)  hinzu:  Liegt  der  Pol,  von  dem  die 
Anziehung  ausgeht,  ausserhalb  des  Cylinders  und  sind  seine 
Coordinaten  a,  s,  cd,  so  wird  die  Green'sche  Function  im  Punkte 
(x,  r,  i//)  des  äusseren  Kauines 

G  =  —  J£"cosvO—  io)  /    Jv(lri)Kv($*i)  J }U  i  co$A(x  —  a)dl. 

71  J  li  ,  {All) 

0 

Die  Function  xc,  welche  nach  (6)  durch  Multiplication  mit  dem 
Werthe  des  Potentials  auf  der  Begrenzung  und  des  Flächenelements 
do  (hier  ist  do  ==  xdxpdx)  und  darauf  folgender  Integration  über 
den  Mantel  des  Cylinders  ;das  Potential  v  im  Punkte  (a,  s,  w)  er- 
zeugt, wird 

Aehnlich  verhält  es  sich  mit  den  Formeln,  die  sich  auf  einen  im 
Innern  des  Cylinders  gelegenen  Punkt  (a,  s,  cd)  beziehen. 

Anmerkung.  In  dem  Falle,  dass  die  Function  F(x,xp)  von 
x  unabhängig  ist,  wird  auch  v  von  x  unabhängig  und  daher  ver- 


*)    Crelle,  Journal  f.  M.,  Bd.  48,  S.  348  —  370:  lieber  den  imhuiiten  M 
tismuB  eines  unbegrenzten  Cylinders  von  weichem  Eisen. 
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wandelt  sich  (21)  in  die  Gleichung 

d\    .    1    dv     .     1     <92v         . 


3r2          /•     <9r         r2    dy' 

Diese  hat  statt  der  oben  angegebenen  partikulären  Lösungen,  welche 
die  Cylinderfunctionen  von  r  enthielten,  solche  von  der  Form 

rv  cos  vifj,     r~vco&vip,     r»' sin  vi//,     r-*' sin  vi//, 
und  ausserdem  die  Lösung  logr.    Soll  v  für  r  =  x  sich  in  eine  ge- 
gebene Function  f(ip)  verwandeln,  die  wir  uns  durch  die  Fourier'- 
sche  Reihe 

x 

J£  ay  cos  vi//  -f  av  sin  vi// 

gegeben  denken,  so  ist  der  Werth  va  der  von  r  =  x  bis  oc,  resp. 
vt  der  von  r  =  0  bis  r  endlich  bleiben  soll 

va  =  ^  (a„cosvi//  -\-  ayamvxp)[ — J 

y=0  \  ;•  / 

oo  •  r  \  v 

vt  ==  J£  (av  cos  vi//-}-  a»,  sin  vi//)  (  —  )  • 

r—O  ^   l*  ^ 

Drückt  man  die  a  und  a  als  Integrale  durch  die  gegebene  Function 
aus,  in  welche  sich  v  für  r  =  x  verwandeln  soll,  so  lassen  sich  be- 
kanntlich die  Ausdrücke  mit  Hülfe  der  Summenformel  für  die  geo- 
metrische Reihe  summiren  und  geben 

'•—  r    rn f(o))dw 

2n     J       r- — 2rxcos(ip —  w)-fr2  ' 


v  == 


wo  das  Vorzeichen  -f  oder  —  ist,  je  nachdem  r  >  r  oder  r  <  r. 
Denkt  man  sich  aber  die  Function  v  an  zwei  Flächen  r  =  r0 
und  r  =  x1  gegeben  (r0  >  r,)  durch  f°(tp)  und  f  (i//),  die  in  Fourier'- 
sche  Reihen  mit  den  Coefficienten  a°  und  a°,  resp.  a'  und  a'  ent- 
wickelt sind,  so  findet  man,  wie  früher  in  dem  ähnlichen  Falle 
bei  der  Kugel,  auch  die  den  Bedingungen  entsprechende  Function 
v,  welche  von  r  =  xl  bis  r0  endlich  bleibt,  Um  sie  bequemer  dar- 
zustellen, setzen  wir 

logr  =  ö,    logrn  =  ffft,     logr,  =  ox , 


und  finden 


o,  —  an 


.     sa,  a,.amiv(a—  ff.)  +  «, siinv(<x  —  ff) 
r=l  81  luv  (a0  — ff,) 
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wo   tOp   aus  dem  ersten  Gliede  unter    dem  Summeuzeicben    durch 
Vertauschung  von  a  mit  a  und  von  cosri/;  mit  sinvi/>  entsteht. 

Nachdem  man  die  a  und  a,  wie  oben,  vermittelst  des  bekannten 
Integrales  durch  /'  ausgedrückt  hat,  kann  man  die  unendlichen 
Reihen  durch  elliptische  Functionen  (M.  vergl.  Jacobi,  Fuudamenta 
§51,  S.  143)  summiren,  wie  es  bei  dem  entsprechenden  Probleme 
der  Kugelschale  geschah. 

In  dem  vorliegenden  Falle  erzeugt  man  zwar  noch  immer  die 
Anzieh  ungsconiponenten  durch  Differentiation  von  v  nach  x,  y,  z; 
man  darf  aber  nicht  übersehen,  dass  v  hier  nicht  das  Potential  des 
(Jylindcrs  im  eigentlichen  Sinne  ist,  sondern  jener  Greuzfall,  über 
welchen  im  §  52  gehandelt  wurde,  das  logarithmische  Potential. 
Für  dasselbe  existirt,  wie  bekannt,  auch  leicht  durch  Betrachtungen 
nachzuweisen  ist,  welche  den  unserigen  analog  sind,  eine  Function, 
welche  die  Green'sche  vertritt,  die  nämlich  der  Differentialgleichung 
des  Problems,  den  Bedingungen  der  Endlichkeit  und  Stetigkeit  ge- 
nügt und  sich,  wenn  der  unbestimmte  Punkt  (hier  (r,  i//))  auf  die 
Begrenzung  rückt  (hier  r  ==  r0  oder  r,  wird)  in  den  Logarithmus 
seiner  Entfernung  von  einem  gegebeneu  Punkte  mit  den  Coordinaten 
s  und  w  (eines  Poles,  wie  wir  uns  ausdrücken  können),  welcher  mit 
ihm  dieselbe  z-Coordinate  hat,  verwandelt,  d.  h.  resp.  in 


log )'x20  —  2r0 s cos(t//  —  w)  +  r] ,     h.g  )fx2t—  2r1scos(t/>  —  w)  +  rj. 
In  diesem  besonderen  Falle  vereinfacht  sich  das  Resultat  dadurch, 
dass  die  a  und  a  einfache  Werthe  erhalten,  welche  keine  Integration 
erfordern;  denn  man  hat  für  die  beiden  vorstehenden  Logarithmen, 
wenn  man  logs  =  %  setzt,  die  convergenten  Reihen,  resp. 

x  COS^Cl^  —  to)  £L        ,  ,   COSvClp—  0)) 

Die  Function,  welche  der  Green'schen  entspricht,  ist  demnach  fin- 
den Pol  mit  den  Coordinaten  (s,  w),  wenn 
logs  =  %, 

gesetzt  wird: 


logr  = 

=  ff, 

logr0  ==ff0 

logr, 

—  °\ 

r,  <'• 

<^ 

c0,    r,<*< 

:r0 

ff, 

0, 

—  *)  +  (*  — o 

3° 

<*,  — <*o 

»Ki-o„ 

smiv(a  -  ff,) 

. 

>lim 
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Die  Reihe  führt,  mit  Hülfe  der  Formeln  Fundamente  §51,  S.  144 
auf  die  elliptischen  Functionen  der  drei  Gattungen    und   die  Reihe 

»     sin  vx 
y=o  v&hiivy 

Diese  Reihe  führt  aber  nicht  auf  die  elliptischen  Integrale 
dritter  Gattung  selbst,  also  nicht  auf  den  Logarithmus  von  den 
Functionen  G.  sondern  derjenigen  Functionen,  aus  denen  die  Q  in 
ähnlicher  Art  zusammengesetzt  werden,  wie  der  Sinus  eines  Bogens 
aus  dem  Produkte  zweier  T;  sie  stellt  sich  nämlich  sofort  als  Dif- 
ferenz zweier  Functionen  logO(<ft£)  dar,  wo  0  das  I.  109,  in  dem 
Zusatz  über  hypergeometrische  Reihen,  unter  (9)  definirte  unend- 
liche Produkt  bezeichnet. 

Für  die  Behandlung  derselben  Aufgabe  bei  dem  unendlichen 
Cylinder  mit  elliptischer  Basis  benutze  man  den  Ausdruck  von  N. 
den  man  am  Anfange  des  §  58  findet. 

§55.  Wir  behandeln  hier  die  Aufgabe  des  vorigen  Paragraphen 
für  einen  Cvlinder,  dessen  Axe  endlich  (nicht  unendlich  gross) 
ist,  und  betrachten  zunächst  zwei  Grenzfälle,  in  denen  r  unend- 
lich wird,  suchen  nämlich 

ä)  das  Potential  v  im  ganzen  Raum,  wenn  es  auf  einer  un- 
endlichen Ebene  gegeben  ist. 

Wir  verlangen,  es  solle  für  x  =  0  sein  v  =  x(r,  \p).  Indem 
wieder  -±x  positiv  genommen  wird,  stelle  man  aus  den  im  §  54 
aufgeführten  partikulären  Lösungen  der  zweiten  Zeile  zuerst  eine 
solche 

zusammen.  Nach  dem  Additionstheorem  für  die  Cylinderfunelioneu 
I,  (56)  zerfällt  dieser  Ausdruck  nämlich  in  eine  Summe  nach  v 
von  Gliedern 

e-1-'''./,  (Ä/')eosi'(t/<  —  to)  >   ./,  (Äs), 

in  denen  J(ls)  als  Constante  nach  x,  r,  xp  auftritt.  Es  wird  daher 
v  =2~/   er'xldlf  *dsf*nj{*> Vr*+s$— 2rsco8(if>— (o))x(s, to)dü> 

0  n  n 

ein  partikuläres  Integral,  welchos  sich  nach  I,  (74)  für  x  =  0  in 
x(f,fp)  verwandelt.     Man  hat  hieraus  den  Satz: 

Das  Potential  einer  mit  Masse  belegten  unendlichen  Ebene 
,t  =  0.    welches    sich    auf  der    Fbene    in     eine    gegebene    Function 
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x(s,  w)  verwandelt,   kann  man   als  Anziehungscomponente  in 

der  Richtung  der  Axe  der  X  darstellen,  nämlich  von  der  Belegung 

der  Eltone  mit  Masse  von  der  Dichtigkeit  —  -^ — %(s,  a). 


Denn  da  man  mit  Herrn  Lipschitz  findet 


so  verwandelt  sich  der  obige  Ausdruck  in 


27TV    = 


Dieselbe  Gleichung  findet  man  sehr  leicht  durch  die  bekannte 
Methode  der  Spiegelung.  Wir  suchen  die  Green'sche  Function 
für  einen  Pol  (a,  s,  o>)  im  Punkte  0  =  (x,  r,  0).  Es  sei  a,  also  auch 
x  positiv.  Der  Punkt.  (—a,s,  w),  das  Spiegelbild  von  (a,s,  w),  wenn 
man  sich  die  unendliche  Ebene  spiegelnd  denkt,  ist  von  einem 
Punkte  0  auf  der  unendlichen  Ebene  ebenso  weit  entfernt  wie 
(a,s,io).     Daher  ist  die  Green'sche  Function 

1 


Um  die  Gleichung  (6)  des  §  29  anwenden  zu  können,  beachte 
man,  dass  mau  hat 

/(x-ay+W  ' 
dass  auf  der  Ebene  x  Null  und  dass  die  Richtung  von  n1  mit  der 
Richtung  der  positiven  x  übereinstimmt.     Daher  ist 

1  a 

Beachtet  man,   dass  für   do  zu  setzen  ist  rdrdw,  so  erhält  man 
demnach  aus  (6)  für  v  das  Potential  im  Punkte  (a,  s,  w) 


2   frdrf'^ 
znJ  J         Ya2 


diese  Gleichung  stimmt  mit  der  obigen  für  v  überein,   wenn   mau 
nur  r  und  ty  mit  s  und  t]  vertauscht. 

Dieselbe  Methode    Hesse   sich    auch   auf  die   Bestimmung  des 
Potentials   in   dem    folgenden   Falle  b)  anwenden;    es  bedarf  dazu 


§56,22.  Cylinder  l'.H 

einer  unendlichen  Reihe  von  Spiegelungen  gegen  die  beiden  dort 
vorkommenden  Ebenen. 

b)  Das  Potential  sei  auf  zwei  parallelen  unendlichen 
Ebenen  gegeben,  und  zwar  sei  v  =  t(r,  xp)  für  x  =  h  und  v  =  i](r,  xp) 
für  x  =  — /*. 

Aus  denselben  Lösungen  wie  im  ersten  Falle  setze  man  die 
Lösung 

0  0  0 

0  0  0 

zusammen,  die  in  dem  Räume  von  x  =  —  h  bis  x  —  h  allen  Be- 
diugungeu  genügt.  Die  Fortsetzungen  von  x  =  h  bis  x  =  oc  und 
von  a?  =  —  h  bis  #  =  —  oo  findet  man  aus  der  Formel  für  v  unter 
a)  durch  eine  Coordinatentransformation,  indem  man  im  ersten  Falle 
in  derselben  den  Exponenten  ^lx  von  e  mit  —  X(x— Ä),  im  zweiten 
mit  X(h-\-x)  vertauscht. 

Für  die  Dichtigkeit  x0,  welche  in  (6)  auftritt  und  sich  zunächst 
auf  die  Green'sche  Function  bezieht,  in  den  beiden  Ebenen  a?=+Ä 
findet  man  aus  der  vorstehenden  Formel  für  v  nach  der  Methode 
von  S.  V)l 

o 
§  56.     Die  Axe  des  Cylinders  sei ,  wie  im  Falle  b),  gleich  2h, 
der  Radius  r  der  Directrix  aber  endlich.    Wir  suchen  das  Potential 
v  in  dem  vom  Cylinder  eingeschlosseneu  hohlen  Räume  (0<r<v; 
—  h<ix<ih)  auf,  wenn  der  Werth  von  v  auf  dem  Mantel  und  den 
beiden  begrenzenden  Kreisen  vorgeschrieben  ist,  nämlich 
v  =  C(r,  t/»)     für     x  =  h, 
V  =  r](r,  xp)      -       x  =  —  h, 
v  =  F(x,  xp)      -      r  =  x. 

Damit  die  Punkte,  welche  auf  der  Peripherie  eines  Kreises  liegen, 
sowohl  dem  Mantel  als  der  Ebene  angehören  können,  müssen  diese 
Functionen  so  beschatfen  sein,  dass  mau  hat 

F(h,  vO  -  £(r,  v),    n-l>,  ip)  =  rj{x,  # 

Herr  II.  \\  elier  li.il  in  seiner  eiwiilinten  Arlieil  in  l!u  rrli;ird t  s  Journal 
Bdi  75.    S.  h7    des    Ansdnirk    liir   d.-is   Potential    eine-,   Kieis«    mit    defll    H.idins 
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r  gefunden,   welches  sich  auf  «loni  Kreise  selbst  (Tür  ar  =  (i)  in   1  verwandeil 
Er  erhält,   wenn  wieder  -}  x  eine  positive  Zahl  bedeutet, 

(  / 
A 


2    Z"00 
=  —  /     e+fesinArJ(ilr) 


IN  ist  klar,  dass  dios  in  der  Thal  ilor  Ausdruck  Tiir  das  Potential  ist;  denn 
erstens  genügt  diese  Function  der  Gleichung  z/v  =  0.  reiner,  für  x  =  0 
verwandelt  sie  sich  (I.  18i)  in 

I     sin  l\J(lr)         ~     .,  /      dq>J     cos(Arcosqp)sinJlr  f      • 

ii  "o  o 

Bekanntlich  wird  das  innere  Integral,  nach  X,  gleich  J,  TT,  \n  oder  0,  je 
nachdem  rCOS^p  kleiner,  gleich  oder  grösser  ist  als  V.  Ilaher  wird  v  in  der 
Thai  auf  der  Ebene  des  Kreises,  wo  r  <\  ist ,  gleich  1,  auf  der  Peripherie 
desselben  gleich  \. 

Die   Dichtigkeit    der    Masse,    inil    welcher    der   Kreis   belegt    werden    miiss. 
um   flies    Potential   zu   gehen,   isl    nach    Herrn   Clausius*) 

1  1 

n2'  |/r2_r2  ' 

Da  nämlich  die  Normalen  auf  den  Kreis  die  Dichtung  der  positiven  und  ne- 
gativen x  haben,  so  ist  (m.   vergl.  S.  91)  für  x  =  0 

dv  4    fr 

\n%  = — 2^-—  = -■    /      sin  Ar  ./(Ar) dX. 

äx  71  J 

0 

Setzt  man   für  «/(Ar)  seinen  Werth  aus  I,  (30,  /'),   so   wird   erhallen 
x  =  — r  /      sin  Ar  «9 A  /      sin(r/9A)  - 

Nach  dem  Fo  u  ri  er 'sehen  Lehrsatz  ist  die  rechte  Seite  gleich  0,  wenn  r  ">  r, 
und  gleich  dem  oben  angegebenen  Werth,  wenn  r  <  V  genommen  wird.  An 
der  Grenze  r  =  r  wird  der  Ausdruck  von  x  unendlich.  Denn  er  wird  gleich 
der  Grenze  von 


n 


I    c  /rsinAr./(Ar)f/A 


für  ein  unendlich  kleines  positives  x.  Man  kann,  ähnlich  wie  I,  §  61,  S.  '2'rl 
auch  dies  Integral  ausführen  und  dann  x  abnehmen  lassen.  Man  findet  dann, 
dass  der  Ausdruck  zu   oo   wächst. 

Erste  Methode.  Das  gesuchte  Potential  zerfalle  mau  in  die 
Summe  von  zweien ,  indem  man  setzt  v  =  v,  ~f  v8.  Man  bestimmt 
v,  so  dass  es  den  ersten  beiden  von  den  obigen  drei  Bedingungen 
für  v  genügt;  dies  leistet  z.  B.  der  Ausdruck  v  im  §  55  unter  6), 
wenn  man   dort  nach   s,  statt  bis   oo,    nur    bis   r    integrirt.     Wir 

1  eher  ihr  Anordnung  der  Elektricitäl  etc.    Poggendorff'a  Anna  Ion.  Bd.  86. 
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setzen  deshalb 

2nv2  =  /    sds/      dto  I     [q(s,  to) sin  il(h  —  x) 

U  u  o 

+  £(«,  w)sinU(/*  +  *)]  sii[2i^  *dA. 

Wenn  man  bei  der  Prüfung  x  =  h  oder  x=—h  setzt,  so  darf 
man  nicht  übersehen,  dass  man  dann  die  Grenze  des  fertigen  drei- 
fachen Integrals  für  x  =  k  oder  x=—h  zu  nehmen  hat;  würde 
man  in  dem  Ausdruck,  welcher  dreimal  zu  integriren  ist,  x  diese 
Werthe  geben  und  erst  dann  integriren,  so  würde  als  Werth  des 
Integrals  zwar  2nt(r,  xp)  resp.  2nT](r,  xp)  erhalten  wenn  r  <  r, 
aber  nur  die  Hälfte  wenn  r  =  x  gesetzt  wird,  weil  man  den  Werth 
0  findet,  sobald  r  >  r  ist.     M.  vergl.  S.  180. 

Die  Function  va  verwandelt  sich  für  r  =  x  in  eine  Function 
von  x  und  xp,  die  wir  mit  (P(x,  xp)  bezeichnen  wollen.  Diese  Func- 
tion O  ist  daher  als  bekannt  anzusehen. 

Hiernach  bleibt  noch  übrig,  die  Function  v,  so  zu  bestimmen, 
dass  sie  im  Cylinder  die  Eigenschaften  eines  Flächeupotentials  be- 
sitzt, sich  für  r  =  r  in  eine  gegebene  Function  von  x  und  xp,  näm- 
lich in  F(x,  xp)—  ®(x,  xp),  endlich  für  x  =  h  und  x=—h  in  0 
verwandelt. 

Man  entwickele  dazu  F—  &,  wie  es  in  (22)  mit  F  geschah,  in 
eine  trigonometrische  Reihe 

F(x,  xp)  —  <D(x,  xp)  =  jg'  fr  (x) cos vxp  +  \,,(x)smvxp; 

jede   von  diesen  Functionen  f  und  f,   die  für  x  =  —  h  und  x  =  h 

verschwinden,  entwickele  man  in  eine  Sinusreihe,  setze  nämlich 

<•  ,  x         £,         •     u(x4-h)n        c  ,  N         «          .     u(x4-h)n 
fy(x)  =  2  c„vsin  ^   I  }     ,     \v(x)  =  £  c„,sm  FK    T  J 

Die  gesuchte  Function  v,  wird  dann  durch  die  Gleichung  gegeben 

od  oc  /     ( I  V  #/  TT  i*  ) 

\r!  =  j?  sin(-r-[-  h)x/Li7iJ£'     '),.     — {-(c^vCosvxp -\-carsmvxp), 

fi=l  J v\lXf.lTC\) 

in  welcher  x,  des  bequemeren  Druckes  wegen,  für  -~r  gesetzt  ist. 

Zweite  Methode.  Die  Ausführung  des  obigen  Verfahrens  für 
bestimmte  Functionen  t  und  r\  verursacht  dadurch  Schwierigkeiten, 
dass  in  der  Regel  die  Function  (D  und  damit  v,  ziemlich  complieirt 
wird.    Man  kann  aber  ein  Potential  ua  so  bestimmen,  dass  es,  wie 

Heine,  Anwendungen  der  Kugelfunrtinnen.     'i.  Aufl.  lo 
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oben  v„ ,  sich  für  x  —  h  und  x  =  —  h  in  die  Functionen  £  und  7? 
verwandelt,  dass  es  alter  noch  ausserdem  für  r  =  x  in  0,  nicht  wie 
oben  in  0(x,y)  übergeht.  Setzt  man  minv  =  «,-|-«,,  so  hat  mau 
»,  so  zu  bestimmen,  dass  dies  Potential  sich  für  r  =  r  in  die  ge- 
gebene Function  F(x,  ip)  verwandelt.  Man  findet  also  für  u,  den- 
selben Ausdruck  wie  oben  für  v,  mit  dem  einzigen  Unterschiede, 
dass  die  c  und  c  sich  nicht  auf  die  Entwickelung  von  F—  <&,  son- 
dern auf  die  unmittelbar  gegebene  Function  F  selbst  beziehen. 

Sonach  ist  nur  noch  statt  der  früheren  Function  va  eine  neue 
u.,  zu  bestimmen,  die  sich  für  x  =  h  in  C(r,  i//),  für  x=—k  in 
t){r,  t//),  für  r  =  r  in  0  verwandelt.  Wir  setzen  sie  aus  partikulären 
Integralen 

J,,(Ar)sin  U(.T+/i)cos  v(\p  —  w) 

zusammen,  indem  wir  X  die  positiven  Werthe  ertheilen,  welche 
Wurzeln  der  Gleichung  J,.(lx)  =  0  sind.  Eine  Summation  in  Bezug 
auf  diese  Wurzeln,  deren  Anzahl  unendlich  ist  und  die  sämmtlich 
reell  sind,  wird  unten  durch  ein  vorgesetztes  j^  bezeichnet.  Wir 
setzen,  wenn  e,  z,  e,  j  Functionen  von  r  vorstellen, 

CT. 

£(r,  xp)  =  J;'3,,(r)cosi'i/>  +  3).(r)sin»'i/>, 

Die  Constanten  c,  c,  6,  b  werden  bekanntlich  *)  durch  eine  Inte- 
gration aus  den  Functionen  e,  e,  s,  fr  gefunden;  es  ist  nämlich 

2 


Cri   = 


[rJr+,(Ar)]   ( 


/    e,.(r)Jv(lr)rdr. 


Als  die  gesuchte  Function,  die  allen  Bedingungen  genügt,  findet 

man  hieraus 

u,  =  H+Z, 

wenn  gesetzt  wird 

£,,Q  smXi(h-x)   ,  ,\  ;;  .      '< 

H  =  £'fo .   oi».      ^(/.r)(c,^cos»/V>  +  C/Siny»//), 

und  Z  aus  ü  durch  Vertauschung  von  x  mit  —  a:  und  von  c  und 


*)    S.  den  Zusatz  zu  diesem  Kapitel. 
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c  mit  6  und  b  entsteht.     Das  Summatibnszeichen  j^  bezieht  sich, 

gemäss  der  Erklärung,  für  verschiedene  Wertbe  von  v  auch  auf 
verschiedene  Wurzeln  X. 

Würde  mau  u,  nicht  die  Bedingung  auferlegt  haben,  sich  selbst 
für  r  =  r  in  0  zu  verwandeln,  sondern,  wie  bei  manchen  Aufgaben 
der  Wärmetheorie  gefordert  wird,  statt  dessen  der  Gleichung  zu 
genügen 

-i+/m.,  =0     für     rb=r, 

wo  h  eine  gewisse  von  Fourier  eingeführte  Constaute  vorstellt, 
so  würde  die  Methode  nicht  wesentlich  zu  modificiren  sein,  und 
das  Resultat  dieselbe  Form  behalten.  Wie  man  oben  die  Wurzelu 
X  der  Gleichung  «/(Ar)  =  0  benutzte,  so  handelt  es  sich  hier  um 
die  Wurzeln  der  Gleichung  (M.  vergl.  §  82.) 


X  Jv+x{Xx) -  (h  +  — )  Jv  (Xx)  =  0. 


Entwickelt  man  eine  Function  von  r,  wie  die  obige  e,,(r)  in  eine 
Reihe 

ftcr?Jr(Xr)i 

wo  sich  die  Summation  auf  jene  Wurzeln  X  bezieht,  so  erhält  man 

c"-  =  2(jjxvy)'-  (!■+  fty-v/"0' (r)J' (Xr)rdr- 

§  57.  Auch  den  dritten  Fall  der  Aufgabe  aus  §  54  ziehen  wir 
in  unsere  Betrachtung,  in  welchem  nämlich  der  Cylinder  sich  aus 
dem  Endlichen  in's  Unendliche,  d.  i.  in  welchem  die  Axe  des 
Cylinders  sich  von  x  =  0  bis  x  =  oc  erstreckt,  und  das  Po- 
tential in  dem  inneren  Räume,  d.  i.  für  alle  positiven  x,  während 
r  <c  r  ist,  gefunden  werden  soll,  wenn  man  sich  v  für  r  =  x  ge- 
geben denkt.  Der  gegebene  Werth  von  v  an  der  Begrenzung  sei 
v  =  rj(r,  ip)  für  x  =  0, 
v  =  F(x,  \p)      „      r  =  r, 

während  man  ausserdem  setzen  muss  v  =  0  für  x  =  ^c. 

Man  zerlege  wiederum  v  in  die  Summe  v  =  v,-r-v2.  Nach 
Analogie  des  Verfahrens  bei  der  ersten  Methode  im  §  56  setze  man 
für  va  einen  Ausdruck  ähnlich  dem  unter  a)  im  §  55,  nämlich 

13* 
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sds I      tj(8,  u>)diol     e-'*J(W)ldl, 
n  o  ii 

der  im  Innern  des  Cylinders  die  Eigenschaften  eines  Flächen- 
potentials besitzt  und  für  x  =  0  in  t](r,  \pi)  übergeht.  Die  Function, 
in  welche  er  sich  für  r==r  verwandelt,  heisse  Q(x,\p). 

Entwickelt  man  ferner  nicht  F(x,yj),  sondern  die  Differenz 
F—O,  die  für  x  =  0  verschwindet,  in  eine  trigonometrische  Reihe, 
und  setzt,  ähnlich  wie  in  (22) 

X 

F(x,yj)—0(x,y)  =  £'fy(x)cosvip-{-\y(x)sinnlj, 
so  wird  v,  mit  v  auf  S.  186  nahe  übereinstimmen,  und  man  erhält 

Vj  =  — jt'l     »mix    v       .^  dl/     [fr(a)  cos  v\fj-\-\y(a)  sin  vxp]  sin  lada. 

TT        ts  J y  (  AI  l )        *s 

0  0 

Auch  die  zweite  Methode  des  §  56  bleibt  in  diesem  Falle  an- 
wendbar; man  findet  hier  offenbar,  wenn  man  setzt  v  =  u,-r-u2, 

u2  =  jr'foe-'xJyßrXcyicosvxp  +  Cr/.smvxp), 

wo  die  Buchstaben  c  und  c  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  auf 
S.  194;  für  Uj  hat  man  das  obige  v,  zu  nehmen,  wenn  man  nur 
bei  der  Entwickelung  in  die  trigonometrische  Reihe  <Z>  gleich 
Null  setzt. 

Wir  wenden  die  vorstehenden  Formeln  auf  den  Fall  an,  dass 
das  Potential  des  unendlichen  Cylinders  an  der  Basis  x  =  0  die 
Constante  1,  auf  dem  Mantel  0  sein  soll.  Man  geht  davon  aus, 
dass  das  dreifache  Integral  v2  des  laufenden  Paragraphen  sich, 
ähnlich  wie  v  auf  S.  190,  als  Anziehungscomponente  einer  Flächen- 
belegung darstellen  lässt.     Man  findet  nämlich  wie  dort 

Die  rechte  Seite  ist  aber  die  negative  Anziehungscomponente  nach 
der  Richtung  der  x  des  Grundkreises  mit  dem  Radius  r,  welcher 
mit  Masse  von  der  Dichtigkeit  q(s,  w)  belegt  ist,  im  Punkte  (x,  r,  \p). 
Setzt  man,  was  in  unserem  Falle  geschehen  soll,  t){s,  w)  =  l,  so 
ist  das  Integral  auf  der  rechten  Seite  das  Potential  eines  homogenen 
Kreises;  wir  kennen  dasselbe  bereits  aus  S.  183  in  einer  einfacheren 
Form,  und  haben  daher 
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°    (r8+*>Ayi-- £— 

wo  a  derjenige  positive  Werth  von  s  ist,  welcher  den  Nenner  des 
Ausdrucks  unter  dem  Integralzeichen  zu  Null  macht,  eventuell 
gleich  0.  Dass  v.,  sich  wirklich  in  1  für  x  =  0  verwandelt,  zeigt 
man  sogleich,  wenn  mau  s  =  x'-u  setzt.  Für  s  =  a  wird  dann  u 
eine  Wurzel  v  der  Gleichung 

a;V-Kr*-r8—  a*9)i/-ta  =  0. 
Ferner  hat  man  nach  dieser  Substitution 

du 


v.  =    t  f 


(r2  +  x*u)uju  l/l-  —  -  -T 


also  für  x  —  0 

d.  i.  v,  =  1. 

Da  nun  F  auf  dem  Mantel  gleich  Null  gegeben  ist,  ®(x,  xp)  aber 
den  Werth  v2  hat,  in  dem  man  r  =  x  machen  mnss,  so  ist  F—<D, 
die  Function  — v2,  von  x  allein  und  nicht  mehr  von  xp  abhängig, 
also  gleich  f0(x)  zu  setzen,  während  alle  übrigen  fv  und  alle  \v 
Null  sind,  so  dass  man  erhält 

v,  = /     sinA-r        .  ^  dl  I     f0(a)smXada. 

TT*'  J  ItAX )        *s 

0  0 

Zum  Zwecke  einer  weiteren  Reduction  des  Ausdrucks  von  v, 
setzen  wir  für  ^f0(a)  nicht  den  so  eben  aufgefundenen  Werth  von 
—  v2,  sondern  den,  welcher  durch  Differentiation  nach  x  aus  dem 
Ausdruck  des  Potentials  v  auf  S.  180  stammt.  Nennt  man  dort 
den  Integrationsbuchstaben  ß,  so  hat  man 

v,  =  -4xf   f    %mheJ{ßr)Jx(ßx)J-^rdXdßf   c-"^malda, 

0         0  ^       '  o 

was  sich  auf  das  Doppelintegral  reducirt 

v,  =  -4ry     sinXa;  f    J.  XdXj     J(ßr)JXßx)  ■  f. 4  -},  • 
o  o 

Das  Potential  v  =  v1-f-va  ist  also   durch   die  Summe   eines  ellipti- 
schen Integrals  v„  und  eines  Doppelintegrals  v,  ausgedrückt. 
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Die  Lösung  dieser  Aufgabe  bietet  aucb  insofern  einiges  Inter- 
esse dar,  als  v  zugleich  den  permanenten  Wärmeznstand  in  einem 
Cy linder  von  unendlicher  Länge  mit  endlichem,  nicht  unendlich 
kleinem  Querschnitt  bedeutet,  wenn  die  Basis  des  Cyliuders,  der 
im  ländlichen  liegende  Kreis  für  welchen  mau  hat  x  =  0,  in  der 
Temperatur  1,  der  Mantel  in  der  Temperatur  0  erhalten  wird.  In 
diesem  Sinne  handeln  wir  hier  noch  speciell  von  der  Temperatur 
oder  dem  Potential  auf  der  Axe. 

Man  hat  also  r  gleich  Null  zu  setzen,  und  findet  die  Tempe- 
ratur v  in  dem  Punkte  der  Axe,  welcher  von  dem  Grundkreise  um 
x  entfernt  ist,  als  Summe  der  entsprechenden  Werthe  von  v2  und 
v,,  nämlich  von 

1— =£= 

ix*+x* 

und  von 

ax        da 


4i  /     sm  -         'v.  /  da  —  4  / 

J  r      J(ia)  J 


sin 


J(ia)  J  r      aJ(ia) 

Auf  den  letzten  Ausdruck  reducirt  sich    nämlich   v,   nach   einigen 
Transformationen,  indem  man  für  r  =  0  zunächst  erhält 

.    r   ,      ax      6a      r    <*JXß)dß 
1  J  r      J(ai)J  a24-/r 

0  K      y    0  r 

setzt  mau 

pfLji  =  /*"  e-><mß*dz,     -J,  (ß)  =  Ä , 

integrirt  nach   ß  durch  Theile,  und   berücksichtigt  I.  237,    sowie, 
dass  nach  S.  192 


f   J(ß)siüßzdz 


gleich  (z2—  l)-i  oder  0  wird,  je  nachdem  z  >  1  oder  z  <  1  ist,  so 
entsteht  der  angegebene  Ausdruck  für  v, . 

Durch  die  zweite  Methode  erhält  man  ein  Resultat  von  ein- 
facherer Gestalt;  hier  ist  u,  =  0,  also  reducirt  sich  v  auf  u2.  Nach 
S.  194  hat  man  die  Function  ie0(r)  gleich  1  zu  setzen  und  in  die 
Reihe 

1  =  QCuiJ,.(Ar) 
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zu  entwickeln;  nach  der  dort  gegebenen  Formel  findet  man 

2 

Cu>  _  "  XxJ'(XxJ' 

und  hieraus  die  Temperatur  in  den  Punkten  mit  den  Coordinaten 

x  und  r  im  Cyliuder,  nämlich 


J(Xr) 


XJ'(Xx)  x  ^  XJ,(Xx) 

wenn  die  Summe  sich  wie  oben  auf  alle  positiven  Wurzeln  l  der 
Gleichung  J(Xx)  —  0  bezieht.  Nacli  I.  247  wird,  wenn  nicht  /•  gleich 
Null  ist,  für  grosse  X  angenähert 


/ —    cos 


(M 


Jßr)         l    /  r    °USW      "V         .   1  i/  r        f*      .  \ 


cos 


für  r  =  0  ist  es  leicht,  den  vorstehenden  Ausdruck  zu  modificiren. 
In  diesem  Falle  giebt  die  Formel  das  (selbstverständliche)  Resultat, 
dass  v  eine  Function  vom  Verhältnisse  x :  r  ist. 

Was  am  Schlüsse  des  §  56  über  eine  verwandte  Untersuchung 
in  der  Wärmetheorie  gesagt  wurde,  gilt  auch  hier:  wenn  für  r  =  r 
nicht  v  sondern 

Null  sein  soll,  so  ist  eine  nur  geringe  Modifikation  in  der  Behand- 
lung und  im  Resultate  erforderlich. 

Dass  der  gefundene  Ausdruck  von  v  für  r  =  x  sich  in  0  ver- 
wandelt, ist  klar;  auch  ist  leicht  nachzuweisen,  dass  er  im  Innern 
den  Bedingungen  des  Potentials  genügt.  Nach  dem  bekannten 
Fundamentalsatze  von  Abel  über  die  Grenze  der  Convergenz  für 
Potenzreihen  verwandelt  sich  v  für  x  =  1  in 

iL  ^1     ^O) 

r  ^   XJx(Xx)    ' 

vorausgesetzt,  dass  diese  Reihe  convergirt.  Es  ist  also  noch  nach- 
zuweisen, dass  diese  Reihe  convergirt  und  ferner,  dass  sie  den  ver- 
langten Werth  1  zur  Summe  hat,  wozu  der  Nachweis  des  Letzteren 
allein  genügt.  Im  Vorhergehenden  ist  dies  in  der  That  nur  unter 
der  Voraussetzung  bewiesen,  dass  sich  1  in  eine  nach  den  JQ.r) 
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fortschreitende  Reihe,  die  noch  dazu  in  gleichem  Grade  couvergirt, 
entwickeln  lasse;  wir  tragen  deshalb  den  Beweis  nach. 

Streng  genommen  wird  aber  noch  mehr  verlangt,  da  v  als 
Potential  nicht  nur  nach  zwei  Richtungen  r  und  x,  sondern  nach 
jeder  Richtung  continuirlich  sein  muss.  *)  Dass  der  für  v  gefundene 
Werth  bis  in  die  Grundfläche  nach  jeder  Richtung  continuirlich  sei, 
ist  bis  jetzt  noch  nicht  nachgewiesen  worden. 

Um  den  Werth  der  obenstehenden  Reihe,  welche  sich  auf  den 
Fall  x  —  0  bezieht,  zu  ermitteln,  kann  man  von  der  Betrachtung 
des  Integrales 


1        r  J(rx 
\in  J    zJ(x 


«*>    dz 


2in  J    zJ(xz) 

ausgehen,  welches  über  alle  Punkte  %  genommen  wird,  die  auf  der 
Peripherie  eines  unendlichen  Kreises  liegen.  Dies  ist  Null,  vor- 
ausgesetzt, dass,  wie  in  unserem  Falle,  r  <  v  genommen  wird.  In 
der  That  setzt  man 

z  —  p(cosy-f-^my))       Q  —  ^i 
so  ist  dz :  s  gleich  idq>,   also   endlich;  aber  J(rz):J(xz)  wird  nach 
I.  248  (ev.  nach  der  dort   angegebenen  Methode,    welche   zeigen 
würde,  dass  Jv(a-\-pi),   wenn  p  eine  positive  unendliche  Zahl  ist, 
gleich 

Y2pn 

wird)  überall  auf  dem  Kreise  unendlich  klein  mit  Ausnahme  des 
Stückes,  welches  einem  unendlich  kleinen  Bogen  cp  entspricht,  auf 
dem  z  reell,  =  +q  wird.     Dort  ist  aber  (I.  247) 

J(vq):J(xq)  =  (cosrg-f  sinr^^r  :  (cosr^  +  sinr^)]  r, 
also  endlich,  wenn  man  q  nicht  gerade  einen  solchen  unendlichen 
Werth  giebt,  der  J(xl)  zu  Null  macht. 

Setzt  man  für  das  Integral  die  Summe  der  Residua,  uud  sum- 

mirt  durch  das  Zeichen  JS),  wie  oben,  über  die  positiven  X,  so  ent- 
steht sofort  die  gesuchte  Gleichung 

ni/^)    -o 

1+V    xXJ'(xl)   -U- 

*)    M.  vergl.  '!cn  §  G  meiner  Abhandlung  Ueber    trigonometrische  Reihen  im 
71.  Bande  von  Borchanlt 'ü  Journal. 
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Bei  dieser  Verifikation  ist  der  Fall   r  =  0  auszuseh Hessen ,  dessen 
Behandlung  eine  selbstverständliche  Modifikation  nöthig  macht, 

Wie  hier  1  in  eine  nach  Functionen  J(Ar)  fortschreitende 
Reihe  entwickelt  werden  konnte,  wenn  A  alle  Wurzeln  der  Glei- 
chung J(Ar)  =  0  durchläuft,  so  lässt  sich  nach  der  Regel  auf  S.  194 
jede  continuirliche  Function  /"(/•)  in  eine  Reihe 

/'(/•)  =fc,J(lr) 

entwickeln,  wo  gesetzt  ist 

[rJ.Citt)]'  J  '*&&*+. 


Cl   = 


sobald  die  gefundene  Reihe  in  gleichem  Grade  convergirt. 
Dies  und  noch  allgemeinere  Sätze  habe  ich  im  89.  Bande  von 
Borchardt's  Journal  bewiesen.  M.  vergl.  den  nachfolgenden  Zu- 
satz zu  diesem  Kapitel. 

Der  kleinste  Werth  von  Ar,  durch  welchen  J(Ar)  zu  Null  wird, 

ist  angenähert 

Ar  =  2,4049 

der  nächste  schon  5,521;  die  grösseren  liegen  zwischen  8,6  uud  8,7, 
zwischen  11,7  und  11,8,  zwischen  14,9  und  15,  etc.  und  nähern  sich 
immer  mehr  der  Summe  von  \n  und  je  einem  ungeraden  Vielfachen 
von  \n. 

Nimmt  man  x  so  gross,  dass  für  die  angenäherte  Berechnung 
von  v  das  erste  Glied  der  Reihe  genügt,  so  findet  man  aus  der 
Temperatur  im  Punkte  x  der  Axe,  die  k  sei,  diejenige  in  den 
Punkten,  welche  ebenso  weit  vom  Grundkreis  entfernt  sind  (das- 
selbe x  haben).  Ein  in  der  Entfernung  r  von  der  Axe  gelegener 
Punkt  hat  dann  offenbar  die  Temperatur 

v  =  &j(2,4049~  ) 

r 
So  sind  in  den  Punkten,  in  welchen  —  gleich 

0  12  3  4  5  1 

V1       Sl       Zl       Sl       tl       Sl       X 

wird,  die  Temperaturen  gleich  k  multiplicirt  resp.  mit 

1,    0,960,    0,846,    0,671,    0,455,    0,224,    0,000, 
Zahlen  die,    wenn  man  von  der  Axe  aus  sich  zum  Mantel  hin  be- 
wegt, zuerst  langsamer,  dann,  etwa  von  der  Mitte  des  Weges  aus, 
schneller  als  r :  r  zu  Null  abnehmen. 
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§  58.  Wir  kommen  nun  zur  Behandlung  einiger  Aufgaben  über 
das  Potential  eines  Cylinders,  dessen  Directrix  eine  Ellipse  ist,  deren 
Excentricität  1  sein  möge. 

Bezeichnung.  Den  Buchstaben  r,  xp,  s,  10  in  den  vorigen  Para- 
graphen sollen  hier  q,  <jp,  o,  gj  so  entsprechen,  dass  mau  setzt 

y  =  rCOSXfJ  ==  QCOSCp,  SCOSto  =  0COSGJ,  q  =  cosiw, 

z  =  rsiut/>  =  i(>~  —  l.sinqr,     ssiuw  =  }V"— -1  sinra,     a  =  cosiv, 
woraus  die  Gleichungen  folgen 

sdsdco  =  (<j2 — cos2gj)(9gj — , =  au\(cs -\-iv)ni\i(cs  —  iv)dtadv. 

jV-l 

ft>  =  r8— 2rscos(#-cö)  +  sa 

—  (qo  —  cosqpcosca)2  —  (|7^2— 1  J^ä2—  1—  sinqpsiuGj)2 
=  [cosi(tt-f  ^)  —  cos(</>  —  nj)][cosi(M  —  v)  —  C0S(<JP+G5)]. 
Die  vorstehende  Zerfallung  von  JR  in  ein  Produkt  habe  ich  nur 
deshalb  hierhergesetzt,  weil  sie  von  Wichtigkeit  bei  der  Behandlung 
solcher  Aufgaben  über  das  Potential  einer  Ellipse  ist,  bei  denen  es 
auf  die  Entwickelung  von  log^R  in  eine  Reihe  ankommt,  wie  bei 
der  Untersuchung  über  den  Durchgang  eines  constanten  elektrischen 
Stromes  durch  eine  Ellipse  oder  über  das  logarithmische  Potential 
einer  solchen.  Man  vergl.  hierüber  meine  Bemerkungen  im  Monats- 
bericht der  Akademie  zu  Berlin  v.  5.  März  1874  und  meine  Arbeit 
im  79.  Bde  von  Borckardt's  Journal. 

Transformirt  man  die  Gleichung  Jv  =  0,  indem  man  die  Co- 
ordinaten  q  und  q>  statt  y  und  %  einführt,  so  erhält  man  (I.  308) 
zunächst  als  Ausdruck  des  Linienelements 

dx*+dy*+dz*  =  aaj»  +  (p»-co8»[ö9)*+-4zf]» 
und  hieraus  die  transformirte  Gleichung 

|^  +  ^1^(1/^-I^)+(e»_C0S>)^  =  0. 

Particuläre  Lösungen  dieser  Differentialgleichungen  sind  (I,  §  103) 

Ucos  Ix,     Usmkx,     Ue~7x, 
wo  U,  wenn  man  (S.  o.) 

u  =  log^  +  yY''— 1)?     Q  ~  C0S*M 
statt  q  einführt,  der  Gleichung 

(«)•••     -ßyT  +    du*~  ±  *2(cos2</>  -  cos2i»)  U  =  0, 


§  58,  22.  Cylimler.  203 

in  den  beiden  ersten  von  den  droi  Fällen  mit  dem  (»bereu,  in  dem 
letzten  mit  unterem  Vorzeichen  genügen  muss. 

Wir  behandeln  für  den  elliptischen  Cylinder  die  Aufgabe  des 
§  56,  suchen  also,  indem  wir  den  dort  bei  der  ersten  Methode  vor- 
genommenen Entwickelungeu  folgen,  das  Potential  v  im  Innern  eines 
Cylinders  mit  den  Halbaxen  r  und  }VJ  — 1,  und  von  der  Höhe  2h 
auf,  welches  an  den  Begrenzungen  x  =  h,  x  —  —  h  und  g  =  r  in 
gegebene  Functionen  £,  r\,  F  übergeht. 

Erste  Methode.  Wir  ermitteln  zuerst  ein  Potential  v2,  welches 
zwar  für  x  =  h  und  x=  —  h  die  vorgeschriebenen  Werthe  £(Q,(p) 
und  t](q,  cp)  annimmt,  dem  aber  für  q  —  x  ein  Werth  nicht  vorge- 
schrieben ist.  Ein  solches  wird  wieder  aus  dem  Ausdruck  von  v 
im  §  55  unter  b)  gebildet,  indem  man  dort  anstatt  der  Kreiscoordi- 
naten  r,  s,  etc.  die  elliptischen  q,  a,  etc.  einführt,  und  für  rj  und  £ 
ausserhalb  der  Integrationsgrenzen  Null  setzt.     Dadurch  entsteht 


/ 


/'     da        Hn 
. /      (a2— cos"'sj)<9gjX 
\a2— 1«< 


N      -  o 

tj (o,  gj)  sin  U  (Ä  —  x)  -f  t(o,  m)  sin il  (h  -f-  x) 


sin  (2ilh) 


Die  Function,  in  welche  sich  dieser  Ausdruck  für  q  =  r  verwandelt, 
sei  ®(x,(p);  sie  wird,  mit  F{x,cp)  verbunden,  wie  auf  S.  193  zur 
Bestimmung  desjenigen  Potentials  v,  verwandt,  welches  zu  v2  addirt 
v  giebt. 

Dort  wurde  Vj  aus  Lösungen  zusammengestellt  von  der  Form 

.     n(x  +  h)n  JT 

sm         2h         U« 

wo  Up  der  Differentialgleichung  (6)  aus  I.  341  genügt 

während  hier  U  eine  Lösung  der  ähnlichen  Gleichung  (et)  ist,  wenn 
man  in  derselben  nur 

»■;.;    *-£ 

setzt.  Die  Lösung  U  von  (6)  wurde  aus  Aggregaten  von  vier 
Classen  zusammengestellt,  nämlich  aus  Produkten 

Jv(Xri)cotivip,     Jy(hi)  sin  vtp 
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für  gerade  and  für  ungerade  v,  wo  v  die  ganzen  Zahlen  von  0  bis 
oo  durchläuft.  Die  Gleichung  (a)  wird  durch  ähnliche  Aggregate 
@(qp)@(iu)  integrirt,  wenn  die  (5  jene  Functionen  erster  Art  des 
elliptischen  Cvlinders  sind,  über  welche  I,  §  103—105  u.  109  aus- 
führlich gehandelt  wurde.  An  dieser  Stelle  wollen  wir  auch  die 
(  mutante  X  in  die  Bezeichnung  aufnehmen,  indem  wir  die  im  End- 
lichen überall  endliche  Lösung  der  Gleichung  (M.  vergl.  I.  405) 

j?  +(i*feoB2y  +  4^)C  =  0 

durch  (&y  (Xi,  cp)  bezeichnen. 

Ich  erinnere  daran,  dass  die  (5  in   vier  Classeu   zerfallen,   deren  erste  die 
Functionen  von  der  Form 

($(Xi,  cp)  =  -2  «„  I  «i  cos2qp  -+-  «2  C0S*qP  H 

enthält.  Eine  zweite  (blasse  enthält  nur  die  Cosinus  der  ungeraden  Vielfachen 
von  cp,  während  in  den  beiden  anderen  die  Sinus  statt  der  Cosinus  vorkommen. 
Die  Coefficienteo  a  in  der  ersten  Classe  sind  die  Näherungszähler  eines  einfachen 
Keltenbrucbs  (1,  (67)),  nämlich  von 

-*6*--         —  — 

6(1-,)- 


&(4  —  »)  —  etc.  ' 

dessen  Pal  tialnenuer  sämmllich  von  der  Form  b(iiz  —  z>)  sind,  wo  b  nur  von  X 
abhängt,  indem  nämlich  gesetzt  wurde  bX*  =16.  Für  z  bat  man  die  ver- 
schiedenen Wurzeln  der  transcendeuten  Gleichung  zu  nehmen,  welche  der  Aus- 
druck dafür  ist,  dass  die  unendlich  entfernten  Näherungszählcr  Null  sind.  Diese 
Wurzeln  sind  sämmllich  reell;  die  Methode,  durch  welche  sie  bis  zu  einer  be- 
helligen Crosse  mit  beliebiger  Näherung  berechnet  werden  können,  ist  im  I.  ßde 
augegehen.      Man  weiss,  dass 

0 

Null  ist,  wenn  fi  und  v  verschieden  sind,  gleich  einer  Constanten,  für  die  mau 
1  nehmen  kann,  wenn  sie  gleich  sind. 

Die  Functionen  (5  konnten  noch  in  einer  zweiten  Form  dargestellt  werden, 
nämlich  I.  414  durch  Reihen,  die  nach  Functionen  des  Kreiscyliuders  fortschreiten, 
und  die  besonders  bequem  ist,  wenn  auch  die  Functionen  der  zweiten  Art  auf- 
treten. Die  dortigen  Andeutungen  vervollständigend  mache  ich  darauf 
aufmerksam,  dass  die  Differentialgleichung  für  (5  und  %  sich  nicht  ändert,  wenn 
man  cp  und  X  mit  \ti  —  cp  und  Xi  vertauscht.  Daher  hat  man,  weuu  eine 
Function  der  ersten  Classe  (5  die  dort  durch  (68,  a)  gegebene  Form 

2  J0  (iX  cos  cp)  —  JVj  J2  (iX  cos  cp)-\-  iV2  Ji  (iX  cos  cp)  —  etc. 
besitzt,  dass  Functionen  einer  zweiten  Classe  von  der  Form  sind 
2 J0  (Asin  cp)  —  N1 ./.,  (Äsin cp)  -f-  N.,  J(Xs'm  cp)  —  etc., 
während  die  dritte  und  vierte  Classe  statt  der  J  mit  geraden  die  mit  ungeraden 
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Indices  enthält.  Die  Functionen  zweiter  Art  des  elliptischen  Cylinders  %  ent- 
stehen aher  aus  den  (5  durch  Vertauschung  der  J  mit  K. 

Eiue  Function  v, ,  die  allen  Bedingungen,  welche  v  —  v.,  zu  er- 
füllen hat,  wirklich  genügt,  ist  die  Function 

wenn  die  Constanten  c  gehörig  bestimmt  sind,  wenn  ferner  u  den 
Werth  von  u  für  q  =  r  vorstellt,  so  dass  man  hat 

u  =  log(r+i/r^T),    *=J£- 
Man  entwickele  die  Function  F—  Q>  in  eine  Fourier'sche  Reihe 

%(x,  <p)-®(x,  <p)  =  2a<p)sin-^^, 

so  dass  die  f  als  bekannte  Functionen  von  <jp  zu  betrachten  sind. 
Ferner  entwickele  man  jede  dieser  Functionen  f  in  eine  Reihe,  die 
nach  den  (5  geordnet  ist.     Man  hat  dann 

fu(q>)  =  2  cfiy®,(Xi,  <jp),     X  =  ~, 

V  — 1  w/t 


1     Z*271 
— y      fu  {cp)  @,  (Ai,  qp)  dq>. 


Dies  sind  die  Werthe  von  c,  welche  man  in  den  vorstehenden  Aus- 
druck für  vx  einzusetzen  hat,  damit  er  sich  auf  dem  Mantel,  für 
u  =  u,  in  die  vorgeschriebene  Function  verwandele. 

Zweite  Methode.  Wie  auf  S.  193—195  können  wir  auch  hier 
eine  zweite  Methode  anwenden,  und  v  in  u,  -f-  u2  zerlegen,  wo  u,  der 
vorstehende  Ausdruck  für  v,  ist,  wenn  man  in  demselben  0  statt 
0  setzt.  Der  wesentliche  Unterschied  beider  Methoden  beruht  auf 
der  Bestimmung  von  u, ,  welches  sich ,  wie  oben  v2 ,  für  x  =  h  in 
£(q,  y),  für  x  =  —h  in  tj(q,  qp),  ausserdem  sich  aber  für  q  =  v  (oder 
u  =  u)  in  0  verwandeln  soll.  Die  Lösung  erfordert,  dass  man  solche 
Werthe  X  auffinde,  für  welche  (§(1,  in)  Null  ist. 

Ueber  das  Aufsuchen  solcher  Werthe  von  X  ist  das  Folgende  zu  bemerken: 
In  die  Function  (&(X,  iu),  die,  wenn  wir  an  dieser  Stelle,  des  kürzeren  Aus- 
drucks halber,  nur  von  der  ersten  Classe  handeln,  eine  convergente  Reihe  (I.  406) 
ist,  von  der  Form 

(5(A,  iu)  =  |tt0-f  a,cos2tM-(-  a.2  cos  Aiu-\ , 

setze  man  für  das  Verhaltniss  von  o,,  a2,  etc.  zu  a0  ihre  Werthe,  die,  wie 
der  Kelteuhruch  oder  I.  406  zeigt,   bekannte  ganze  Functionen  gleichen  Grades 
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vod  Z  und  ?—-,  und  zwar  a„  :  or0  fODO  //' ""  Grade,  sind.  Setzt  man  noch  für 
ii  den  festen  Werth  u  und  nimmt  eint-  ganze  Zahl  n  gross  genug,  so  wird 
vS(/l,  iu)  durch  a0  mal  einer  ganzen  Function  //'"'  Grades  von  js  und  X~ 2  mit 
bekannten  Goefficienten  dargestellt,  wo  z  und  A  ausserdem  so  zusammenhängen, 
dass  a,  (also  angenähert  a„+\  oder  besser  a„+i:a0,  die  ganze  Function  von 
X~ 2  und  g  vom  n -J-l,e"  Grade)  Null  sein  muss.  Aus  den  beiden  Gleichungen 
M*6"  und  n-f-i*611  Grades,  die  zwischen  %  und  X~ -  besteben,  nämlich  den  Glei- 
chungen (5(Ä,  ilt)  =  0  und  an+\  =  0,  hat  man  die  Wurzeln  X  und  z  auf- 
zusuchen; für  jeden  einzelnen  Werth  von  X  werden  alle  dazu  gehörenden  Func- 
tionen (£y(X,  iu)  sich,   wenn  u  =  U  gesetzt  wird,  in  Null  verwandeln. 

In  einem  anderen  Falle  kommt  es  darauf  an,  für  ein  gegebenes  X  die 
Werthe  von  u  oder  <p  zu  finden,  für  welche  resp.  (S(A,  iu)  oder  (§(A,  cosqp) 
Null  werden.  Nachdem  man  die  Function  (5(A,  (jp)  durch  die  ersten  Glieder 
der  Reihe  ersetzt  und  dadurch  zu  einer  ganzen  Function  «Un  Grades  von  cos2qp 
gemacht  hat,  sucht  man  die  Werthe  von  cos2flp  auf,  welche  sie  zu  Null  machen. 
Diejenigen  Wurzeln,  welche  reell  und  grösser  als  1  sind,  gleich  cos2iw  gesetzt, 
geben  die  gesuchten  u,  während  diejenigen,  welche  kleiner  als  1  sind,  die  ver- 
langten cp  liefern. 

Nachdem  ich  im  I.  Bande  die  Functionen  des  elliptischen  Cylinders  ein- 
geführt und  dort  über  einige  Eigenschaften  derselben  gehandelt  habe,  werden 
diese  Functionen  hier  zum  ersten  Male  auf  derartige  Fragen  angewandt,  mit 
denen  sich  dieser  zweite  Theil  beschäftigt,  ohne  dass  das  weite  Gebiet  von 
Fragen,  welche  diese  Functionen,  die  Grenzen  der  von  Lame  selbst  eingeführten 
Functionen  E,  schon  hinlänglich  durchforscht  wäre.  Indem  ich  hier  einen 
Mechanismus  angab,  durch  welchen  man  die  Wurzeln  X  oder  cos2iu  oder  cos2qp 
aufsuchen  kann,  fehlt  zur  Vollständigkeit  noch  die  Angabe  der  Mittel,  welche 
zeigen,  wie  gross  man  w  wählen  muss  um  den  gewünschten  Grad  der  Näherung 
zu  erreichen,  oder  welche  zeigen,  dass  die  Gleichungen  zur  Ermittelung  von 
cos  2m  oder  cos2iw  wirklich  reelle  Wurzeln  haben.  Gehen  die  Produkte 
(§,(cp)Qi,(iu)  in  die  bei  dem  Falle  des  Kreiscylinders  vorkommenden  Jv (Xr) cos vlp 
über,  wo  \p  dem  cp,  logr  dem  u  entspricht,  so  findet  man,  wie  bekannt,  für 
ein  bestimmtes  X  unendlich  viel  Werthe  r,  welche  J(Xr)  zu  Null  und  eine 
endliche   Anzahl  von   Werthen  cosi^/,   welche  cosvr//  zu  Null  machen. 

Macht  man,  wie  auf  S.  194,  u2  =  H -f-  Z,  so  hat  man  in  unserem 

Falle 

wenn  das  Summenzeichen  [^  sich  auf  alle  Werthe  X  bezieht,  welche 

bewirken,  dass  die  zu  ihnen  gehörenden,  in  unendlicher  Anzahl  vor- 
kommenden Functionen  Qtv(X,  iu)  Null  werden,  und  wenn  zugleich 
die  Constanten  c  so  bestimmt  sind,  dass 

gleich  der  gegebenen  Function  tj(q,  <p)  wird.    Wir  zeigen  hier,  wie 
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diese  Bestimmung  geschieht.  Den  Ausdruck  für  Z  hierher  zu  setzen, 
würde  überflüssig  sein,  da  bereits  S.  194  gezeigt  wurde,  durch  welche 
Vertauschungen  er  aus  H  gewonnen  wird. 

Es  mögen  (§„(A,  iu)  und  (§,.(/,?>/)  zwei  Cyliuderfuuctiouen  sein, 
welche  für  u  —  u  sich  in  Null  verwandeln.  Von  den  beiden  Aggre- 
gaten 

@,(a, 9)  I- <s,a  g»)-  Crtt  9») 4j  ®-(k> <fl 
@„(a,  iu)~  e,(/, «»/)-  e,.(/,  uO-^-e^  •«), 

hat  das  erste  für  ff  =  0  und  qc  =  2tt  gleiche  Werthe ,  das  letzte 
für  m  =  u  und  u  =  —  u  den  Werth  Null.     Setzt  man 

so  folgt  hieraus,  dass 

/•2/i  /~u 

<9<jP  /    (cos  2iu  —  cos  2qp)  17  W  du 

0  — u 

Null  ist,  sobald  nicht  zugleich  A  mit  /  und  /u  mit  v  übereinstimmt. 
Sind  nämlich  A  uud  l  verschieden,  so  schliesst  man  aus  der  par- 
tiellen Differentialgleichung  (a)  dieses  Paragraphen,  dass  obiges 
Integral  initA"'— /2  multiplicirt  Null  ist;  bei  gleichem  X  und  /  zieht 
man  aus  der  Differentialgleichung  für  (5 

-^-@,(A,«jp)  +  aA2cos2<p  +  4z>)(S),(A,q[>)  =  0, 

zunächst  die  folgende 

/->n  rv 

(5^(A,  qp)(Sv(A,  <Jp)ö<JP  =  I    @„(A,  iu)Wv(k,  hi)du  =  0. 
o  — u 

Hieraus  folgt 

/27r  ru 

(^(A,  (jp)(S>.(A,  (fidyj    (5U(A,  üj)@„(A,  i?/)cos2«/öw 

o  — u 

@,,(A,  «/)(£,,  (A,  iü)duj      @„(A,  qp)@,.  (A,  qp)cos2qpdqp, 
— u  o 

d.  i.  die  zu  beweisende  Gleichung. 

Wenn  A  =  l  und  fx  =  v  wird,  so  bleibt  das  Integral,  für  welches 
in  den  übrigen  Fällen  0  als  Werth  gefunden  war,  von  0  verschieden. 
Setzt  man  den  Ausdruck 
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J     (ßy(X,  q>)ycofi2q>dq>, 


f 


den  man  aus  den  Coefficienten  a  von  (5  bildet,  gleich  27i.[V|,  und 
berücksichtigt,  dass  man  hat 

•2  i 

(&„(K<p)yd(p  =  n, 
u 
so  wird 

/27I  /MI 

&(p  I    [6(7,  qp)(5(A,  m)]2(cos2iM  —  <sos2q>)d(p  =  2utt.[v], 

U  —II 

und  man  findet  den  Coefficienten  c  in  H  schliesslich  durch  die  Glei- 
chung 

1 


Cy/L  = 


2u7i  m 

L    J     0 


y»27r  rix 

dcp  I    (cos2w—  cos2qp)^(p,  q>)fäy(l,  <jp)(S,  (Ä,  iu)du. 


§  59.  Das  Vorstehende  wird  genügen,  um  zu  zeigen,  wie  die 
Lösung  der  Aufgaben,  welche  wir  für  den  Cylinder  mit  kreisförmiger 
Üirectrix  behandelten,  sich  gestaltet,  wenn  die  Directrix  eine  Ellipse 
ist.  Es  soll  schliesslich  noch  eine  Frage,  welche  auf  ähnliche  Glei- 
chungen führt  wie  die  vorhergehenden,  berührt  werden,  nämlich 
nach  dem  Gesetze  der  Schwingungen  von  gespannten  Membranen. 
Die  bekannte  Gleichung,  auf  deren  Lösung  es  ankommt, 


_  m  \   dx>  r?M2   P 


dt2     ~       \  dx2     '     dy' 

integrirt  man  durch  particuläre  Lösungen,  von  denen  z.  B.  solche, 
welche  sich  für  t  =  0  in  Null  verwandeln,  sind 

w  =  usmtnlt, 
wenn  u  der  Gleichung 

dh\         d2u 

-Ö-T  +  -TT"  +  *  u  —  ° 
dx*     '     öl/2 

genügt.    Bei  kreisförmigen  Membranen  mit  dem  Radius  r  erhält  man 
particuläre  Lösungen  für  w  von  der  Form 

sin  mit  cos  vxp  Jv  (kr),     sin  mit  sin  **/;  Jv  (Ar), 
von  denen  jede  einzelne  einen  Schwingungszustand  darstellt,    der 
einen  bestimmten  Ton  begleitet.    Soll  w  am  Rande  der  Membrane 
mit  dem  gegebenen  Radius  r  Null  sein,   so  hat  man  in  der  ersten 
oder  zweiten  von  den   oben  angegebenen  particulären  Lösungen  X 
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so  zu  bestimmen,  dass  diese  Zahl  eine  Wurzel  der  transcendenten 
Gleichung  Jy(Xx)  =  0  ist,  was  also  auf  unendlich  viele  Arten  ge- 
schehen kann.  Nimmt  man  für  X  irgend  einen  Werth,  der  dies 
leistet  und  sind  X',  X",  etc.  die  kleineren  Werthe,  so  ist  w  nicht  nur 
auf  dem  Kreise  mit  dem  Radius  r  Null,  sondern  auch  auf  den  con- 

X'x       X"  x 
ceutrischen  mit  den   kleineren  Radien  —=— ,  — -. — ,  etc.      Z.  B.  für 

v  =  0  wird  ein  Kreis  mit  dem  Radius  r  sich  in  Ruhe  befinden,  wenn 

149 
mau  X  =  -     -  setzt;  die  concentrischen  Kreise  mit  den  Radien 
r 

TT3Tr?      TT5"r?      ÄVr5      TlVr 

werden  dann  gleichfalls  in  Ruhe  bleiben. 

Ein  zweites  System  von  Knotenlinien  erhält  man,  je  nachdem 
der  Schwingungszustand  der  ersten  oder  zweiten  Lösung  entspricht, 
nämlich  die  geraden  Linien,  auf  welchen  cos vxp  resp.  sin vxp  Null 
ist.     Endlich  würde  auch  der  Schwingungszustand 

io  =  (c  cos  vxp  4-  k  sin  vxp)  sin  mXtJ,,  (Xr) 

ein  solcher  sein,  bei  dem  das  erste  System  von  Knotenlinien,  die 
concentrischen  Kreise,  mit  dem  früheren  übereinstimmt,  während 
das  zweite  solchen  Geraden  entspricht,  auf  welchen  ccosvxp  +  ksmvxp 
Null  ist. 

Von  der  Gleichung,  welche  sich  auf  elliptische  Membranen  be- 
zieht, erhält  man  particuläre  Lösungen 

sin  mXt  (§,,  (X,  qi) (äv  (X,  iii), 

welchen  unteren  Index  v  man  auch  den  @  ertheilt,  d.  h.  für  welche 
Wurzel  z  man  auch  die  @  gebildet  hat,  und  welcher  von  den  vier 
Klassen  diese  Functionen  auch  angehören.  Wird  X  so  bestimmt, 
dass  (5(A,  iu)  Null  ist,  so  werden  sämmtliche  Zahlen  u,  welche  die 
aus  dem  festen  X  gebildete  Function  @(A,  iu)  zu  Null  machen,  ein 
System  von  Knotenlinien  geben.  Anstatt  diese  Werthe  u  direct  auf- 
zusuchen, kann  man  nach  den  trigonometrischen  Functionen  der- 
selben, nach  cosiw  auflösen.  Diejenigen  reellen  positiven  Wurzeln 
cosiu,  welche  grösser  als  1  sind  und  welche  den  Factor  ©r(A,  iu)  zu 
Null  machen,  geben  das  erste  System  von  Knotenliuien,  die  den  con- 
centrischen Kreisen  im  vorigen  Falle  entsprechen,  welche  durch 
Auflösung  der  Gleichung  Jv(Xx)  gewonnen  wurden.  Diejenigen 
Wurzeln  cosi?/,    welche  kleiner  als  1  sind,    also  einem  imaginären 

Heine,  Anwendungen  der  Kugelfuiictionen.     'i.  Aufl.  14 
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u  entsprechen  würden,  setze  man  gleich  cosqp.  Sie  machen  den 
Factor  Qt,(X,  q>)  zu  Null,  so  dass  hier,  in  dem  allgemeinen  Falle, 
beide  Arten  von  Linien  durch  Auflösung  derselben  Gleichung 
gewonnen  werden,  die  sich  iu  dem  specielleren  Falle  iu  zwei 
spaltet,  in  die  Gleichung  Jv(Xx)  =  0  und,  je  nach  der  Klasse,  in 
cosvqp  =  0  oder  sinyqp  =  0. 

Indem  die  Knotenlinien  zum  Theil  einem  constanten  u  oder  q, 
zum  Theil  einem  constanten  q>  entsprechen,  besteht  also  das  eine 
System  derselben  aus  Ellipsen,  das  andere  aus  Hyperbeln,  welche 
sämmtlich  confocal  mit  der  Ellipse  sind,  welche  die  Membrane  be- 
grenzt. 


Znsatz  zum  vierten  Kapitel. 


Ueber  Entwickelungen  nach  Cylinderfunctionen. 

(a)  In  dem  vorstehenden  Kapitel,  ebenso  wie  in  dem  2ten  und  3ten  des 
folgenden  Theiles,  treten  Entwickelungen  von  continuirlichen  Functionen  einer 
Veränderlichen  f(r)  nach  Cylinderfunctionen  erster  Art,  und  zwar  der  zweiten 
und  dritten  Ordnung,  auf.  Man  sucht  nämlich  Constante  a  so  zu  bestimmen, 
dass  man  für  alle  Werlhe  r  von  0  bis  r.  hat 


(!)•••     f(r)  =  $alJv{lr), 


die  J  mögen  Functionen  der  zweiten  oder  dritten  Ordnung  sein.  Hier  ist  v 
irgend  eine  feste  ganze  Zahl,  die  Null  eingerechnet,  und  der  Buchstabe  X,  nach 
dem  summirt  wird ,  stellt  die  sämmtlichen  verschiedenen  Wurzeln  einer  trans- 
cendenten  Gleichung  vor,  entweder  der  Gleichung  Jl,(Xx)  =  0  oder  von 

(2)  ...     XJ'v(Xx)  +  hJv(Xx)  =  0, 
wo  h  eine  positive  Constante  bezeichnet.     Diese  Wurzeln  sind  sämmtlich  reell; 
zu  jeder  positiven  gehört  eine  gleiche  negative,  so  dass  es  genügt,  in  (1)  nur 
die  positiven  Wurzeln  einzusetzen.     Der  Index  X  von  a  in  (1)  bedeutet,    dass 
diese  Constante  sich  auf  die  Wurzel  X  bezieht. 

Wir  handeln  zunächst  ausschliesslich  von  den  Functionen  J  der  zweiten 
Ordnung. 

Dass  die  Wurzeln  X  sämmtlich  reell  sind,  zeigt  sich  unten;  dass  ihre  An- 
zahl unendlich  sei,  folgt  sofort  aus  dem  Werthe,  den  Jv(ß)  für  0  =  oo  ein- 
nimmt. Man  hat  nämlich  nach  I,  247,  je  nachdem  v  gerade  oder  ungerade  ist, 
für  0  =  oo  die  erste  resp.  zweite  der  folgenden  Formeln 

iv],'ndJv(6)  =  cos0-t-sin0,     jv+1  y^Jj  Jy  (0)  =  cos  0—  sin  d. 
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Die  Untersuchungen  über  tue  Yerlheilung  der  Wurzeln  im  Endlichen  für 
jedes  v  sind  noch  so  unvollkommen,  dass  ich  üher  den  Gegenstand  hinweggehe, 
der  bisher  nur  solche  Resultate  geliefert  hat,   welche  auf  der  Hand  liegen. 

Aus  den  Tafelu,  welche  die  Werthe  von  JQ  und  Jx  enthalten*)  könnte 
man  J,  durch  die  Recursionsformel  I.  243  successive  herechnen.  Man  würde 
dann  eine  ähnliche  Gleichung  linden,  wie  die,  durch  welche  Poisson  aus  sinr 
und  cosr  die  Gyliuderform  dritter  Ordnung  \pv  darstellt  (M.  vergl.  unten  §  d); 
bequemer  findet  man  sie  durch  Anwendung  der  Keltenbrüche,  und  erhält  so 
aus  der  allgemeinen  Formel  I.  284  unmittelbar 

2ZyJXr)-rNrJ0(r)  =    "n(*+ty  (^J+2Jy+i(r), 

wenn  die  Z   und   N,    die  Näherungs- Zähler  und  Nenner   eines  Keltenbruchs, 
folgende  Reihen  vorstellen,   die  man  hei  r2v  abbricht: 

7      -1  frV|     fr-1)^-2)     (    r*    V 


etc., 


0-2)(v-3)<>-4)   /     r«     Y, 
V2.4.6/  i~ 


f>  +  l>f>  — 1)         \  2.4.6 

N   =1        V~i      r*  (y-2)(»-3)  r4 

v+1     2.4   +         (v  +  l)v       '    2.4.4.6        elC" 

(b)    Während  der  folgenden  Rechnung  setze  man  f(r)  stall  Jv{r).    Dann 
genügt  f  nach  I.  236  der  Gleichung 

Hier  setze  man  ar  für  r  und  erhält 
Hieraus  entsteht 


/Xf -.«0«-)«*.)*  =/>(j,)^-(,Jgö.).t. 

o  o 

Eine  zweimalige  Integration  durch  Theile  verwandelt  die  rechte  Seite  in 

0 

wo  das  letzte  Integral  mit 

fX^-V>')aar)f(Xr)dr 
o 
vertauscht  werden  kann.     So  erhält  man 

(V-a2)fXf(ar)f(Xr)rdr  =  x[af'(ax)fßx)-lf'ßx)f(av)]. 


*)  Bessel  hat  solche  Tafeln  berechnet,  Hansen  sie  erweitert;  man  findet  sie 
auch  in  einem  Aufsätze  von  Herrn  Schlümilch,  im  2.  Bde  seines  Journals  und  in 
den  Studien  etc.  des  Herrn  Lommel.     M.  vergl.  die  Angaben  I.  189. 

14* 
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Es  sei  erstens  X  eine  Wurzel  der  Gleichung  J,  (Xx)  —  /"(Ar)  =  0;  dann 
verwandelt  sich  die  rechte  Seite  in 

-xXf'ßx)f(ax). 
Ist  et  eine  andere  Wurzel  derselhen  Gleichung,  so  wird  dieser  Ausdruck  Null,  also 

/  f(ctr)f(Xr)rdr  =  0. 
o 
Ist  aher  et  =  X,  so  wird 

f\f(Xr)Yrdr 
o 
der  wahre  VVerth  von  $,  nämlich  von 

d.  i.  gleich 

Diese  Gleichung  kann  man  noch  durch  I.  243,  (a)  transformiren;    ist  nämlich 
Jv(0)  —  0,  so  wird  J'y(ß)  =  — Jv+\(ft)  und  man  hat  den  Satz:   Das  Integral 


/ 


Jy(ar)Jv(Xr)rdr 


ist  0,  wenn  et  und  X  verschiedene  Wurzeln  der  Gleichung  Jv(Xx)  =  0  sind. 
Wird  aher  et  =  X,  so  ist  das  Integral 

=  i[rJ„+1(Ar)]-'. 

Aus  dem  ersten  Theil  des  Satzes  folgt,  dass  die  Wurzeln  X  sämmtlich  reell 
sind.  Wäre  nämlich  X  eine  complexe  Wurzel,  so  nimmt  man  für  a  die  con- 
jugirte  an.  Dann  würde  rJy(ar)Jr(Xr)  positiv,  also  das  Integral  hiervon, 
nach  r  zwischen  0  und  r  genommen,  positiv  sein,  und  nicht  gleich  Null,  wie 
es  nach  dem  ohigen  Satze  sein  sollte. 

In  ähnlicher  Art  findet  man,  wenn  X  zweitens  eine  Wurzel  von  (2) 
vorstellt, 

Per     \*/j  \   a  est  \  af'(ar)  +  Ä/'(ar) 

/    t{ar)f(Xr)rdr  =  xf(Xx)  ,2 — 2  —    1 

J  A  —  et" 

0 

also  0,    wenn  et  eine  von  X  verschiedene  Wurzel  von  (2)   hedeutet,  woraus 

wiederum  folgt,  dass  sämmtliche  Wurzeln  X  reell  sein  müssen.    Ist  aher  et  =  X, 

so  sucht  man  den  wahren  Werth  von  $-  auf.    Die  Differentialgleichung,  welcher 

f  genügt,  zeigt,  dass  man  hat 

XrfiXr)  +  f>(lr)  +  (Xr  -  -£)  f(Xr)  =  ü ; 

eliminirt  mau  heim  Aufsuchen  jenes  wahren  Werthes  ("(Xr)  vermittelst  dieser 
Gleichung,   und  f'(Xx)  durch  (2),  so   entsteht  schliesslich 


/ 


[Jy(Xr)Yrdr  =    (V+ffi'     V\MW 


(c)    Vermittelst   dieser  Gleichungen  kann  man  die  Coefficienten  a   in  (1) 
unter  der  Voraussetzung  bestimmen,   dass  die  Function  /'  sich   in  eine  derartige 
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Reihe  eutwiekelu  lasse,  die  im  gleichen  Grade  convergirt.    Man  findet  nämlich 

(3)  ...     ai  =  ^fXf(r)Jv(Xr)rdr, 
o 
wo  man,  je  nachdem  X  eine  Wurzel  der  Gleichung  Jv(Xx)  =  0   oder  von  (2) 
ist,   die   erste  oder  zweite  von  den   (Weichlingen  zu   nehmen  hat 

b  =  ftxJv+1ßxy}\    b  =  a'  +  ffi~yi  [^W]". 

Zum  Abschlüsse  wiederhole  ich  hier,  dass,  wie  hereils  S.  201  gesagt  wurde, 
in  einer  Arbeit*)  „Einige  Anwendungen  der  Residuenrechnung  von  Cauchy" 
sich  allgemeine  Untersuchungen  über  die  Entwickelung  einer  continuirlichen 
Function  nach  Functionen  finden,  welche  u.  a.  die  Gylinderlüncliouen  und  die 
Kreisfunclionen  als  specielle  Falle  unter  sich  enthalten.     Aus  denselben  folgt: 

Wenn  für  eine  gegebene  continuirliche  Function  /'(r)  die  Reihe  (1),  in 
welche  man  für  die  a  die  Ausdrücke  (3)  einsetzt,  in  gleichem  Grade  von  r  =  0 
bis  r  =  r  convergirt,   so  stellt  sie  auch  f(r)  in  diesem   Intervalle  dar. 

Z.  R.  hat   man ,     wenn  et  eine  Conslaute  bezeichnet  und   man  J  statt  Jy 
setzt,  als  Entwickelung  von  J(ar)  nach  den  Functionen  «/(Ar) 
J(ar)  2  g        X         «/(Ar) 


X   O  «*_, 


J(«r)   "     r  ^  «2-A2    J'{lx)  ' 

wo  X  eine  Wurzel  der  Gleichung  «/(Ar)  =  0  ist;  «/'(Ar)  lässt  sich  mit  — Jv+i(Xx) 
vertauschen.     Ferner  hat  man 

J(or)  „a  V  JQr) 


-*S 


oJ'(or)  +  ÄJ(ar)  ""      ^  (a2-A2)[v2-(/l2+A2)r2]     ./(Ar)  ' 

wenn  X  der  Gleichung  (2)  genügt. 

(rf)  Ein  ähnliches  Verhalten  zeigen  die  Cylinderfunctionen  dritter  Ordnung 
\pr  (/•)  (S.  I.  240).  Es  wird  sich  auch  hier  um  Entwickelungen  nach  Functionen 
ipy(Xr')  handeln,  wo  die  X  Wurzeln  der  Gleichung  tpv(Xx)  =  0  oder  der  wie 
(2)  gebildeten  unten  folgenden  Gleich.  (4)  sind.  Dass  solche  Wurzeln  in  un- 
endlicher Anzahl  vorkommen,  zeigt  man  ebenso,  wie  das  ähnliche  Verhalten  für 
die  Wurzeln  unter  (a)  nachgewiesen  wurde,  nämlich  indem  man  für  unendlich 
grosse  6,  je  nachdem  v  gerade  oder  ungerade  ist,  die  erste  oder  zweite  Glei- 
chung erhält 

•n     2sint9  ,„         ,      ,x    ..   2cos0 

«M0)  =  (-O"— 0— ,   v>v(ß)  =  (-«)v+1— q — 

Man  beweist  dies  auch  I.  241,  woraus  mau  zunächst  erhält 

-iv-x0\pv(z)  =. J  PW(z)ei6Hddz; 
—l 
eine   Integration  durch   Theile  verwandelt  die  rechte  Seite  in  die  Summe   von 
e»/K»>(i)VeH»>M(—  1), 

*)    Borchardt,  J.  f.  M.  Bd.  89,  S.  19—39.    Man  füge  dort  in  (1)  recht,  den 
fehlenden  Factor hinzu,  setze  in  (4*)  — £*(«)  für  J(«r),  in  (5)  i!'r+10x)  statt 
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und  einem  Integrale,  welches  vernachlässigt  wird,  da  es  mit  0  multiplicirt  noch 
endlich  bleibt.  Hiermit  ist  der  Beweis  der  obigen  für  0  =  x>  geltenden  Aus- 
drücke von   tp(0)  geliefert. 

Die  Functionen  \py  lassen  sich  aus  \fj0  und  ipt ,  oder  besser,  wenn  man 
den  in  (14,  a),  I.  240   vorkommenden   Factor 

3.  5. 7... (2v  +  1) 
mit 

vertauscht,   ,m> 

2sin/-  .  N 

Vo(0  =  — TT— '    V-i('0  =  cosr> 

durch  eine  Gleichung 


smr 


^C0Sr  =    2.1.3...(2v  +  l)   ^+l(/0 


/• 

zusammensetzen,  die  ebenso  wie  die  entsprechende  im  §  a  aus  I.  284  unmittelbar 

folgt,  und  die  Poisson  im  wesentlichen  gegeben*)  hat  (Vergl.  I.  83).     Hier 

bedeuten  Z  und  JV  folgende  Reihen,  die  man  hei  r2,/  abbricht: 

v              r"           ,   0-1)0-2)                    r4 
7     \ . L  i cS L . etc 

Lv  ~  1       l.(2»  +  l)^  1.2  1.3.(2*  +  l)(2v— 1) 

v— 1  r2  ,   0-2)(^-3)  r* 

AT     i . L  ^ L± i.  . . _ etc 

"  ~"  1        3.(2»+l)^  1.2  3.5.(2* +  l)(2v-l) 

(e)    Aus  der  Diirerentialgleichung  von  lpv(r)  oder  kürzer  lp(r) 
dr*^(r)  +[ff,_y(y  +  1)]y(r)  =  0 

findet  man, 

[«i//(Ar)t/''(ar)— ^(ar)v'(Ar)] 


/ 


xp(ar)\p(Xr)r2dr  =  t 


V—a* 

o 

Ist  erstens  X  eine  Wurzel   der  Gleichung   \p,,(Xx)  =  0,    so    verwandelt 
sich  die  rechte  Seite  in 

Xx'~tp(ax)\fj'(Xx) 


a2-T 
verschwindet   also,  wenn   a   eine   von    X   verschiedene   Wurzel    der   Gleichung 
lü(ax)  =  0  ist.     Setzt  man  aber  a  =  X,  so  giebt  der  vorstehende  Ausdruck 

Hieraus  erhält  man  z.  B. 

\}jv{ar)   _      2_  n       X  tyvßr) 

ipy(ctx)   '      X  ^  A2— aa   ipy+1(Xx) 
Ist  zweitens  X  eine  Wurzel  der  Gleichung 

(4)  .  .  .     Xip'v(Xx)-\-hxp„(Xx)  =  0, 


*)    Theorie  mathematique  de  In  chaleur,  Paris,   1835,  No.  82,  S.  161. 
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so  wird  ferner 

/x    ,     v,n  N  ,,           ,  a\p'(ax)-\-h\p(ctx)         ,.  . 

xp(ar)tfj(b')r-dr  =  ra  y  v  A»-a»  'VW, 
o 

also  0,  wenn  man  für  a  eine  von  A  verscliieclene  Wurzel  von  (4)  setzt,  aber 

für  X  =  X. 

Mit  Hülfe  des  erwähnten  allgemeinen  Satzes  erhält  man  das  Resultat: 
Die  Reihe 


in  der  man  setzt 


ax  =  \-fXf{r)xpv{lry2dr, 


o 
und  durch  b  den  ersten  oder  zweiten  von  den  Werthen  bezeichnet 

b  =  ir3[i//,+1(Ar)]2, 

je  nachdem  A  die  positiven  Wurzeln  der  Gleichung  ipv(Xx)  =  0  oder  von  (4) 
vorstellt,  ist  gleich  der  continuirlichen  Function  f(r),  zwischen  r  =  0  und 
r  =  X,  sobald  die  Reihe  in  gleichem  Grade  von  r  =  Ö  bis  x  convergirt. 

Die  Realität  der  Wurzeln  wird  hier  ebenso  wie  im  vorigen  Falle,  der 
sich  auf  die  J  bezog,  bewiesen. 

(/")  Aehnliches  lässt  sich  von  Reihen  sagen,  die  im  2.  Kapitel  des  III.  Theiles 
vorkommen  werden,  die  nach  Sinus  oder  Cosinus  von  A- fachen  Bogen  r  ge- 
ordnet sind  (wenn  r  zwischen  0  und  r  liegt),  wo  X  aus  Constanten  h  und  r 
durch  die  erste  resp.  zweite  von  den  Gleichungen 

h  tang  Xx  —  —  X,     X  taug  Xx  =  h 
bestimmt  wird.     Setzt  man 

.  2fV+A-3) 

xX2+h(l  +  xh)  ' 
so  werden  die  Reihen  resp. 


j^  b  sin  Xr  I   f(r)  sin  Ar  dr, 

o 

[^  b  cos  Xr  I   f(r)  cos  fxr  dr, 


o 
wenn  sie  in  gleichem  Grade  convergiren,  gleich  f(r)  sein,  vorausgesetzt,  dass 
die  Function  f(f)  von  r  =  0  bis  r  =  X  continuirlich  bleibt. 

(#)    Wir  schliessen  mit  der  Angabe  des    allgemeinen  Resultates,  welches 
in  der  erwähnten  Abhandlung  abgeleitet  wurde. 

Es  handelt   sich,    wie  in  den   vorhergehenden  drei  Fällen,    um   die  Ent- 
wicklung einer  von  r  =  0  bis  r  =  x  continuirlichen  Function  f(r). 
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Wie  bisher  die  Entwickelung  nach  Functionen  Jt.(ar),  ip,(ar),  sin  ar 
oder  cos  crr  erfolgte,  sosoll  sie  allgemeiner  nach  gegebenen  Functionen  6(a,  r) 
geschehen. 

Bisher  durchlief  a  die  Werthe  X  der  Wurzeln  einer  transcemleulen  Glei- 
chung  J,.(lx)  =  0  oder  xpv(Xx)  =  0,  oder  von 

W,(lx)  +  hJy(lt)  =  0, 
oder    einer    ähnlichen.     Jetzt  soll    «    allgemein    die    Wurzel    einer   Gleichung 
ra(Ä)  —  0  durchlaufen,  wo  ra'(a)  mit  ro(a)  nicht  zugleich  0,  auch  nicht   im 
Endlichen  unendlich  wird. 

Die  0   sollen   folgende  Eigenschaften   besitzen: 

a)   Ks  soll 

0(z,  r)dz 


fi 


(z  —  a)ra(^)  ' 

nach  8  auf  einem  Kreise  mit  unendlichem  Radius  integrirt,  0  werden.  Geschieht 
dieses,  so  lässt  sich  0(a,r)  in  eine  nach  Functionen  0(1,  r)  fortschreitende 
Reihe  entwickeln.  Diese  Reihe,  speciell  für  die  Entwickelung  von  Jy(ai'}. 
findet   man   im  §  c,  für  \py(w)  im   §  d.      Für  sin  ar,  wenn  man 

cj(a)  =  acosar-f-Äsinar 
setzt,  ist  sie 

sinar         ,CI  ,        A  yV+r2 


>S± 


sin  Ar, 


ra(a)  "  "^-J-  A2-a-  (/*-'+  A2)r  +  /* 
wo  das  Zeichen  +  so  zu  versleben  ist,  dass  das  Glied  der  Reihe  mit  dem 
kleinsten  X  das  positive  Vorzeichen  erhält  und  die  Glieder  abwechselnde  Zeichen 
besitzen. 

/>)    Die    nach    den   0(X,  r)    fortschreitende   Reibe    für    0(a,  r)    soll    in 
gleichem  Grade  convergiren,   wie  das  in  den  drei  speciellen  Fällen  zutrifit. 

c)    Ks   soll    eine    endliche    Function  g    von   r   existiren    —    in   den    drei 
speciellen  Fällen  ist  sie  resp.  r,  r2,   1   —  so  dass 


fV0(X,r)0(!ii,r)gdr 


Null   ist,    wenn  [x  eine  von  X  verschiedene  Wurzel    der  Gleichung   m(a)  =  0 
bezeichnet,   nicht  Null   ist  für  fx  ==  X. 
rf)    Das   Integral 


j  0(<*>r)%(r)gdr 


soll  niclii   für  alle  Werthe,   die  man   a  erlbeilt,  Null  sein  können,    ohne  dass 
die   Function  x(')  Null    ist. 

Sind  diese  Bedingungen  erfüllt,   und  convergirt  die  Reibe 

fX((r)0(l,r)<jdr 

$o(\,ry- 

/  (0(l,x)Yi,dr 

o 
in  gleichem  Grade,  so  ist  sie  zugleich  die  Entwickelung  von  f(r)  nach  den  Func- 

i  innen   0(1,  /•). 
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Fünftes  Kapitel. 

Der    Kegel. 

§  60.     Der  Scheitel  eines  Rotationskegels  wird  zum  Anfangs- 
punkt rechtwinkliger  Coordinaten  x,  y,  z  gewählt,  und  die  Rotations- 
axe  sei  die  Axe  der  X.     Man  führe  Polarcoordinaten  ein  und  setze 
x  =  rcosö,  a  —  scosjy, 

y  =  rsin0cost/>,     b  =  ssinjycosw, 
z  =  rsinösini//,      c  =  *  sin??  sin  to, 
logr  =  q,     logs  —  o,     xp  — 10  =  q>, 
r^O,  0<C  6  <Ln,  — n<C\p<in;     s  >0,  0  <  >?  <.  n,  — n<L  w  <.n. 
Dann  ist  0  der  Winkel,  welchen  der  Radiusvector  ;*  vom  Scheitel- 
punkte nach  dem  Punkte  [x,  y,  z]  mit  derjenigen  Richtung  der  Ro- 
tationsaxe  (der  positiven)  bildet,  welche   mit  der  positiven  X-Axe 
übereinstimmt. 

Die  Aufgaben,  zu  deren  Lösung  das  Material  hier  zusammen- 
gestellt wird,  beziehen  sich  auf  das  Potential  zunächst  in  einem 
Räume,  welcher  durch  den  Mantel  eines  (halben)  Rotationskegels 
begrenzt  wird.  Bezeichnet  00  eine  Constante  zwischen  0  und  \n, 
so  ist  die  Gleichung  eines  solchen  Mantels  0  =  0O.  Durch  die 
Festsetzung,  dass  0O  ein  spitzer  Winkel  sein  soll,  ist  zugleich  die 
positive  Richtung  der  X-Axe  bestimmt;  die  Unbestimmtheit  im  Grenz- 
falle 0O  =  \n  ist  unerheblich. 

Es  handelt  sich  dann  erstens  um  die  Bestimmung  des  Potentials 
V  in  einem  der  beiden  Räume  0  7^  00,  welches  sich  auf  eine  Masse 
mit  gegebener  Dichtigkeit  k  bezieht,  die  im  Räume  resp.  0  <  0O 
vertheilt  ist,  zweitens  um  das  Potential  v  einer  Flächenbelegung 
des  Mantels  0  —  0O  in  den  beiden  Räumen  0<0O  und  0>0O. 
Aehnliche  Aufgaben  können  auch  für  die  drei  und  mehr  Räume 
behandelt  werden,  in  welche  der  ganze  Raum  durch  zwei  oder 
mehr  Flächen  0  =  0O ,  0  =  0l ,  etc.  zerschnitten  wird.  Der  Bogen 
0X ,  der  (s.  o.)  unter  n  zu  nehmen  ist,  kann  dann  selbstverständlich 
nicht  immer  unter  \n  gewählt  werden,  wie  es  für  0O  freistand. 
Wir  setzen  fest,  dass  0O  <  01  <in  sei,  während  noch  immer 
0O  <  \n  bleibt.  Ist  Masse  mit  der  Dichtigkeit  k  in  dem  Räume 
0O  <C  0  <  0,  vorhanden,  so  kann  man  das  Potential  V  in  den  beiden 
Räumen  0  <  0  <  0O,  0,  <  0  <  n  auffinden;  ferner  ist  das  Flächen- 
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Potential  v  auf  den  beiden  Mantelflächen  0  =  0O  und  6  =  Bl  ge- 
geben, so  lässt  es  sich  in  den  drei  Räumen  6<.0O,  ß0  <  0  <  0n 
0,  <  0  <  n  ermitteln. 

Siud  t]  und  0  zwei  Werthe  der  Coordinaten  0,  welche  Punkten 
angehören,  die  in  demselben  oder  in  verschiedenen  von  den  beiden 
oder  von  den  drei  getrennten  Räumen  liegen,  so  kann  man  immer 
die  positive  Richtung  der  Axe  der  X  so  bestimmen,  dass  nicht 
beide  Bogen  tj  und  0  zugleich,  sondern  höchstens  einer  von  ihnen 
grösser  als  %n  wird.  Dies  wird  mit  Rücksicht  auf  das  unten  fol- 
gende Additionstheorem  (25)  bemerkt. 

Die  Gleichung  dv  =  0  verwandelt  sich  nach  Einführung  der 
Polarcoordinaten  in  die  I.  303  für  T  gefundene,  auch  hier,  im  zweiten 
Bande,  bereits  auf  S.  81  vorgekommene 


d2(rv) 


d 
60 


("»•&)+ 


dr2       '    sin0    60  V"*"' '  dO  J  '   sin20    di//2 
Führt  man  q  =  logr  statt  r  ein,  so  entsteht  aus  ihr 


d2v        dv 


+ 


dv 


dQ*    '    6q     ' 
Diese   Gleichung; 


d2v 


=  0. 


=  0. 


werden  wie  bei  den  Untersuchungen  über  die  Kugel 


dO2    '        °     60    '    sin20    dip2 
kann    hier    nicht   auf  dieselbe  Art    integrirt 

Dort  hatte 

man  nämlich  Lösungen  aufzufinden,  welche  zugleich  mit  ihren  ersten 
Differentialquotienten  nach  0  und  xp,  aber  nicht  nach  r,  im  ganzen 
Räume  zwischen  zwei  Kugeln,  von  denen  eine  event.  den  Radius  0 
oder  oc  besitzt,  continuirlich  bleiben,  während  hier,  ausser  der 
Continuität  der  Function  selbst  noch  die  der  Differentialquotienten 
nach  r  und  xp,  nicht  nach  0,  in  zusammenhängenden  Räumen  ge- 
fordert wird. 

Wir  suchen  zunächst  eine  geeignete  Entwickelung  von  T,  der 
reciproken  Entfernung  von  Punkten  [x,  y,  z]  und  [a,  b,  c],  oder  von 
Punkten  (r,  0,  xp)  und  (s,  tj,  to)  auf.     Man  hat 

T  — _  _.  e-i(?+ö)  _  


yV2—  2rscosy  +  * 
Der  Satz  von  Fourier  giebt*) 


)/2[cosi(o  —  ff)  —  cosy] 


T  = 


)  I     cos h(q— ff) d/u,/ 


cos  a/uda 


i 


cosoa— cosy 


*)  M.  vergl.  I.  300 — 301.  Dort  wurde  bereits  kurz  über  die  Kegelfunctionen 
gehandelt ,  welche  in  diesem  Kapitel  ihre  Anwendung  rinden ;  ebendaselbst  *ind  die 
Arbeiten  citirt,  in  welchen  Herr  Mehler  diese  Functionen  einführte. 
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Bedeutet  x  irgend  eine  Zahl,  so  setzen  wir 

(23)  . . .  Ä<"(*)  =  ^ms^i'rj^"' , 

71  ^       y  cos  ai-\-x 

wo  die  Quadratwurzeln  positiv  zu  nehmen  sind.  Die  Constante, 
welche  das  Integral  multiplicirt,  ist  nach  der  Bestimmung  des  Herrn 
Mehl  er  so  gewählt  worden,  dass  man  hat  ^(0)=!;  unendlich 
wird  das  Integral  nur  für  x  =  —  1. 

Unter  der  Kegelfunction  T(x)  werde  ich  das  arithme- 
tische Mittel  aus  ^(x  +  O.i)  und  ^(x  —  O.i)  verstehen*);  im 
allgemeinen  ist  daher  fä" (x)  =  f"(a;),  und  nur  dann  unterscheidet 
sich  f  von  Ä  (und  damit  ändert  die  hier  gegebene  Definition  der 
Kugelfunction  die  ursprüngliche  in  einem  Falle  ab),  wenn  x  eine 
negative  reelle  Zahl  und  zugleich  absolut  grösser  als  1  ist. 

Nach  der  Festsetzung  unter  (23)  wird,  wenn  man  einen  Buch- 
staben ü£  einführt,  erhalten 

yr.s 

(24) . . .  r=  /*Wft-«ir'  r(_  cmyW, 

J  C0SU7TI 

0  r 

Ehe  wir  zu  weiteren  Umformungen  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichung  übergehen,  handeln  wir  über  die  verschiedenen  Aus- 
drücke der  Kegelfunction  durch  ein  Integral,  betrachten 
aber  nur  den  Fall  eines  reellen  x. 

1)  Wenn  x  positiv  ist  und 

ä)  x  >  1 ,  so  setze  man  x  =  cos  0i  und  verstehe  unter  0  die 
positive  Zahl.  Dann  lässt  sich  H(cos0i)  oder,  was  dasselbe  ist, 
^(cosÖ)  durch  folgende  Integrale  darstellen 

n    „„,       „..  .  /"*        cos  au  da  f°        cosawrfa 

— =v  (cos 6i)  =  cos (tni  /  =  I       . 

\2  ^        ycosm-f-cos0i      ^       ycosOi  —  cosai 

.  f™        sin  au  da 
=  icotg^ni/ 

«■£       ycosai  — cosfli 

Diese  von  Herrn  Mehl  er  gefundeneu  Ausdrücke  beweise  ich  im 


*)  Herr  Mehler  bemerkt  in  seinem  Osterprogramm  (Elbing  1870),  dass  die 
Kegelfunction  ebenso  wie  beim  Kegel  sich  auch  beim  Rotationshyperboloid  ver- 
wenden lässt. 
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89.  Bande  von  Borchardt's  Journal*)  durch  die  Methoden  von 
Cauchy.     Aus  je  einer  von  den  Gleichungen 

sin/uzdz 


/        GOB  fizdz  __  P 

]/cosöi  —  cos;/'  -^    } 


=  0, 
ßOS0t  —  coszi 

in  denen  die  Integration  nach  der  complexen  Zahl  %  über  das 
innere  Ufer  eines  Rechtecks  erfolgt,  welches  die  vier  Punkte 

A  =  —  oo,     B  =  oo,     C  =  x-\-7ii,    D  =  —  -so  —  m 

zu  Eckpunkten  hat  (wo  unter  oo  das  auf  reellem  Wege  Wachsende 
zu  verstehen  ist),  ergiebt  sich  nämlich  fast  ohne  Rechnung,  dase 
in  der  obigen  viergliedrigen  Gleichung  für  !  das  erste  Integral 
gleich  dem  zweiten,  resp.  dass  es  gleich  dem  dritten  sei. 

Jedes  der  obigen  beiden  Integrale  nach  z  setzt  sich  nämlich  aus  vier  Inte- 
gralen zusammen,  die  successive  aber  die  Wege  AB,  BC,  CD,  DA  zu  nehmen 
sind.  Die  Integrale  über  BC  und  DA  sind  Null,  da  der  Zahler  der  Function 
cosjuz  resp.  sinjuz  und  der  Integrationsweg  endlich,  der  Neuner,  d.  i.  die  Qua- 
dratwurzel, unendlich  wird.  Daher  ist  jedes  der  Integrale  über  DC  gleich  dem 
Integrale  derselben  Function  über  den  inneren  Rand  von  AB.  Man  beachte 
dass  im  ganzen  Innern  von  ABCD  niemals  cosdi — coszi  negativ  und  reell 
wird;  der  reelle  Theil  der  Quadratwurzel  hieraus  wechselt  daher  nicht  das 
Zeichen,  sondern  bleib!  positiv,  wenn  wir  ihn  für  einen  Werth  von  z  positiv 
nehmen. 

Der  Weg  DC  umfassl  die  Punkte  z  =  x-\-ni,  wo  x  von  — x>  Im--  -\: 
wächst;   dabei    sind   die   beiden  Integrale  nach  z  auf  dem    Wege  DA  resp. 

/  cos uxdx  .  f         cos//. nl.r 

— ===== ==r  ,       SlU(.mi/  — , 

\/co$Öi-{-  cosxi  «^_  r      }/cos0e-|-cosa;i 

d.  i.   nach   (23)  resp. 

7i}2  f"  (cosOi},     n  }/2  langem«  F"(cos0t). 

Wir  kommen  zu  der  Integration  auf  dem  innern  Rande  von  AB,  so  dass, 
wenn  e  eine  unendlich  kleine  positive  Grösse  bezeichnet,  z  die  Gerade  z  =  x  -f  ei 
zu  durchlaufen  hat,  wo  x  von  — oo  bis  oo  wächst.  Wir  haben  die  Quadrat- 
wurzel im  Nenner  der  zu  integrirenden  Function  auf  diesem  Wege  zu  verfolgen, 
auf  dem   wir  noch  die  Dunkle  — 0 -\- ni  und  0  -f-  ni  in's  Auge  fassen  müsseu. 

Man  hat 

cosOi  —  coszi  =  (costö —  cos/.r.cos«)  —  e  sin  tx  sine. 
Der  reelle  Theil  dieses  Ausdrucks  ist  negativ  von  x  =  — oo  bis  x  =  — 6,  lernet 
von  6  bis  oo;  er  ist  positiv  von  x  =  — 0  bis  x  =  0.  Der  imaginäre  Theil 
ist  positiv  für  negative  x,  negativ  für  positive  x.  Ist  q  eine  beliebige,  p  eiue 
positive  Zahl,  so  werden  die  mit  positivem  reellen  Theile  genommenen  Wurzeln 
aus  — q-j  pi  bekanntlich  durch  folgende  Gleichungen  gegeben 


*)    Einige  Anwendungen  der  Residuenrechnung  von  Cauchy  S.  23 — 27. 
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Bei  uns  wird  p  unendlich  klein,  also,  je  nachdem  q  positiv  oder  negativ  i<t, 
der  reelle  oder  imaginäre  Theil  der  rechten  Seile  unendlich  klein  und  man 
findet,  dass 

ycosöi  —  cossst 
auf  dem  inneren  Ufer  von  AB  ist 

i^cosxi — cosdi     von     #  —  — oc     bis     x  =  — 0, 


]Uosdi —  cosxi       ,,       x  =  — 6        ,,      x  =  0, 
— i}/ cosxi —  cosöi       ,,       x  =  0  ,,      x  =  öo. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,    dass,  wenn  man  nach  z  über  den  Weg  AB  inte- 
grirt,  sei 

/cos  fiz  dz  /'"       cos  fix  dx 

y'cos  di  —  cos  zi       J_e     y  cos  di  —  cos  xi 

J  Vcns.T».  — 


/-, 


s\n  uz  dz  _  iy- f  siu  uxdx 


f^cos  di  —  cos  zi  J0        j/cossri  —  cos  (H 

Hierdurch   ist  die  viergliedrige  Gleichung  für  i(cosOi)  bewiesen. 

6)  Wenn  aber  x  <  1  ist  und  man  x  =  cosO,  0  <  0  <  \n  setzt, 

so  wird 

n    «u,       „N  .  /*"       cos  au  da  f°      cos  am  dor 

—  r  (cosö)  =  casum  /  —  I  = 


}  2  *^       y'cosai+cosö       *^      |/cosa  — cos# 

=  0, 


Mau  erkennt  dies  aus  der  Gleichung 

cosuzidz 


A 


^cosz  —  cosö 

in  welcher  die  Integration  auf  dem  inneren  Ufer  eines  Rechtecks 
erfolgt,  welches  die  vier  Punkte 

A  =  —  n,     B  —  n,     C  =  n-{-oc.i,     D  =  —  n -\-  ?c.i 
zu  Eckpunkten  hat. 

Man  findet  nämlich,  wenn  man  wie  oben   verfährt,   dass  das  Integral  über 
CD  Null  wird,   weil  die  zu  integrirende  Function  verschwindet;   ferner  dass 

]/cos  Z  —  COS0 
auf  dem  inneren  Ufer  von  BC  ist,  für  z  =  n-\-yi: 

—  i  y cos yi -f-  cos 0     von      «/ =  0     bis     y  =  oc; 
auf  dem  inneren  Ufer  von  AD  ist,  für  %  =  — n-\-yi: 


i]  cdsiü-j-cosö      von      y  =  0      bis     y  =  ^o; 
auf  dem  inneren  Ufer  von  AB  ist,  für  z  =  x: 


i^cosO —  cosa?     von     x  =  — n     bis     x  =  —  0, 

|  'cos  X  —  COSÖ  ,,  X  =    —  ö         ,,  X  —  0, 

—  t  y'cos  0  —  cosa;       ,,       x  =■  0  ,,       x  =  n. 
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Setzt  num  diese  Ausdrücke  in  das  Integra]  nach   ;  ein,    so    erhält   man  sofort 
den  angegebenen  Ausdruck   von  f(cosÖ). 

2)  Wenn  x  negativ  reell  ist  und 

a)  x  =  —  cos  0t,   (1.  h.  x  negativ   und   grösser  als   1,  so   wird 
nach  (23) 

&"(-cos0e+CU) 
i/2  .[  f°  cos  an  da  /""        cos  a/n  da 

— ■  COS  tt 


("   rd  cos apida  rr 

L*^     Ycosai— cos(di±Q.i)     ^       } 


n  L~      ycosat— cos(c/tj:U.e;     ~        ycosm  — cosa«  J 

In  dem  eisten  Integrale  hat  man  die  Wurzel  aus  einem  Ausdruck 
—  p  +  O.i  zu  ziehen,  wo  p  positiv  ist;  diese,  wenn  man  den  unend- 
lich kleinen  reellen  Theil  positiv  nimmt  und  dann  zur  Grenze  über- 
geht, verwandelt  sich  (s.  o.)  in  +iip.  Demnach  lässt  sich  das 
erste  Integral  nach  der  viergliedrigen  Formel  unter  1,  a)  durch 
f(cosöi)  ausdrücken,  so  dass  man  erhält 

$*(—  eos0i±O.t) 

i%  .  /*"        cosa^da  .fU 

==-r — cosfj.ni  /  -\-icosfjmi  (cos vi). 

n  Je        ycosm  — cosöi 

Nimmt  man  das  arithmetische  Mittel  aus  den  beiden  vorstehenden 
Werthen,  so  erhält  man  schliesslich  die  Gleichung 

]/2  .  f*        cos  <x[A  da 


v2  /* 

fu)(— cos  6i)  =  - — cos  rtfxi  / 

71  J 


]/cosai  —  cosQi 

b)  Setzt  man  für  x  eine  negative  Zahl,  die  kleiner  als  1  ist, 
also  x  =  cosß,  wo  man  \n  <  6  <  n  zu  nehmen  hat,  so  ist  f  =  Ä 
und  \{x)  wird  in  diesem  Falle  durch  die  rechte  Seite  von  (23) 
ausgedrückt;  auch  die  Gleichung  unter  1,  b)  bleibt  in  diesem  Falle 
gültig. 

Wir  finden  also  u.  a.  das  Resultat:    Die  Kegelfunction 

i{fi\x)  lässt  sich  für  alleWerthe  von  x,  mit  Ausnahme  der 
Werthe  x  =  —  cosiO,  durch  das  Integral 

]/2  .  /*"     cos  a(,i  da 


\^\x)  =  l^La^fxnif 


n  J       }fcosai-\-x 

darstellen. 

Durch  die  Substitution  a  =  \ogz  nimmt  dies  die  Form  an 


f»  =   C°^ni  f 


z^-idz 
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Versteht  man  unter  0  eine  positive  Zahl,  so  ist  ferner 

]/2  .  f°        cos  ap  da 


f"(—  cosöi)  =  —  ~-  cos/iini  I 


^cosai— cosöi 

Anmerkung.  Die  Werthe  von  f(/t/)  für  ein  unendliches  /.i  er- 
hält man  durch  die  im  I.  Bande  angegebenen  Methoden.  So  findet 
man  als  angenäherten  Werth  erstens  von  f" (cos fr) 


t/9./ 


0  rlrr 

e 


7r]/2"£  l^cos«  — cosö 

und  nach  der  Substitution  a  =  0  —  ß 


et*0     f° 
7= I     e~ 


,ß.       *ß 


Y2-/  ]/2sin(0-££)sini/? 

Man  macht  (xß  =  x,  wodurch  die  Grenzen  von  x  Null  und  fiO 
werden,  überzeugt  sich  aber  leicht  davon,  dass  es  genügt,  wenn 
man  nur  bis  d]^i  integrirt.  Das  Integral  unterscheidet  sich  dann 
nur  um  einen  von  1  unendlich  wenig  verschiedenen  Factor  von 


i     r 

— /     erß 

sin  ßiS 


-%dx  = 


in 


|//usinö^  ]/^sinÖ 

so  dass  man  mit  Herrn  Meli ler  findet 

f'CcoVö)-  -7==,      fc  =  oc> 

Um  zweitens  den  angenäherten  Werth  von  f  (cosöi)  zu  er- 
halten, gehe  man  von  der  Formel  aus 

*/«/       a-\       ^2    f'°       cos  a^u  da 
r  (cos  Oi)  = / 

n  Jü      ycosfri  — cosai 
]/2    /'°  cosö/ucosftu-f-sinfyisinßu 


=  -!?-/ 


ycos  öi  —  cos(0  —  ß)i 
Setzt  man  statt  des  Nenners  das  Produkt 


£?< 


ß 


y/ß    '    costfi  —  cos(Ö  —  ß)i   ' 
und  bemerkt,  dass  der  zweite  Factor  für  ß  =  0  in 

1  \l~r~ 
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übergeht,  so  giebt  der  4.  Satz  I.  62—63  sofort 

\  (.in        \e0  —  e~° 
Bebandelt  man  drittens  das  Integral  für  F(—  cos<9i)  auf  gleiche 
Art,  und  bemerkt,  dass  es  genügt,  das  Integral  bis  zu  einem  end- 
lichen Werth,  nicht  bis  oo  zu  nehmen,  so  erhält  man 


V(- 


.,..        2cosuni    cos(ud  4- ±n) 
cosfn)  =  - 


fj.  =  30. 


\(.L7i  ]/eö  —  e~d 

Aus  den  verschiedenen  Formen  für  f  findet  man,  mit  Herrn 
Mehler,  wenn  0  unendlich  gross  und  fi  endlich  ist,  ohne  Schwie- 
rigkeit 

tll,       n.s  2ie~*°  ~  /'"' sin ua da    ,     .       „  fn  cos ua da 

t  (cos^O  =  — -. ^    cosmö  /         ,  ^         -f  smuOI        ;JH 

7rtang(jW7rO  L  J        i/e«  _  \  J        i'ß« j  J 

und  wenn  /.i  unendlich  gross  aber  0  unendlich  klein,  doch  so  be- 
schaffen ist,  dass  /uO  ein  endlicher  positiver  Werth  x  wird 

ix 

§  61.  Wenn  die  Kegelfunctionen  auf  diese  Art  definirt  sind, 
so  findet  man,  ähnlich  wie  bei  den  Kugelfunctionen  (I,  (52)),  ein 
Additionstheorem  für  die  Kegelfunctionen.  Hier  beschränke  ich  mich 
darauf,  es  in  dem  Falle  anzugeben,  dass  die  beiden  Argumente  x 
und  y,  auf  die  es  sich  bezieht,  zugleich  grösser  oder  zugleich  kleiner 
als  1  sind.  Es  wird  das  Additionstheorem  für  die  Kegel- 
functionen durch  die  Gleichungen  ausgedrückt: 

(25)  ...     z,  =  xy—jxT- 

(4yJ 


r  (cos -^)  ==/(*> 


V(*)  =  2JB'- 


iVF 


1}V~  lcosqp, 
"ly'cosvp  dvtu(x)dvr(y) 


(V+  l)(V+9). . .  (V+  (2"-l)9)  dx"  dy 
Hier  kann  man  für  beide  Buchstaben  x  und  y  positive 
Zahlen  setzen,  oder  für  einen  eine  positive,  für  den  an- 
deren eine  negative  Zahl.  Ist  nämlich  entweder  x>y>\ 
oder  x  <  y  <;  1,  so  kann  man  x  auch  einen  negativen  Werth 
ertheilen.  Die  Quadratwurzeln  ]/.x*—  1  und  }/y2  —  1  erhalten 
das  Zeichen  von  x  resp.  y. 

Für  den  Fall,  dass  x  und  y  positiv  und  grösser  als  1  sind,  bat 
Herr  Mehlor  diese  Gleichungen  im  wesentlichen  angegeben.  Er 
findet  nämlich  durch  eine  Methode,  welche  allerdings  eine  unmittel- 
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bare  Uebertragung  auf  andere  Fälle  nicht  zulässt,  für  KH(z)  in 
diesem  Falle,  d.  i.  also  zugleich  für  £"(«),  wenn  wieder  x  =  cosiO 
und  y  =  cosijy  gesetzt  wird,  die  Formel 

t'"(V)  =  2£'  ArB,,  cos  v<p, 
wo  man  unter  A  folgende  Function  von  x  zu  verstehen  hat 

1    fn 

Ay  =  — /     (cosdi-\-izmOiQ,os(p)-z+t"CQSvq)d(p 

0 

,/2      n(v-\-tä)     ,    .  .  .»     /•<»,     ..         ..    . 

=  r  ^ '  J7(»-i) JTC-i-^O (-|smtg)~y    (cos0i-cosat)"-*cospada. 

Man  erhält  hieraus  By  durch  Vertauschung  von  0  und  a?  mit  ^  und 
#.,  und  von  /u  mit  —  ju. 

Um  den  Beweis  der  Gleichungen  (25)  vorzubereiten,  zeigen 
wir,  dass  die  Kegelfunctionen  nichts  anderes  sind  alsKugel- 
functionen,  deren  oberer  Index  n  imaginär  ist.  Hierdurch 
ist  der  Gang  unserer  ferneren  Untersuchungen  vorgezeichnet,  und 
man  hat  nur  geringe  Modifikationen  der  früheren  Entwickelungen 
zu  erwarten. 

Definirt  man  für  positive  x,  wie  I,  (5),  die  Function  erster 
Art  P  durch 

7t  P"  (x)  =  I    (x  -f-  cos  qp .  ]/a?2—  1)B  dq>, 
o 
wo  rechts  auch  n  mit  —  n  —  1  vertauscht  werden  darf*),  und  Q  wie 
I.  161  (25,  c)  durch  ein  Glied  der  Doppelgleichung 

/°°  du  /"»o  

„■T-  =  /    (a;  —  cos  iv .  lAr 2  —  1)"  dv, 

doch  so,  dass  im  Querschnitt  (für  ein  #,  welches  kleiner  als  1  ist) 
Qn(x)  das  arithmetische  Mittel  aus  Qn(x-\-0.i)  und  Qn(x  —  O.i)  be- 
deutet, so  erhält  man,  wenn  x  eine  positive  Zahl  bezeichnet, 
die  beiden  Gleichungen 

(26)  . . .     tu(x)  =  p-i+^(x)  =  iPr4"/rt(aj), 

t'X-x)  =  cos^*  [Q~i+/"(x) + (r*~"'c*)]. 

Die  erste  von  ihnen  hat  Herr  Mehler  gefunden. 

*)  Unter  einer  n1«'  Potenz  von  z  hat  man  hier  die  (eindeutige)  Ilauptjiotenz 
zu  verstehen.  Hauptpotenz  zn,  wenn  z  nicht  eine  negative  reelle  Zahl  bedeutet,  ist 
die  Exponentialreihe  für  i;nUrA:,  wenn  man  dem  natürlichen  Logarithmus  logc  einen 
imaginären  Theil  giebt,  welcher  zwischen    — ni  und   ai  liegt. 

II. •ine.   Anwendungen  der  Kugelfanctionen.    2   Ami  15 
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Anmerkung.  Wie  allgemein  P^+f"  mit  P~*~"'  zusammen- 
hängt, zeigt  die  erste  Gleichung  auf  I.  207. 

§  62.  Zu  diesen  Beziehungen  zwischen  f,  P  und  Q  gelangt 
man,  wenn  man  davon  ausgeht,  dass  T  derselben  Gleichung  wie 
v,  also 

üt  =  [2(cosi(p  —  ff)  —  cosy)]-* 
der  folgenden 

6>2£       t92£    ,      ..  Ä3S   ,      1      d2£  ■ 

öp'!         dö2  °     60        snrö   öi/r 

genügt.  Multiplicirt  man  dieselbe  mit  cosn(Q  —  o)dQ  und  integrirt 
von  —  oo  bis  oc,  so  folgt  unmittelbar,  dass  das  Integral,  also  nach 
(23),  dass  ÄM(cosy)  ein  Integral  von 

(27) ...    **■+  coige §±^ö^-(S+m  =  o 

sei.  Hier  treten  die  in  y  vorkommenden  Bogen  rj  und  w  als  (kon- 
stante auf;  setzt  man  tj  =  0,  so  verwandelt  sich  y  in  0  und  man 
findet,  dass  Ä"(cos0)  ein  Integral  von 

(27,  a)  . . .     J^  +  cotgö  -^-  -0*8+i)»  -  0 

ist,  gleichgültig,  ob  ö  einen  reellen  oder  imaginären  Bogen  be- 
zeichnet. Setzt  man  n  —  0  statt  0,  so  ändert  sich  die  Gleichung 
nicht;  da  ferner  Ä(cos0)  für  0  =  0  endlich  bleibt,  während 
äcos(tt  —  6)  für  6  =  0  unendlich  wird,  so  sind  $"(cosö)  und 
Ä'"(—  cos#)  zwei  verschiedene  Integrale  von  (27,  a). 

Setzt  man  —  ^-f-jui  =  n  oder  —%  —  /xi  =  n,  so  geht  (27,  a)  in 
(6)  auf  I.  49  und  (27)  in  I,  (51),  die  Gleichungen  der  Kugelfunc- 
tionen  von  cosö  resp.  cosy  über,  und  die  Kegelfunctionen  sind 
daher  in  der  That  nichts  anderes  als  Kugelfuuctionen  mit  imagi- 
närem oberen  Index  n  =  —  i+/"*.  Das  Additionstheorem  für  die 
Kegelfunctionen  erster  Art  lässt  sich  also,  indem  man  durch  die 
Differentiation  von  f(a?)  nach  x  Zugeordnete  bildet  (welche  für 
endliche  x  endlich  bleiben,  wenn  nicht  x  =  —  1  gesetzt  wird), 
genau  auf  dieselbe  Art  ableiten  wie  dies  für  die  Kegelfunctionen 
auf  der  Seite  312  im  ersten  Bande  geschah;  nur  die  Bestimmung 
der  dort  auftretenden  Constanten  a  würde  eine  besondere  Betrach- 
tung erfordern. 
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Wir  beweisen  nun  die  Gleichungen  (26),  und  zwar  erstens 
die  erste  derselben;  hier  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 
a)  Es  sei  x  =  coseö  und  0  reell  und  positiv. 
Diesen  Fall  behandelt  Herr  Mehler,  indem  er  in  das  Integral 

p» (ar)  =  —  f'\x  +  cosq).  ]Ar2—  l)n dep 

0 

für  cp  eine  neue  Veränderliche  a  durch  die  Gleichung 
x-\-  \x2 — l.cosqp  =  cosiö  — isiniöcosqp  =  ea 
einführt,  so   dass  a,  während  cp  von  0  bis  n  wächst,   von  6  bis 
—  6  abnimmt.     Man  findet  also 

71  \%  _ö    yco&Oi—  cosai 

d.  i.  nach  §  60,  1,  a)  gleich  SW(x)  und  endlich  gleich  !"(#). 

Anmerkung.  Indem  man  dieselbe  Transformation  in  dem 
Ausdrucke  auf  der  rechten  Seite  von  (35,  f)  in  I.  215  anbringt, 
erhält  man  das  dritte  Glied  der  Gleichung  des  Herrn  Mehl  er  für 
Av  im  §  61. 

6)  Es  sei  x  =  cos0,  0  <  6  <  \n. 

Setzt  man  cos0  —  isinöcosqp  =  z,  so  hat  man,  um  das  Integral 
für  P  nach  q>  von  0  bis  n  zu  nehmen,  nach  z  über  die  Gerade  zu 
integriren,  welche  die  Punkte  a  =  cos0  —  isinö  und  6  =  co$0-\-ismd 
verbindet.     Diese  ist  parallel  der  Axe  des  Imaginären.    Es  wird 
1  dz         1  dz 

(p"    sinösinqp      i       '  i     j/i„ 2scos0+s2  ' 
wo  die  Wurzel  positiv  zu  nehmen  ist;  Null  wird  sie  nur  an  den 
Endpunkten  a  und  b.     Das  Integral,  welches  gleich  7rP"(cosö)  ist, 

wird  also 

.  r  zndz 

~  ~^%J  i/T-22eös^-f a2  ' 

wenn  das  Integral  über  die  Gerade  ab  genommen  ist.  Dafür  kann 
man  die  Integration  auch  über  den  ganzen  Bogen  des  Einheits- 
kreises (des  Kreises  um  den  Anfangspunkt  mit  dem  Radius  1), 
welcher  a  und  b  verbindet,  ausführen.  Denn  die  zu  integrirende 
Function  verschwindet  nicht  in  dem  Innern  des  Kreisabschnittes 
zwischen  der  Sehne  ab  und  dem  Bogen  ab,  verschwindet  nur  in 
den    beiden  Punkten    des  Randes    a,  b.     Auch   bleibt  zn   im  Ab- 

15* 
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schnitte  continuirlich  und  eindeutig,  da  s  dort  nicht  negativ  reell 
wird.  Setzt  man  dann  2  =  eai,  so  durchläuft  :•  den  Bogen,  wenn 
a  von  —  0  bis  0  wächst.     Daher  wird 

r^W>)  =  -L.  r,  e'°"da    -• 

7ry2ii.y   ycosa— cos# 

Nach  §  GO  unter  1,  6)  ist  die  rechte  Seite  f  (cos0),  und  dadurch 
der  Beweis  von  der  ersten  der  Gleichungen  (26)  geliefert. 

Zweitens  beweisen  wir  die  Gleichungen  (26),  welche  sich  auf 
Q  beziehen. 

a)   Es  sei  x  =  cosöi,  und  6  reell  und  positi  . 

Durch  die  Substitution 


x-\-comi.  |/<r2—  1  =  ea 
entsteht  aus  der  ersten  Gleichung  für  Q  im  §  Gl 


i^.cr^'Ccostfi)  =y 


\  cos  ai  —  cos  1 

Nach  §  60  unter  1,  a)  zieht  man  hieraus 
2 


T 


cos  /LiniQ  i+fJi(eos0t) 


|/2  .  f*        cos  a,uda  ...  .  *u/       Äu 

=  — — coBfj.ni/     —  -j-isin^7ri.r  (cosAs). 

^  ~         J^cosai—  cosC/i 

Vertauscht  man  hier  (x  mit  —  (1,  wodurch  f"(cos0i)  sich  (S.  219) 
nicht  ändert,  und  addirt  die  so  entstehende  Gleichung  zu  der  vor- 
stehenden, so  ergiebt  sich  (26).  —  Endlich  ist  der  Beweis  derselben 
Gleichung  zu  führen 

&)  wenn  x  =  cosö,  0  <  0  <  \n. 

Da  das  Argument  x  hier  im  Querschnitt  liegt,  also  Q(x)  das 

arithmetische  Mittel  aus  Q(x-±0.i)  ist,   so  setze  man,  um    beide 

Fälle   gleichzeitig  zu   behandeln,   je   eines  der  beiden  Paare  von 

Gleichungen 

cos#+isin0cosrä  =  ea,     a  =  p+qi- 

Während  u  von  0  bis  oc  wächst,  wächst  p  von  0  bis  cc  ohne  je 
abzunehmen,  und  q  von  0  asymptotisch  zu  \n.     Man  hat  daher 

(costf  +  isiuöcosiw)  a~*"'d«  =  +  /    •    „  •    •       *„  • 

u 

Das  Quadrat  des  Nenners  auf  der  Rechten  ist  identisch  2(cosai-  cosö), 
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der  Nenner  selbst  das  Produkt  der  positiven  Grösse 

—  isinö  sin  «Me— ** 
mit  i(cos^</+»sin^7).    Derselbe  hat  also  auf  dem  Integratiouswege, 
je  nachdem   die   oberen   oder  unteren  Zeichen   genommen  werden, 
das  positive   oder  negative  Zeichen,   so   dass  in   beiden  Fällen  die 
rechte  Seite  der  obigen  Gleichung 

co+ini  e~afJ'da 


f 


-f  ^(cosai  —  cos0) 

als  Nenner  einen  Ausdruck  mit  positivem  reellen  Theile  besitzt. 
Als  Integrationsweg  kann  statt  der  vorgeschriebenen,  von  4  Oi  aus- 
gehenden und  nach  <x-\-\jti  geführten  Curve  eine  andere  diese 
beiden  Punkte  verbindende  gewählt  werden,  die  in  dem  Recht- 
ecke bleibt,  welches  zu  Eckpunkten  hat 

Wir  wählen,  um  die  Punkte  +i0  nicht  zu  umschliessen  und  die 
Linien  auszuschließen,  welche  in  der  Entfernung  \n  der  Axe  des 
Reellen  parallel  laufen,  als  Weg  das  innere  Ufer  der  drei  Geraden 
von  +0i  nach  0,  von  0  nach  oc,  von  oo  bis  oo+^ni.  Da  ferner 
das  Integral  nach  a,  von  oc  bis  oc  +  ±m,  Null  ist,  so  kann  man 
statt  des  ursprünglich  vorgeschriebenen  Weges  von  a  den  gerad- 
linigen von  +0  zu  0  und  darauf  von  0  nach  oo  nehmen.  Man 
erhält  dadurch 

(cos  0  +  i  sin  0  cos  iu)  *  ^  du 


I 


e-w'1  da  Z"0  e-a'ui  da 


/±oi  e-^da  Z*00 

l/2(cosai-cos0)      J      i% 


!(cos  ai  —  cos  ff) 

Bildet  man  nun  das  arithmetische  Mittel  der  beiden  Integrale  auf 
der  Linken,  führt  auch  im  ersten  Integral  ai  statt  a  als  Veränder- 
liche ein,  so  entsteht 


Q 


+»Y      ff\-     f"  e~af,id<* f'°        sinajMtrfg 

J       )/2  (cos  ai— cos  0)      J      ^(coso  —  cos0) 


Aendert  man  schliesslich  (.i  in  —  fi  um  und  addirt  die  entstehende 
Gleichung  zur  obigen,  so  erhält  man 

w-^<(c„sö)+wr'-'W)  =  r^^Hr,  • 

J       \  2(cosa«  —  cos0; 
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und  dies  ist  die  zu  beweisende  Gleichung  aus  (26),  da  das  Integral 
auf  der  Rechten,  nach  §  60,  S.  222,  gleich  ist 

£ ^-f"(-cos0). 

Aus  den  Functionen  !(»)  kann  man,  ähnlich  wie  aus  den 
Kugelfunctionon,  vte  Zugeordnete  bilden,  indem  man  sie  v  mal  nach 
x  differentiirt  und  mit  der  vtm  Potenz  von  \fx'—  1  multiplicirt. 
Diese  Zugeordneten  bleiben,  ebenso  wie  jene  Differentialquotienten, 
ausser  für  x  ==  —  1  endlich.  Man  bildet  diese  Differentialquotienten 
sofort,  wenn  x  positiv  ist,  indem  man  den  Ausdruck  von  t"(x) 

|/2  .  Px     cos  a/.t  da 


)/2  .  r 

COSWTTl/         — ; 

n  J        \ 

o         * 


'^cosai-j-^ 

v  mal  unter  dem  Integral  differentiirt.  Ist  aber  x  negativ,  so  kommt 
man  durch  das  so  eben  gewonnene  Resultat  zum  Ziele,  nach  wel- 
chem !(—  x)  (im  wesentlichen)  mit  der  Function  Q(x),  also  die 
zugeordnete  Kegelfunction  mit  dem  Ausdruck  von  Q?  auf  I.  224 


/    (x  —  cosiv.^x2—  lycosivvdv 


übereinstimmt. 

Den  Ausdruck  solcher  Zugeordneten  durch  hypergeometrische 
Reihen  findet  man  im  §  64. 

§  63.    Bedeutet  z,  wie  in  (25),  den  Ausdruck 
2  =  xy  —  }/x2—  1  )'y2  —  1  cosgp, 
so  ist  die  Function  T{z)  selbst,  und  mit  ihren  Differentialquotienten 
nach  g>,  (s.  d.  Schluss  des  §  62)  endlich  und  continuirlich  nach  q>, 
wenn    z  für    keinen  Werth    von    q>   zwischen    —  n   und  rt  gleich 
—  1  wird. 

Es  seien,  bis  die  Bestimmung  (in  diesem  Paragraphen  unten) 
wieder  aufgehoben  wird,  x  und  y  positive  reelle  und  ungleiche 
Zahlen,  entweder  beide  grösser  als  1  oder  beide  kleiner  als  1.  In 
dem  ersten  Falle  bleibt  z  offenbar  für  jeden  Werth  von  g>  positiv. 
Im  letzteren  Falle,  setzt  man  #=:cos0,  y  =  cosr],  und  nimmt  6 
und  tj  zwischen  0  und  \n,  so  bleibt  z  für  alle  Wert  he  von  q>  zwi- 
schen —  n  und  n  positiv. 

Da  \(z)  und  die  Differentialquotienten  von  \  nach  <jp  auch 
periodisch  nach  q>  sind,  so  lassen  sie  sich  nach  dem  Zusätze  zu 
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Dirichlet's  Satz  über  die  Elitwickelung  von  Functionen  in  trigo- 
nometrische Reihen,  der  sich  auf  die  Entwickelllug;  periodischer 
contmuirlicher  Functionen  bezieht,  (und,  aus  einer  früheren  Arbeit 
im  Borchardt'schen  Journal,  I.  56  wiederholt  wurde),  in  gleich- 
massig  convergente  Reihen  entwickeln,  woraus  man  beweisen 
kann,  dass  man  den  Difterentialquotient  von  t(z)  erhält,  indem 
man  die  Summe  der  Differentialquotienten  aller  Glieder  der  trigono- 
metrischen Reihe  für  f(s)  bildet. 

Setzt  man  rp—to  für  q>  und  cosö  und  cos?;  für  x  und  y,  so 
wird  V(&)  der  Gleich.  (27)  genügen.  Entwickelt  man  ferner  f" ' (z) 
in  die  trigonometrische  Reihe 

CO 

f"(X)  =  J£,'m,.cosi'(v>-  w), 
so  wird  uv  eine  Function  von  x  und  y,  welche  offenbar  derselben 
Gleichung  genügt,  wie  die  Zugeordneten  Pl(x)  und  Ql(x)  in  Bezug 
auf  x,   oder  wie  K(jj)  und  Q"(y)  in  Bezug  auf  y,  wenn  man  nur 
n  =  —  ^-f-/ta  setzt,  nämlich  der  Gleichung 

w ...  a-^-^-[S+i+j^]*  =  o. 

Da  i"(x)  und  !"(—  x)  zwei  Lösungen  derselben  für  v  =  0  sind, 
so  ist  aus  den  Untersuchungen  des  ersten  Bandes  klar,  dass  die 
Lösungen  von  (a)  für  ein  beliebiges  ganzzahliges  v  Zugeordnete  sind 

("•-«"t^m.  (.^-vtr^-n-äi. 

Aehnliches  lässt  sich  über  die  Art  sagen ,  auf  welche  y  iu  uv 
eingeht. 

Für  T(x)  und  V(—x)  setzen  wir  nunmehr  ihre  Werthe  aus 
(26),  drücken  die  ersteren  also  durch  P  und  die  letzteren  durch  Q 
aus.  Man  benutzt  nun  die  für  die  Zugeordneten  gefundenen  Formeln 
aus  I.  204  und  206 


py(x)  = > —  T19    /     (*  +  cos<pi V  — 1)  cosvqprfqp 


~  d  ~     Ü2n        ]  X      l        dx*      ' 

so  wie  die  aus  I.  224,  I.  160  und  (e)  in  I.  227  (in  Bezug  auf  die 
Ableitung  der  letzteren  vergl.  m.  die  1.  Anmerkung  zum  laufenden 
Paragraphen) 
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<?"(*)  =    >/'/,,//!  ./   '(*-  r"S"  •,''"       ^T^Bivüdt 

//(2/<  |  l).cosm     .   ,         </'  C>  (') 
2  fT»JI(n  +  »)     '  '  rfx"      ' 

Man  setze  diese  Werthe  zuerst  in  das  Additionstheorem  [,(52) 
für  die  Kugelfunctionen  erster  Art  P  ein  und  giebt  dort  a"  die 
Form 

,.,_     2    .    n(n-$n(n-$ 

v      '   n         J7(w-f  v)7/(//-v) 

Dasselbe  bleibt  noch  für  »=  —  i-f-^i,  wenigstens  wenn  ss  positiv 
ist,  gültig,  da  die  Ableitung  desselben  durch  die  zweite  Methode 
I,  §  76  in  diesem  Falle  noch  gestattet  ist.  Vergl.  2.  Anni.  zum 
laufenden  Paragraphen.  (Man  sieht  aus  derselben,  dass  vorläufig, 
wenn  x  und  y  kleiner  als  1  sind,  /;  und  0  unter  \n  genommen 
werden  mussten.)    So  entsteht  die  Gleichung 

_      »,  [4 ]/ä^l  VF11!]" cosyy  d^P-^'Qr)  dyP-l+f"(y) 

=  *-*   (4iua+l)(4iu5!49)».(4iu2+(2i'-l)3)  "      Äc"  dy» 

Eine  zweite  Gleichung  erhält  man  für  die  Kugelfunction  zweiter 
Art  aus  der  vorstehenden,  wenn  man  in  ihr  gleichzeitig  P(z)  und 
P(x)  mit  Q(z)  und  Q(x)  vertauscht,  vorausgesetzt,  dass  x  der  Be- 
dingung genügt  (m.  vergl.  die  I.  334  gegebenen  notwendigen  Be- 
dingungen) 

/Wü±i<MA±i. 

x  —  1  y  —  1 

Es  muss  also  für  solche  x  und  y ,  die  grösser  als  1  sind ,  x  >  y, 
für  solche,  die  kleiner  als  1  sind,  x  <  </,  also  (#  =  cos#,  */  =  cosi?) 
der  Bogen  r\  kleiner  als  0  sein. 

Benutzt  man  nun  die  erste  der  Gleich.  (2G),  so  ist  die  vor- 
stehende Formel  selbst  das  Additionstheorem  (25),  aber  nur  für 
positive  x  und  y.  Die  zweite,  Q  enthaltende  Formel  liefert  die  Er- 
gänzung, wenn  man  sie  zu  der  addirt,  welche  aus  ihr  durch  Ver- 
tauschung von  (.1  mit  —  (x  entsteht.  Multiplicirt  mau  nämlich  die 
Summe  noch  mit  cos(.mi  und  dividirt  durch  n,  so  verwaudelt  sich 
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n;uh  (26)  die  linke  Seite  iii 


f"  (-  »)  =  f"(-  xy  +  [Ar3-  1  Vy»- 1  eo89>), 
während  die  rechte  Seite,   abgesehen   von  den   numerischen  Con- 
stanten,  welche  mau    aus  (25)  entnimmt,    als   Factor    von    cosvtp 
enthält 

^Yx      ny       LJ         dx*  dy" 

Versteht  mau  jetzt  unter  y  noch  immer  eine  positive,  unter  x 
aber  eine  positive  oder  negative  Grösse  und  giebt  \fx9—  1  das 
Zeichen  von  x,  so  hat  man  das  Additionstheorem  (25)  mit 
den  im  §  61  angegebenen  näheren  Bestimmungen  bewiesen, 
—  vorläufig  freilieb,  in  dem  Falle  dass  x  und  y  kleiner  als  1  sind, 
noch  mit  der  Beschränkung  für  y,  dass  cosy  positiv  sei.  So  lange 
x]  und  0  unter  \n  liegen,  ist  diese  von  selbst  erfüllt. 

Von  diesen  Beschränkungen  lässt  die  Formel  sich  jedoch  be- 
freien; man  wird  auch  bemerken,  dass  im  Falle  x  <  1,  y  <  1,  eine 
der  beiden  Formeln  genügen  würde,  indem  man  durch  die  folgenden 
Betrachtungen  aus  ihr  auch  die  zweite  gewinnen  kann.  Es  ist  näm- 
lich sowohl  J(cosy)  als  der  Differentialquotient  dieser  Function  nach 
rt  oder  0  eine  continuirliche  periodische  Function  von  q>,  so  dass 
man  nicht  nur  wie  am  Anfang  dieses  Paragraphen  setzen  kann 

(6)  ...     f  (cosy)  =  2uy  cos^qp, 
sondern  auch,  wenn  t  eine  Function  von  rj  und  0  bezeichnet, 

-äß-fw(cosy)  =  2tycosvcp. 

Die  letzte  Reihe  muss  ebenso  wie  die  erste  in  gleichem  Grade  con- 
vergiren;  ihr  Integral  nach  6  wird  also  genommen  indem  man  sie 
gliedweise  integrirt.  Hieraus  folgt,  dass  (6)  nach  q>,  r\  oder  0  da- 
durch differentiirt  werden  kann,  dass  man  die  Reihe  auf  der  Rechten 
gliedweise  differentiirt.     M.  vergl.  die  Bemerk,  auf  S.  231. 

Da  f(cosy)  und  der  Differentialquotient  dieser  Function  nach 
rj  oder  6  offenbar  continuirlich  bleiben,  indem  bei  uns  cosy  nicht 
—1  werden  kann,  so  bleiben  auch  u  und  die  Differentialquotienten 
von  u  continuirlich. 

Wir  bezeichnen  hier,  wo  es  sich  um  Werthe  von  x  handelt, 
die  kleiner  als  1  sind,  nicht  ganz  analog  der  Bezeichnung  bei  deu 
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ktigelfunctionen,  mit  ff,  der  Zugeordneten,  den  Ausdruck 


t"(x)  —  c  yl—x 


f  dyF(x) 

tls> 


wo  ^l  — a?2  das  Zeichen  von  x  erhält,  und  c  eine  hier  gleichgültige 
Constaute  vorstellt.  Man  beachte,  dass  l"(x),  wenn  x  vom  Positiven 
zum  Negativen  übergeht,  sich  bei  x  =  0  nicht  in  f"(—  a>),  sondern 
in  cos  vn  t"  (—x)  continuirlich  ändert.  Es  seien  ferner  a,  b,  g,  h  Con- 
stante.  Dann  wird  u,  weil  es  der  Differentialgleichung  (a)  genügt, 
von  der  Form  sein 

uy  =  [o^(cosö)  +  6^C-cosö)][^(cosi7)  +  «£(-cosi?)]. 
Setzt  man  tj  =  0,  so  würde  uv  unendlich,  also  f(cosy)  nicht  con- 
tinuirlich sein,  wenn  nicht  h  gleich  0  wäre.  Der  Ausdruck  uy  muss 
aber  im  ganzen  Verlauf  dieselben  Costanten  g  und  h  behalten,  weil 
n  und  sein  Differentialquotient  nach  rj  continuirlich  bleiben.  Folg- 
lich wird  h  =  0  bleiben  für  alle  tj.  von  0  bis  an  \n.  Ebenso  be- 
weist man,  dass  b  Null  ist,  dass  also 

uv  =  a<?f"(cosi7)f"(cos0) 

für  alle  rj  und  d  sei,  die  in  Frage  kommen.  Wählt  man  17  und  0 
so,  dass  cosy  für  alle  cp  positiv  bleibt,  so  kennt  man  bereits  die  Con- 
stante  ag;  dieselbe  hat  man  also  für  alle  tj  und  0  unter  \n  fest- 
zuhalten. 

Hätte  man  aber  den  zweiten  Fall  des  Additionssatzes  zu  be- 
handeln, also  t]  <  6  <.  \n  zu  nehmen  und 

f"(— cosy)  =  f"(—  cos »?  cos  0  —  sin^sinöcosgp) 

darzustellen,  so  würde  man,  um  die  Constanten  in  uv  zu  bestimmen, 
zuerst  7]  =  0  setzen.  Hierdurch  zeigt  sich,  dass  h  Null  ist,  und  man 
erhält 

T  (—  cos  6  cos 9  —  sin  0  sin  i]  cos  cp) 

=  2giü  (cos  rj)  [af  £(cos  0)  +  ßl"  (-cos  0)]  cos  vcp. 

Nun  lasse  man  0  wachsen,  von  einem  Werth  über  tj  bis  %n,  uud 
dann  darüber  hinaus  bis  n  —  t,,  wo  tj  <  £  <  \n.  Da  weder  +  cos  0 
noch  —  cosy  durch  —1  geht,  so  bleibt  Alles  auf  beiden  Seiten  con- 
tinuirlich und  man  erhält,  wenn  man  noch  cp  in  n  —  cp  umwandelt 

f "  (cos  tj  cos  £  +  sin  *]  sin  t  cos  cp) 
=  2gt"  (GQfH])[at"  (—  cos£)  -f  ßt"  (cos£)]eosvcp. 
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Diese  Formel  muss  mit  der  früheren  übereinstimmen;  man  hat  daher 
a  =  0  und  y  gleich  der  früheren  Constanten  ag  zu  setzen.  Setzt 
mau  dies  ein,  so  findet  man  in  der  That 

ff  (—  cosy)  =  Sagt" (c,n»rf)lr  (—  cos0)cosv<jp. 

1.  Anmerkung.  Bei  dem  Beweise  I.  §.  53,  dass  Ql  sich  durch 
das  bekannte  Integral  darstellen  lasse,  war  S.  227  ausdrücklich  vor- 
ausgesetzt worden,  dass  n  einen  positiven  reellen  Theil  besitze.  Dies 
ist  hier  nicht  der  Fall.  Der  Umstand  aber,  dass  dieser  reelle  Theil 
ein  negativer  echter  Bruch,  hier  —  £  ist,  erlaubt  es,  die  Formel 
auch  im  vorliegenden  Falle  anzuwenden.  Wir  müssen  dazu  das  Be- 
weisverfahren,  welches  I.  225 — 228  angewandt  wurde,  dem  vor- 
liegenden Falle  entsprechend  abändern  und  zwar  den  Beweis  von 
(6)  in  I.  226  modificiren. 

Das  dort  S.  225  behandelte  Integral  wv  giebt  offenbar,  wenn 
der  Buchstabe  x,  wie  bei  uns,  in  der  oberen  Grenze  des  Integrals 
vorkommt,  statt  der  dortigen  Gleichung  (a)  eine  solche,  die  man 
aus  ihr  erhält,  wenn  man  die  erste  Zeile  derselben  unverändert 
lässt,  ihre  zweite  Zeile  aber  durch 

(-iy  A(x'<-i)-^v+1) 

ersetzt,  wo  A  folgende  Bedeutung  hat 

A  =  ra   sin(y-fl)qp  —  $mvq>     =-  -f  cosvgd.vV— 1  ~^~\ 

l  \>x2  —  1  ox  J 

„f  f  .  ix'  —  1     deosop  \        rsinva)  "1 

=  r"   cosvan  sin  od ; ?—?—  ) y     , 

L  ^  smqp  dx     /        i/x2  —  1  -I 

wo  <p  den  Werth  dieser  Veränderlichen  an  der  oberen  Grenze  be- 
zeichnet. Ist  diese  nicht  die  Grösse,  für  welche  r  verschwindet,  son- 
dern nur  derselben  sehr  nahe,  nämlich  durch 

COS  OD  =  €-\ , 

T  \fx2-l 

gegeben,  wo  e  eine  unendlich  kleine  Constante  bezeichnet,  so  wird 
der  Faktor  von  cosvqp  gleich 

sinop  -f  -7-3 — 7c-^ 

^        (x-— -l)sin<jp 

und  daher 


+]  xcosvq)-\-}/x''  —  lcos(v-\-l)(p 
(x2  —  l)sinop 


236  Potential.  §63,27. 

Da  in  unserem  Falle  a-fl  =  i  +  A*<  ist,  so  verschwindet  also  .4  für 
£  =  0  mit  r  und  die  Gleich.  (6)  auf  S.  226  ist  bewiesen.  Der  übrige 
Theil  des  Beweises  bleibt  anverändert. 

2.  Anmerkung.  Die  Berechtigung  zur  Anwendung  der  Substitutionen, 
deren  man  sich  beim  Beweise  des  Additionstheorems  für  die  P  und  Q  bediente 
(I.  319  resp.  335  unter  6),  bedarf  auch  in  dem  vorliegenden  Falle  eines  com- 
plexen  n  keiner  weiteren  Untersuchung,  wenn  die  positiven  Zahlen  x  und  i/, 
dort  x  und  .rr  grösser  als  1  sind.  Die  EntWickelungen  auf  S.  319  bedürfen 
aber  einer  Ergänzung,  wenn  die  positiven  Zahlen  x  und  xx  kleiner  als  1  sind, 
indem  dann  eine  imaginäre  Substitution  auftritt,  welche  für  ganzzahlige  n  un- 
bedenklich  war. 

Setzt  man  dort 

x  =  cosO,     xt  =  cosC,     0  <C  0  <  ä  n;     0  <L  £  <.  \ns 
so  fragt  es  sich,   welchen  Weg  %  durchläuft,    während   ^  auf  reellem  Wege  von 
0    bis  n   wächst.      Man    hat    nach    I.  39  zwischen  j£    und    rj ,    wenn    man    das 
Imaginäre  aus  dem   Nenner  durch   Multiplikation   fortschafft,   die  Beziehungen 

cos?;  —  iahiri  cos  0 

Q'X     =     - 

l-j-sinösinjy 

Setzl  man  ^  =  —  a  -\-  bi,  so  wird  a  mit  rj  von  0  bis  n  wachsen,  und  c~~ h 
wird   der  Modulus  der  rechten  Seile  obiger  Gleichung,   also 

1  —  siii#sin/? 

1  -(-siuösiu^ 

Hieraus  folgt,  dass  b  positiv  bleibt,  und  nicht  grösser  wird  alslogcolgf    -   --   -  )• 

Die  Gleich.  (34,  a)  in  I.  211,  welche  unverändert  gilt  wenn  n  eine  be- 
liebige Zahl  bezeichnet,  zeigt,   dass 

0,  +  cos(qp  +  X)  ]/xJ~4f,     (x  +  cos*  i/^Tl)-»-1 

sich  in  eine  nach  Cosinus  der  Vielfachen  von  (jp  +  x,  resp.  von  %  fortschreitende 

Reihe  entwickeln  lassen,  wenn  x  und  ic,  positiv  sind  und  der  Modulus  des 
imaginären  Theiles  von  /,  d.  i.   wenn  b  kleiner  bleibt  als  resp. 

(I.  h.  als  logcolg^C,  resp.  logcotg^ö.  Diese  beiden  Bedingungen  sind  bei  uns 
sicher  erfüllt,   wenn 

logeotg  (^ — )  <  logcotg!£,     logcolg(^ — )  <  logcotg.^. 

TT 

Die  Bogen,  deren  Colangenten  zu  nehmen  sind,  liegen  unter  — -;  die  Be- 
dingungen lauten  also 

Sind  diese  Bedingungen  erfüllt,  so  giebt  die  Summe  der  beiden  Integrale  nach 
/  in  1.  319  offenbar  dasselhe,  als  oh  %  auf  reellem  Wege  von  0  Ins  n  wächst. 
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In  der  Thal   hat   man  nun 

(^,-f  c«.s((jp+^).}^  — 1)M  =  2'aycosv((p±x). 
(x -J- cos/ .  y/a;9  —  l)-»-i  =  2'b,,CA>svx, 
wo   a,,   und    &,,   aus    I.   211    bekannte    Functionen    von   xt  und   x  sind.      Die 
Addition    der    beiden    in    der   eisten    von   diesen    zwei    Gleichungen    enthaltenen 
Ausdrücke  giebt 

'2^'d,  ensvqpcos^; 

indem   das  Integral   von  2cös8j'/d^  von   0  Itis  n  gleich   n  wird,   hat  man  das 
verlangte  Resultat. 

Das  Integral  I.  319 


./ 


(«  —  6  cos  r]  -\-  csin  rj)n  drj, 


in  welchem  nach  7]  auf  reellem  Wege  integrirt  wird,   lässt  sich,    wie  ebendaselbst 
ge7.eigt  ist,   in 


/ 


verwandeln.     Hier  ist 

z  =  cosöcos£-|-  sin  ö  sin  C  cos  g), 

also  sicher  positiv  (da   0  -f- £  < '  \ri).     Aus  den  dortigen  Gleichungen 

—  ib  =  cos  Csin  ö—  cos  qp  sin  £  cos  Ö  =  cos(J|/l  —  z2, 

—  ic  =  sin  Csin  qp  =sin(J|/l  —  s2 

ist  klar,  dass  ö  reell  ist.    Man  darf  also  in  dem  obigen  Integral  0  für  S  setzen, 
wodurch  es  sich   in  Pn(z)  verwandelt. 

Die  Untersuchungen  über  Q,  auf  S.  335,  bedürfen  keiner  Ergänzung. 

§  64.  Von  dieser  Stelle  au  behandele  ich  ausschliesslich  deu 
Fall,  der  für  das  Folgende  allein  von  Wichtigkeit  ist,  in  welchem 
die  in  %  vorkommenden  x  uud  y  kleiner  als  1  sind.  Iu  diesem 
Falle  kann  man  die  Gleichung  der  Zugeordneten  zu  !,  nämlich 
Gleich,  (a)  des  §  63,  durch  Reihen  integriren.  Setzt  man  in  (u) 
vorübergehend  n{n-\-l)  statt  /u2-^,  so  wird  nach  Legendre  (I.  221) 
eine  Lösung  derselben  durch  eine  hypergeometrische  Reihe  ausge- 
drückt, nämlich  durch 

Herr  Hermite,  ausgehend  von  seinen  allgemeinen  Untersuchungen''*') 
über  die  La  nie 'sehen  Functionen,    zeigte,    dass  man  durch  Ver- 


*)    M.  vergl.    den    am    Schlüsse    dieses  Bandes    befindlichen    Zusatz    zu    S.  '221 
des  I.  Bandes. 
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tauschung  von  x  mit  —  x,  wie  in  jenem  allgemeinen  Falle,  wiederum 
eine  Lösung  derselben  Differentialgleich,  (a)  erhalten  müsse,  nämlich 

Bei  Herrn  flermite   stellt,    in  dem  allgemeinen  wie  in  dem  Bpe- 

ciellen  Falle,  n  eine  ganze  positive  Zahl  vor,  während  v  dort  eine 

beliebige  positive  Zahl  wird,  und  dieser  letztere  Umstand  gestattet, 

die  Gleich,  (a)  durch  die  Lösungen  (a)  und  (ß)  vollständig  zu  inte- 

griren.     Denn  es  lässt  sich  zeigen,  dass  immer  und  nur  für  v  =■  0, 

1,  2,  etc.  n  diese  beiden  Lösungen  gleich  sind.    Auch  bei  uns,  wo 

für  v  eine  ganze  Zahl,   für  n  aber  —\-{(.ii  zu  setzen  ist,   werden 

die  Lösungen  (a)  und  (ß)  verschieden. 

Wir  zeigen  zunächst,  dass  die  beiden  Lösungen  für  alle  ganzen 
positiven  n  und  v,  die  letztere  Zahl  nicht  grösser  als  n  genommen, 
gleich  sind.  Zuerst  für  v  =  0  reduciren  sie  sich  auf  die  Ausdrücke  (6)  und 
(c)  in  I.  18  für  Pn(x).  Man  hat  demnach  für  alle  ganzen  n,  wenn  man 
1  —  x  =  2v  setzt, 

(y)  ...     Pn(x)  =  F(—  n,n-\-l,  1,  v)  —  cosnn.F(—  n,  n-\- 1,  1,  1  — 1>). 
Integrirt  man  diese  Gleichung  ymal  nach  v  von  0  bis  v,  so  wird  die  linke  Seite 

-^-F(-n,»+l.»+lJe> 

So  lange  n  eine  ganze  Zahl  ist,  besitzt  diese  Reihe  eine  endliche  Anzahl 
Glieder,  also  auch  eine  endliche  Summe  für  v  =  1.     Diese  wird 

f(r».+»..H-M)-fl(,^7.%, 

also,  wegen  des  unendlich  grossen  JI(v — n  —  1),  Null  so  lange  die  ganze 
Zahl  v  nicht  n  überschreitet.  Daher  ist  das  »/-fache  Integral  der  rechten  Seite 
von  (y)  nach  v  gleich 

^—! — s — (1  —  v)  F(—  «,  «+1,  »  +  1,  1  —  v). 

riv 

Die  Functionen  (a)  und  (ß)  sind  aber  in  dem  Falle  des  Herrn 
flermite  oder  in  dem  unserigen  verschiedene  Integrale,  da  (a)  für 
x  =  1   Null,  (ß)  aher  oe  wird. 

In  der  Thal  sind  dann  die  Faktoren,  welche  die  hypergeometrischeu  Reihen 
in  (a)  und  (ß)  multipliciren  resp.  0  und  oo,  die  Reihen  selbst  resp.  1  und 
F(—n,n-\-l,  v-\-i,  1).  Ist  n  =  —^-\-(xi  und  v  =  0,  so  hat  die  letzte 
Reihe  eine  unendliche  Summe  (I.  108);  ist  v  eine  grössere  Zahl,  so  ist  die 
Summe  endlich  und  von  Null  verschieden.  Aehnlich  verhält  es  sich,  wenn  n 
eine  ganze  Zahl,  v  eine  gebrochene  oder  irrationale  ist. 

Man  bemerke  noch,  dass  die  Differentialgleichung  der  hypergeometrischen 
Reihe,  welche  eine  Lösung  F(a,  ß,  y,  x)  besitzt,  auch  eine  zweite,  im  allge- 
meinen verschiedene 

(d)  ...     xl-Y(l-xy-"-^F(\-a,  l-ß,y  +  l-a-ß,  i  —  x) 
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besitzt,  woraus  für  a  =  — n,  ß  =  ?t-\-\,  y  =  v-\-l  die  beiden  Lösungen 
im  vorliegenden  Falle  entstehen,  wenn  man  x  mit  ^(%-\-x)  vertauscht.  Gleich 
werden  die  Lösungen  immer,  wenn,  wie  in  unserem  speciellen  Falle,  von  den 
Constanten 

n(y-l)n(y  —  a  —  ß  —  i)  fl(y  — l)JIf>  +  ft  — y  — 1) 

n(y-a-\)n(y-ß  —  \)  '  JT(a  — 1)JT(/J  — 1) 

die  erste  0,  die  zweite  endlich  und  von  Null  verschieden  ist.  Man  überzeugt 
sich  hiervon,  wenn  mau  F(a,  ß,  y,  x)  durch  zwei  andere  Integrale  der  Diffe- 
rentialgleichung für  die  hypergeometrische  ausdrückt,  nämlich  setzt 

F(a,ß,y,x)  =  aF(a,ß,a  +  ß  +  i-y,l-x) 
-f  bF(l  —  xj~a~ß  F(y  —  a,y  —  fi,y  +  l  —  a  —  ß,l  —  x), 
und   die  Conslanten  a  und  b  bestimmt,  indem  man  x  gleich  0  und  darauf  gleich 
1   setzt.       Der  Faktor  von  b  ist  aber  gleich  dem   Ausdruck  (d)  nach  der   be- 
kannten Gleichung 

F(a,  ß,  y,  x)  =  (1  -  xy~a-ßF(y  -a,y-ß,y,  x). 
Von  den  Functionen  i(x)  und  f(—  x)  ist  die  erste  endlich  für 
x  =  1  und  unendlich  für  x  =  —  1,  die  zweite  unendlich  für  x  =  1 
und  endlich  für  x  =  —  1.  Dasselbe  gilt  von  den  Produkten  von 
|/a?2 — 1  in  die  vteu  Differentialquotienten  von  i(x)  resp.  f(—  x). 
Der  Ausdruck  (a)  verhält  sich  daher  wie  f  (#),  und  (/?)  wie  f  (—  ar), 
so  dass 

dxv      '      r  da:v 

sich  nur  durch  einen  constanten  Faktor  von  (a)  resp.  (/S)  unter- 
scheiden    Man  hat  also 

^rW  ^(i^)äv(-.„+1,1+,i^) 

für  positive  Werthe  von  x,  und  dieselbe  Gleichung,  die  nur  statt  c 
eine  andere  Constante  c,  enthalten  könnte,  für  negative  x.  Nun 
ist  aber  nach  S.  222,  da  x  absolut  genommen  1  nicht  überschreitet, 

£U,  N          ]/2              .  /""     cos  awrfa 
I  (ar)  =  cosjum/  

71  «^        y  cos  m  -j-  # 

Der  Werth  rc  =  0  gehört  als  Grenzfall  dem  Falle  des  positiven  und 
des  negativen  x  an.  Für  x  =  0  reduciren  sich  die  hypergeometri- 
schen Reihen  auf  dieselbe  Constante 

es  wird  daher  c,  =  c,  und  dieselbe  Gleichung  gilt  für  positive  und 
negative  x.      Die  Summe  der   hypergeometrischen  Reihe   mit  dem 
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letzten  Element  ^,  und  hieraus  c,  findet  man  durch  die  Gleichung 
F(a,  1-cc,  y,  x)  =  (1_  «/-»*(-£=«-,  ^±|_1   ,   y,  4r(l-.r)> 
die  Summe  ist  nämlich  gleich 

in  TIv 


2"  2»  — 1  +  2/Mi         2y— 1-2^ 


Bequemer,  nämlich  ohne  Benutzung  der  Hitlfsgleichung,  bestimmt 
mau  aber  c  aus  dem  Werthe  a?=  1,  der  die  hypergeometrische 
Reihe  zu  1  macht;  man  erhält  nämlich 


Es  kommt  daher  darauf  an,  den  Werth  des  Integrals 

cos  a(.cda 


f 


(cosiai)2""1"1 
zu  finden,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  von 

s"+a"--*    _   r(y+i+iuQr(i/+i-iuQ 

(I-t-.t)2^1   '  r(2v  +  l) 


/ 


0 

Das  Produkt  auf  der  Rechten  reducirt  man  auf 


Vi      r  y    V2      r  y         cos /.im 
So  erhält  man  einen  einfachen  Ausdruck  für  c,  und  daraus 

(28)...    (i-,>f*JgL 
,.     {if,'+lXi^+9)...(4(r+(2v-iy) 

—  K~  TJ ff *v\xh 

1LV  t 

wenn  man  setzt 

Setzt  man  diesen  Ausdruck  in  die  Gleichung  (25)  des  Ad- 
ditionstheorems ein,  und  macht  ausserdem  x  =  cosö,  y  =  cos??,  so 
findet  man: 

Sind  7]  und  0  zwei  Bogen,  entweder  beide  unter  \n, 
oder  der  erste  unter  \n,  der  zweite  zwischen  /;  und  n  —  T]; 
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liegt  ferner  cp  zwischen  —  n  und  -\-n;  setzt  man  endlich 

cosy  =  cosjycosö-J-sin^siuöcosgi, 

_0  (V+lXy+9)...(4,r  +  (2v-l)2)       „._„ 
"  ~  ^  [2.4.6...(2v)]2  '      °  ~    ' 

f;"(cosö)  =  tang'^Ö.Fa+.m,  i- —  ^i,  1+v,  sm9£0), 
so  ist  das  Additionstlieorem 

(29)  ...    f'(cosj')  =  ^'of,,f-"(cosjy)f"(cos^)cos,'7rcos,,9)' 
Macht  man  r\  =  0  =  \n,    so  wird  f"(0)  durch   den  Ausdruck 
gewonnen,   der  oben  schon  (S.  240),   für  den  Werth  \  des  letzten 
Elementes,    als  Summe  einer  hypergeometrischen  Reihe   gefunden 
war.    Man  erhält  dadurch 

g/m  =  J^L El 

rW         2"      /Ii(2v-l+2^)/"ii(2v-l-2^0 

Setzt  man  diesen  Werth  in  die  Additionsformel  ein,  so  findet  man 

die  Darstellung  von  f'(cosqp)  durch   eine   trigonometrische 

Reihe 

*•/        n         r,   i    V2+l        o     ,    (V+1XV+25)         ,     ,      1 
r(cosy)  =  4i  +  -4^rcos2y+  \^+^+4  cos4y  +  ...j 

.[  .    4^2+9        Q     ,     (4^24-9)(4,a2+49)         _      .      1 

-HCOSy+4^T^COS^+(47?+2'5X4^ 

wo  a  und  6  durch  die  Gleichungen  bestimmt  werden 

2rc        fTV,  .._,  .WJ        .  16cos2|fmi 

Der  Ausdruck  von  ab  ist  hier  zusammengezogen  mit  Hülfe  der  Formel 

ITian(ia-i)  =  ^-JIa. 

Bei  der  Angabe  der  vorhergehenden  Formel  sind  der  besseren 
Uebersicht  halber  die  Glieder  verschoben,  während  die  Reihe,  um 
f  für  alle  q>,  also  auch  für  q>  =  0,  zu  geben,  so  umzustellen  ist,  dass 
die  Vielfachen  von  cp  in  der  Ordnung  der  natürlichen  Zahlon  auf- 
einander folgen.  Uebrigens  lässt  sich  der  Coefficient  von  cosvqp 
auch  u.  a.  in  die  Form  bringen 

°(jtl+4M-V-4) 

»(^+iM^-f)' 

wo  für  v  =  0  die  Hälfte  zu  nehmen  ist. 

Heine.  Anwendungen  der  Kngelftiiictioueii.    2.  Aufl.  10 


cosvtv.  cos  i-im 
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§  65.  Vermittelst  der  im  Vorhergehenden  gefundenen  Glei- 
chungen findet  man  aus  (24)  die  Entwickelung  von  T  nach 
Kegelfunctionen. 

In  der  That,  setzt  man  in  diese  Gleichung  den  Ausdruck  für 
f"(— cosy)  aus  (29)  ein,  so  erhält  mau  für  die  reciproke  Ent- 
fernung zweier  Punkte  mit  den  Coordinaten  r  oder  q,  0,  \p 
und  s  oder  a,  r\,  to  die  schliessliche  Form 


/ 


1 

T  =  — =r-  J£'C0Sl<l/;  —  w)  X 
|  rs 

av  Tv  (cos(7T  —  0)) i"  (cos rf) cos /u(q  —  o) 


df.i 


C0S|U7TJ 


Hier  können  r\  und  0  zwischen  0  und  n  liegen,  aber  für  tj  ist  der 
kleinere  von  den  beiden  Bogen  zu  nehmen  (jj  <  ö). 

Den  Quotienten  von  a,.  und  cos^m*  kann  man  auch  durch  die 
Formel  umgestalten 

coSjUTti  n  IlvIIv 

Wir  sind  nunmehr  im  Stande,  die  Hauptaufgaben  zu  lösen,  um 
welche  es  sich  bei  den  Untersuchungen  über  das  Potential  für  den 
Kegel  handelt.  Zur  Abkürzung  setzen  wir  in  diesem  Para- 
graphen überall  I  ohne  Index  für  ¥£. 

Das  Potential  v  sei  als  Function  von  r  und  \p,  (oder  von  q 
und  rp),  auf  dem  Mantel  eines  Halb -Kegels  0  =  On  oder  zweier 
0  —  00  und  0  =  ßi  gegeben;  man  soll  es  in  den  beiden  resp.  den 
drei  Räumen  aufsuchen,  in  welche  der  ganze  Raum  durch  die  eine 
oder  die  zwei  Flächen  getheilt  wird. 

a)   Es  soll  v  sich  auf  einer  Fläche  0  =  (90  allein  in  eine 

gegebene  Function,  —^ /"((>,  vO  verwandeln,  wo  f  für  r  =  0  von  if.> 
]fr 

unabhängig  sein  muss.  Wird  dieselbe  dort  unendlich,  so  findet  man 
streng  genommen  nicht  ein  Potential  v,  sondern  den  Grenzfall 
eines  solchen.  Ebenso  stellt  v  dann  keinen  Zustand  des  elektri- 
schen Gleichgewichts  dar.  Die  Dichtigkeit  x  darf  unendlich 
werden  (M.  vergl.  S.  62),  ohne  dass  die  ganze  Masse  unendlich  wird. 
Man  entwickele  f  in  eine  trigonometrische  Reihe  nach  ip 

[(q,  ip)  =  J;7*(')(e)cosi'i/>  -}  \(,)(Q)smvy. 
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Jede  von  diesen  Functionen  /"^(p)  oder  f(,)((>),  die  zunächst  schlecht- 
weg durch  f(o)  bezeichnet  werden  mag,  lässt  sich  durch  ein 
Fourier'sches  Integral  darstellen,  so  dass  man  hat 

f(^  —  ~27tJ     dty     f(o)oo&fi(g  —  a)da. 

Da  die  Functionen 

!(cosö)cos^((>  — a)cosi'i//,    f"  (cos  0)  cos /<(£>  —  a)smv\p, 

der  Differentialgleichung  für  S  im  §  62  genügen,  so  wird 

1     /"%    f(cosfl)    r  tr 
2^/     ^-fCcMjy     ^)oos^(, -o-)öa 

mal  cosvy  oder  sinvr//  ein  Ausdruck  sein,  welcher  der  Differential- 
gleichung für  SE  genügt,  sich  für  0  =  00  in  das  Produkt  von  cos vxp 
oder  sini>i/;  und  /"((>)  verwandelt,  und  für  0  <  00  endlich  bleibt. 
Man  hat  demnach:    Die  Function 


f 


f(C0S#0) 


(f  w  (ff)  cos  vxp  -\-  f  M  (ff)  sin  vxp)  cos^a  ((>  —  ff)  da 


2n 
f(cosö) 


ist  das  Potential,  welches  sich  auf  der  Kegelfläche  in  die 
gegebene  Function  f(g,  xp)  verwandelt  und  im  Innern  der  Kegel- 
fläche endlich  bleibt.  Vertauscht  man  den  Quotienten  f(cos0):f(costfo) 
mit  f(— cos(9):f(— cosö0),  so  ist  der  entstehende  Ausdruck  v«,  das 
Potential  im  äusseren  Räume. 

Die  obige  Formel  kann  man  offenbar  mit 

v£=      -^JS'f'Su/    f(o,a>)doX 

r2l/r  J  J 


f 


2n2ft 

f  (COS  6)  ,  .  ,   ,  .   r, 

-jT ~  cos u(o  —  o)cosv(ip  —  (0)ÖU 

t(cos#0)        r  v*        '         K^ 


vertauschen;  für  va  erhält  man  den  Ausdruck,  welcher  aus  dem  vor- 
stehenden durch  Vertausch ung  des  Quotienten  f(cosö):f(cos0o)  mit 
!  (—  cos  0) :  f (—  cos  0O)  entsteht. 

Diese  Formen  verschaffen  uns  unmittelbar  x„,  die  Dichtigkeit 
der  Belegung  des  Kegelmantels  für  die  Green' sehe  Function.  Was 
S.  90  in  Formel  (6)  durch  vBdo  bezeichnet  wurde,  ist  hier  in  einem 
Punkte  (*,  0O,  w)  des  Kegelmantels  0  =  60  gleich  f(0,(o)s*diods,  da 

16* 
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(las  Oberflächenelemcnt 

ssmd0dsd(o  =  s*s,m60d(oda 
wird;  man  hat  daher  als  die  Dichtigkeit  derjenigen  Belegung 
im  Punkte  (s,  0O,  w)  des   Mantels,    welche  der  Green'schen 
Function   für   den   Pol  (r,  0,  ü>)  im  Innern   des   Kegels   ent- 
spricht 

1 


/      tf ttt  cos u(o  —  <y)cosv(\i>  —  10)  du. 

J       tfcostfj        '  Vs 


27r2*]/r*sinö0      J_K    f(cos^o) 

Liegt  der  Pol  im  äusseren  Räume,  so  giebt  dieselbe  Formel  die 
Dichtigkeit,  wenn  man  nur  0  und  0O  mit  n—0  und  n  —  0n  vertauscht. 
Die  Green'sche  Function  selbst  entnimmt  man  sofort  dem 
Ausdrucke  von  T  am  Anfange  dieses  Paragraphen.  Für  den  Pol 
im  Innern,  der  hier  durch  {s,  r^io)  zu  bezeichnen  ist,  wird  sie  im 
Punkto  (r,  0,  xp)  des  Inneren 


f 


1 

Gt  =  — —  ^,'a),cosj>7rcosj>(t^  —  w)X 
yrs 

!(—  cosö0)!(cos^)f(cosö)coS|w(^  —  a)d(x 

l(C0SÖ0)C0S;Um 


Liegt  aber  der  Pol  (s,  r\,  w)  im  Aeusseren,  so  hat  mau  im  Punkte 
(r,  0,  \p)  des  Aeusseren 


/ 


1 

Ga  =  —=  2'cty  COS  V71  cos  v(tp  —  io)X 
yrs 

f(cos#0)f(—  cosrj)i(—  cos  6)  cos /Lt  (q  —  o)du 


$(— cos  00)  cos  [.mi 

Endlich  suchen  wir  die  Dichtigkeit  x  der  Flächenbelegung  des 
Mantels  0  =  0O  auf,  welche  die  Potentiale  v£  und  v«  auf  dem  Mantel 

selbst  zu  —zz-f(Q,ifj)  macht.     Diese  ist  nach  S.  91 


(■&----&-)  f'"-  e  =  ö- 


4rer  V  Q0  60 

Um  diesen  Ausdruck  zu  vereinfachen,  hat  man 

'  ■I(cosö)--57 — — flT--Ä-f(-eosö) 


f(costf0)     dd    K       '      f(-eos0J     öö 

für  0  =  00   zu  bilden;    man   kennt  aber   das   einfache   Verfahren, 
welches  den  "Werth  einer  solchen  Verbindung  von  zwei  Lösungen 
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einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  reducirt.   Nach- 
dem man  die  bei  demselben  eintretende  Constante  dadurch,  dass  mau 
0  =  0  macht,  bestimmt  hat,  erhält  man  für  das  obige  Aggregat 
2  coSjUm 

n      olv  sin  00  f  (cos  tf0)  !(—  cos  Ö„) 

Setzt  mau  dies  ein,   so  findet  man  als  Dichtigkeit  im  Punkte 

1  oo     Pn  P" 

Z'l     dal     f(o,  co)da  X 


J 


4flf*r*sin0n 

"  cos^(g  —  a)cosy(i//  —  w)cos/w^i 


ay  f  (cos  0O)¥  (—  cos  00) 


d}.i. 


b)  Nach  denselben  Prinzipien  bildet  man  das  Potential  v^ 
welches  sich  an  den  beiden  Flächen  0  =  Ou  und  6  =  0^  in 
gegebene  Functionen  r-if0(g,ip)  und  *'_-/i((?,  */>)  verwandelt, 
und  endlich  bleibt,  wenn  00  <C  0  <L  Ol  ist.     Man  findet 


/ 


tm  = pr  J§7   rdto  I    da  X 


[f0(o,  w)/l(J1  +  /'1((7,  w)^10]cos^(^  — a)cosv(i//-  to)d^, 

wenu  man  setzt 

_       l(eosÖ)|(-cosö1)-f(-cosö)!(cosö]) 


f(cos0o)f(-cos01)--i(cos<91)t'(--  cos0o)  ' 
wo   ferner  die   fortgelassenen,    den  !  anzuhängenden  oberen  und 
unteren  Indices  p  und  v  sind,  und  A10  aus  401,  durch  Vertauschuug 
der  Indices  0  und  1  entsteht. 

Hieraus  findet  man  die  Dichtigkeit,  welche  der  Green 'sehen 
Function  für  den  Pol  (r,  6,  xp)  entspricht,  wo  00  <  6  <  Oi  ist.  Man 
liest  sie  aus  dem  vorstehenden  Werth  von  xD  ab,  indem  man  dort 
den  Quotienten  f  (cos0):f(cos#ci)  durch  An  oder  A10  ersetzt,  je  nach- 
dem es  sich  um  die  Belegung  des  Mantels  0  =  d0  oder  6  —  öl  handelt. 

Es  wird  überflüssig  sein,  die  Resultate  noch  für  andere  Auf- 
gaben derselben  Art  hier  abzuleiten.  Wir  schliessen  unsere  Unter- 
suchungen ab,  indem  wir  näher  auf  ein  oben,  unter  a)  gewonnenes 
Resultat  eingehen. 

Der  dort  gefundene  Ausdruck  xe  giebt  die  Dichtigkeit  der 
idealen  Vertheilung  von  Masse  im  Punkte  (s,  0O,  w)  des  Kegel- 
mantels, welche  die  Wirkung  des  Poles  (r,  0,  i//),  mit  der  Masse  1 , 
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in  den  zusammenhängenden  Theil  des  Raumes  ersetzt,  in  welchem 
der  Pol  nicht  liegt,  oder  er  giobt  die  Dichtigkeit  der  Elektricität, 
welche  auf  dem  Mantel  des  Kegels  durch  den  im  Pol  befindlichen 
elektrischen  Massenpunkt  1  erregt  wird.  Hier  tritt  nun  der  Fall 
ein,  dass  im  Scheitel  des  Kegels  die  Dichtigkeit  unendlich  werden 
kann,  während  die  ganze  Masse,  die  auf  irgend  einem  endlichen 
Theile  des  Mantels  lagert,  sogar  auf  solchem,  in  welchem  der 
Scheitel  sich  befindet,  endlich  bleibt. 

Wir  behandeln  nur  den  einfachsten  Fall,  in  welchem  der  Pol 
auf  der  Axe,  und  zwar  in  der  Entfernung  1  vom  Scheitel  liegt, 
Hier  ist  also  0  =  0  oder  6  =  n,  je  nachdem  der  Pol  sich  auf  der 
positiven  oder  negativen  Seite  des  Kegels  befindet,  so  dass  von 
ihm  aus  gesehen  der  Kegel  concav  oder  convex  erscheint.  Mau 
hat  also  zu  setzen  q  =  0,  r  =  1,  6  =  0  oder  n;  00  ist,  wie  schou 
im  Eingange,  S.  217,  bestimmt  wurde,  nicht  grösser  als  l-i.  Da- 
durch wird  der  Ausdruck  der  Dichtigkeit  im  Mantel,  je  nach  der 
Lage  des  Poles,  im  ersten  resp.  zweiten  Falle 

1  /"°  cos (.töd(.i 

47r2)/P.sin0o  J_^    f(cos0o)  ' 

1  /'        GOSf^odf.1 

'   47r]/?.sin0o  J_^    f"(-cos0o)  ' 
Den  Werth ,    welchen  die   vorstehenden  Integrale  für  *•  =  0  oder 
o  =  —oc  annehmen,    auf   dessen  Ermittelung    es   hier   ankommt, 
findet  man  mit  Herrn  Mehler  auf  folgende  Art: 

Um  die  beiden  Fälle  nicht  einzeln  behandeln  zu  müssen,  setzen 
wir  im  ersten  0O,  im  zweiten  n  —  00  gleich  l,  und  führen  einen 
Ihichstaben  a  durch  die  Gleichung  al  =  n  ein.  Man  geht  davou 
aus,  dass  (S.  221) 

t  (cosA)  = /       .  ==- 

71   </Q      ycosa— cosX, 

für  eiu  reelles  /u  nicht  Null  werden  kann,  weil  das  Element  des 
Integrales  positiv  bleibt.  Dagegen  verschwindet  !  genau  an  einer 
Stelle,  wenu  (.i  die  imaginären  Werthe  vou  0  bis  ai,  oder  bis  —  ai, 
durchläuft. 

Es  ist  nämlich 


Xo  = 


2^(00**)  =  /'    '•"s5a"'/" 

•_'  •<      Vcosa  — cosi 
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offenbar  positiv  (aa  bleibt  nämlich  unter  «),  während  f"(cos/l) 
schon  negativ  sein  muss,  wie  man  sieht,  wenn  man  das  Integral 
von  0  bis  X  in  eines  von  0  bis  ^X,  und  eines  von  %X  bis  X  theilt, 
das  letzte  aber  durch  die  Substitution  X—a  —  ß  umformt.  Dadurch 
erhält  man  nämlich 

-^f"'(cos>l)  =  /  3 ; \cQSaada; 

)2  s       Lycosa  — cosA       ycos(a  —  X)  —  cosAJ 

das  Element  des  Integrales  auf  der  rechten  Seite  ist  hier  negativ. 
Daher  geht  T\  wenn  (.i  von  0  bis  a  wächst,  einmal  durch  0, 
und  zwar  genau  einmal  und  so,  dass  an  dieser  Stelle  der  Diffe- 
rentialquotient von  f"  nach  /li  nicht  verschwindet.  Denn, 
abgesehen  von  einem  positiven  constanten  Faktor,  ist  derselbe 

'*      asma/iida 


-I 


l^cosa—  cosA 

also  negativ,  da  das  Element  des  Integrals  positiv  bleibt.  Die 
Function  f*  selbst  nimmt  also  ab,  wenn  (.i  von  0  bis  a  wächst. 

Dieser  Werth  von  (.t,  der  f"  zu  Null  macht,  heisse  e\  er 
liegt,  wie  man  sieht,  zwischen  \a  und  a,  und  man  hat  daher 

\n  <C  sX  <c  n. 

Lässt  man  (.i  alle  Punkte  eines  unendlichen  Rechtecks  durch- 
laufen, dessen  vier  Eckpunkte  sind  —  so,  oc,  oc-\-ai,  —  oo-J-a»,  so 
wird  !"  nur  für  einen  "Werth  von  (.i,  nämlich  für  /t  =  ei,  gleich  Null. 

In  der  That,  bezeichnet  man  solche  Punkte  durch  g  \-ki,  wo 
h  kleiner  als  a  sein  muss,  so  wird 

n   ^         rl  cosgai cos hetda         /l*smgaismhada 
1 2  «^       ^cosa  —  cosÄ       ^       |/cosa  — cosA 

Soll  die  Function  i  verschwinden,  so  muss  auch  ihr  imaginärer 
Theil,  d.i.  das  letzte  Integral,  Null  werden,  während  doch  das 
Element  desselben  sein  Zeichen  nicht  wechselt. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  transformirt  man  das  oben  in  x0 
vorkommende  Integral 

e-uoid/n 


J 


f'(cosA) 

indem  man  davon  ausgeht,  dass  dieselbe  Function  nach  fi   nicht 
auf  der  Geraden  von   —  oc   bis   oo,   sondern   auf  der  ganzen  Be- 
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grenzuug  des  erwähnten  Vierecks  in  positiver  Richtung  genommen, 

gleich  ist  dem  Integrale  der  Function  auf  einem  unendlich  kleinen 

Kreise    um    den    Mittelpunkt    ei    in    positiver    Richtung,    d.  i.    in 

unserem  Falle 

2ueea 

~  ~k      ' 

wo  A  den  Differentialquotienten  von  f'"'  nach  (.1  für  (x  —  s  bezeichnet, 
wo  also  zu  setzen  ist 

}/2   fl     asmeadct 


71  J 


■S      Vcosa  — cosA 

Daher  wird  A  eine  endliche   von   0  verschiedene  Grösse,   sobald 
man  nicht  X  =  0  nimmt,  in  welchem  Falle  der  Kegel  in  seine  Axe 


übergehen  würde. 


Das  Integral  über  das  Viereck  zerfällt  in  die  Summe  von  vier 
Integralen,  von  denen  zwei  Null  sind,  nämlich  die  von  oc  bis 
oo  -\-ai  und  von  —  oo  bis  —  oo-\-ai.     In  der  That  ist 

*■"+'"  e-f'oidf.t 


f 


r(cosA) 

für  y  =  +co  Null  da,   wrenn  man  f.t  =  g-\-xi  setzt,  wo  x  von   0 
bis  a  wächst,  das  Integral  in 

/«      epxfo 
—T-- 
f+"(cosA) 

übergeht  und  die  Function  f   im  Nenner  wTio  egi  in's    Unendliche 

wächst,  während  der  Zähler  des  Integrales,  da  o  gleich  —  oo  wird, 

zu  Null  abnimmt. 

Endlich  das  Integral  von  —  oo -{-ai  bis  004-ai  ist  gleich  dem 

Produkte 

e~xaidx 


»f 


f"'+"'(cosA)  ' 

in  dem  das  Integral  sicher  nicht  unendlich  wird.  Berücksichtigt 
man,  dass  eX  <  n  und  aX  =  n,  also  e  <  a  ist,  so  ist  klar,  dass 
das  Integral  von  —  oc  -{-  ai  bis  00  -f  ai  für  a  =  —  00  noch  stärker 
zu  Null  convergirt  als  das  Integral  über  den  unendlich  kleinen 
Kreis  um  den  Mittelpunkt  ei,  und  mau  findet  daher 

I     !—  =  besa  =  bss 
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für  <7  =  —  oo  oder  s  =  0,  wenn  b  eine  endliche  Grösse  vorstellt. 
Dalier  bat  x  die  Form 

b  -_3 

4}C TT  . 


4jT-'.siii0,1 


das  Element  der  Masse,  in  welchem  der  Scheitel  des  Kegels  liegt, 
ist  ferner 

b 


±71* 


s8-*dsdü). 


Hier  bezeichnet  also  e  die  kleinste  positive,  zwischen  ^y  und  -y 

liegende  Wurzel  der  Gleichung  rv?'(cosA)=0,  d.i.   von   der  Glei- 
chung 

H  ,    l-4e"J    ..,,.,    (1— 4fi3)(9-4fi3)       41,   , 
l+22     sm'i*-t-- 2241 -sm4^4-  etc.  =  0. 

Für  den  grössten  Werth,  den  A  annehmen  kann,  nämlich  X  —  n, 
oder  vielmehr,  wenn  X  unendlich  nahe  an  n  herankommt,  wird  e 
gleich  4;,  genauer  unendlicb  wenig  grösser  als  4;.  In  der  Tbat 
folgt  aus  der  vorstehenden  Gleichung  zunächst 

9  — 4«2  4 

sm44;A-f-etc.  =  yj-g — .  .  2   .  — 1; 


2.2.4  2     '  ~  (4r-l)sin2^ 

die  Reibe  auf  der  linken  Seite  wird  für  X  =  n  unendlicb ,  und 
zwar  -f-  °°i  wenn  «  <  f  ist,  während  der  Ausdruck  auf  der  rechten 
Seite  zu  -f-  oo  wächst,  wenn  man  s  unendlicb  wenig  über  4;  nimmt. 
Lässt  man  X  abnehmen,  so  wird  für  X  =  4;jt  die  Wurzel  e 
gleich  f ;  dies  ist  der  Grenzfall,  in  welchem  der  Kegel  in  eine  un- 
endliche Ebene  übergebt.  Nimmt  X  noch  weiter  ab,  so  wird,  wenn 
man  X  etwa  gleicb  0,  3. st  nimmt,  e  =  \ .  Für  ein  unendlich  kleines 
X  verwandelt  sich  unsere  Gleichung  in  J(Xe)  =  0,    und  man   hat 

daher  e  etwa  gleich  2,  4--r-  zu  setzen. 

Hieraus  gebt  hervor,  dass  die  Dichtigkeit  der  Masse  im  Scheitel, 
wenn  der  Pol  auf  der  convexen  Seite  (in  der  Entfernung  1  vom 
Scheitel,  und  auf  der  Axe  des  Kegels)  liegt,  unendlich  wird;  wenn 
der  Pol  auf  der  bohlen  Seite  liegt,  Null  wird;  im  Grenzfalle,  beim 
Uebergauge  des  Kegels  in  eine  Ebene,  endlich  bleibt.  Die  Dichtig- 
keit x0  in  einem  Punkte  des  Mantels,  welcher  vom  Scheitel  die 
Entfernung  s  besitzt,  wird  nämlich  mit  abnehmendem  s  oo  oder 
0  etwa  von  der  Ordnung 
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wie 

S~x 

für 

X  =  71, 

71 

s" 

.. 

l  =  \n, 

n 

s1 

n 

l   =  0,    3.7T, 

wie  *'"•'  für  ein  kleines  l.  In  allen  Fällen  bleibt  also  das  Massen- 
element endlich,  da  dies  in  dem  angegebenen  Falle  von  derselben 
Ordnung  ist  wie  eine  Potenz  von  s  mit  dem  Exponenten  resp. 

24 


0,  1,  2,  1+ 


li)/. 


Zusatz  zum  füufteu  Kapitel.    (M.  vergl.  S.  231  und  233.) 

Unter  /"(.r)  ist  eine  von  x  =  — n  bis  x  =  n  endlich  bleibende,  cou- 
linuirliche  und  einwerlhige  Function  zu  verstehen,  die  nicht  unendlich  oft  vom 
Wüchsen  zum  Ahnelnnen  übergehl.  Ihr  Diflerentialquotient  nach  x  sei  eine 
Function  f'(x)  mit  denselben  Eigenschaften.     Ferner  sei  f(n)  =  f( — ti). 

Aus  dem  Zusätze  ,,Ueber  trigonometrische  Reihen"  im  t.  Bande  ist  be- 
kannt, dass  jede  von  den  beiden  Functionen  f(x)  und  f'(x)  sicli  durch  eine 
Fourier'sche  Reibe 

f(x)  =  ^a0  -\-2ancosnx-\- 2Ans\nnx, 
f'(x~)  =  %b0  -\-2bncosnx-\-2B„s\n?ix 

darstellen  lässt,  die  in  gleicliem  Grade  convergirt.  Von  solchen  einlachen 
Functionen  f(x),  um  die  es  sich  gerade  vorzugsweise  bei  den  Anwendungen 
der  Mathematik  auf  die  Physik  handelt,  lässt  sich  beweisen,  dass  der  Differential- 
quotient  der  ersten  trigonometrischen  Reihe  die  Summe  der  Differentialquotienten 
der  einzelneu  Glieder  sei.  Es  ist  also  zu  zeigen,  dass  man  bat 
bn  =  nAn,  Bn  =  —nan,  b0  =  0. 
Beweis.     Zunächst  erhält  man 

nb0  =fnf(x)dx  =  f(n)-f(-7i)  =  0. 

—  n 

Für  die  weitere  Beweisführung  sei  daran  erinnert,  dass  nan,  nb„,  n.\„ 
und  uBH  nie  unendlich  werden.  Indem  man  nun  f  (x)  von  0  bis  x  nach 
x  inlegrirl,   erhält  man 

er  \        erew  iv1    r    i  va     smwj?         vi?     co*ux 
f(x)  =  f(0)+2—  BH+2bH — 2Bn — 

Diese  trigonometrische  Reibe  muss  mit  der  für  f(x)  gegebenen  übereinstimmen. 
Man  hat  daher,  wenn  n  >  0,   wirklich 

bn  =  nA„,     Bn  =  —na„. 
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Dieses  Resultat  modificirt  sich,  wenn  /"(;/•)  nicht  mehr  allen  obigen  Be- 
dingungen genügt.  War  z.  B.  /"( —  n)  nicht  gleich  f(ji),  sondern  ist 
f(n)  —  /"( — n)  eine  von  Null  verschiedene  Constaute,  die  wir  gleich  nx 
setzen,  so  wird  ü>  =  x.  Ferner  wird  durch  die  Integration  von  f  (x)  nicht 
mehr  /'(■*')  gleich  der  vorstehenden  trigonometrischen  Reihe,  sondern  ist  gleich 
dieser  vermehrt  um  \xx.  Setzt  man  dies  Glied  in  eine  trigonometrische  Reihe 
um,  durch  die  Gleichung 

\x  =  —2 — cosnnsmnx, 
n 

so  findet  man  also 

-,  v        -,m  .  ~  1    D    ,  v//                        siuwx       v      coswaj 
f(x)  =  f(0)  +2  —  Bn  4  2(6„  -  * cos /m)  — 2  ß„  — -  • 

Hieraus  folgt,  dass  ausser  der  obigen  Gleichung  b0  =x,  noch,   wenn  n  >  0 
ist,   die  folgenden  bestehen: 

bn  —  xeosnre  =  nAn,     Bn  =  — nan. 
Also  wird  der  Differentialquotient  von 

f(x)  =  ^a0-\-2anco$nx  -\-2  Ans\\\nx 
nicht  mehr,  wie  im  vorigen  Falle,  die  (nicht  nolhweudig  convergirende)  Reihe 

— StiOnSin  nx  4  2n  A«  cos  nx, 
sondern    es  wird 

f'(x)  =  ^x—2nan»'\nnx-\-2()iAnJ(-xcosn7i)cosnx. 
Es  entsteht  also  f'(x)  nicht,  wenn    man  die  gegeheue  Reihe  für  f(x) 
gliedweise  differentiirt,  sondern  erst  dann,  wenn  mau  die  (offenbar)  gleiche  Reihe 

f(x)  =  %a0-{-$xx-\-2ancosnx-\-2(An-\ cosnnjcosnx 

gliedweise  differentiirt.  Aehnliche  Sätze  findet  man  für  Enlwickelungen  nach  Kugel- 
funetionen. 


Sechstes  Kapitel. 

Die  Methode  der  reeiproken  Radii  vectores.    Zwei  Kugeln. 

Rotirendes  Kreissegment. 

§  66.  Die  Methode,  über  welche  hier  gehandelt  wird,  rührt 
von  Herrn  William  Thomson  her.  Im  10.  Bde  des  Liouville'- 
schen  Journals*)  entdeckt  man  schon  die  zu  Grunde  liegenden 
Gedanken,  deren  Ausführung  sich  in  zwei  Briefen  des  Verfassers  **) 

*)    Extrait  d'une  lettre  de  M.  W.  Thomson  ä  M.  Liouville  p.  3G4— 367; 
datirt  Cambridge,  8.  October  1845. 

**)  Extraits  de  deux  lettres  adres^ties  ;i  M.  Liouville  par  M.  William 
Thomson.  Liouville,  J.  d.  M.  T.  12  p.  256—26-4.  M.  vcrgl.  auch  Cambridge 
and   Dublin  math.  Journal  Vol.  V,  p.  1 — 9. 
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aus  Cambridge,  26.  Juni  1846  und  Knock,  16.  Sept.  1846  findet. 
In  einer  unmittelbar  dieser  Arbeit  folgenden  Abbaudluug  *)  giebt 
Herr  Liouville  weitere  Entwicklungen  über  diesen  Gegenstand; 
ihm  gebührt  auch  das  Verdienst,  „die  ganze  Wichtigkeit  der  Arbeit, 
von  welcher  der  junge  Mathematiker  von  Glasgow"  einen  kurzen 
Auszug  gegeben  hat,  sofort  erkannt  zu  haben. 

Prinzip  der  Abbildung.  Von  einem  festen  Punkte  y  aus 
bildet  man  jeden  Punkt  p  im  Räume  in  einem  Punkte  p  ab,  der 
auf  der  Geraden  yp  derartig  liegt,  dass  yp.yp  =  1  wird.  Ist  y  der 
Mittelpunkt  eines  Kreises  mit  dem  Radius  1,  und  zieht  man  durch 
p  einen  Durchmesser,  so  sind  die  zwei  Schnittpunkte  des  Durch- 
messers mit  dem  Kreise  und  das  Punktenpaar  p,  p  vier  harmonische 
Punkte,  und  zwar  sind  p  und  p  zugeordnet.  Wesentlich  nach 
Thomson,  der  den  Radius  allgemein  lässt  und  nicht  gleich  1  setzt, 
nennen  wir  p  und  p  reciproke  Punkte  und  p  das  Bild  von  p. 

Bezeichnung.  Wenn  ein  römischer  Buchstabe  verwendet 
wird,  der  sich  auf  den  abzubildenden  Gegenstand  bezieht,  so  ver- 
wenden wir  den  entsprechenden  deutschen  für  das  Bild.  So  be- 
zeichneten wir  Punkte,  die  abgebildet  werden  mit  p,  die  Bilder 
mit  p.    In  ähnlicher  Art  setzen  wir  yp  gleich  r,  und  yp  =  r. 

Beziehung  zwischen  Gegenstand  und  Bild.     Bildet  mau 
Punkte  p  und  q,  von  y  aus,  in  p  und  q  ab,   so  findet  unter  den 
geraden  Linien  pq  und  pq  die  Beziehung  statt 
$q:pq  =  py.qy  =  \:py.qy. 

Ist  die  Gerade  pq  unendlich  klein,  so  findet  man  für  die  Grosse 
ihres  Bildes,  d.  i.  für  die  Gerade  pq  die  Gleichung 

pq  =  pq.pf. 
Ebenso  wird  auch  pq  —  p(\.qy2-     Daher  ist  das  Bild   der  Geraden 
pq  dieser  unendlich  kleinen  Geraden  parallel.    Indem  dasselbe,  was 
für  pq  auch  für  jede  von  p  ausgehende  Gerade  gilt,  findet  man: 

Das  Bild  (f)  einer  unendlich  kleinen  Fläche  (/"),  auf 
welcher   ein  Punkt  p   liegt,   ist  zu  f  parallel  und  man  hat 

Das  Bild  u  einer  unendlich  kleineu  Goraden  n,  die  auf  einer 
Ebene,  im  Punkte  p,  senkrecht  steht,  ist  auf  dem  Bilde  der  Ebene 
senkrecht,  und  man  hat  n  —  tl.py8. 


*)    S.  265 — 2!)0:   Note  au  sujet  de  l'article  precüilcnt. 
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Bezieluiug  zwischen  dem  Potential  des  Gegenstandes 
und  des  Bildes.  Zwischen  dem  Potential,  welches  sich  auf  eine 
Fläche,  und  dem,  welches  sich  auf  ihr  Bild  bezieht,  findet  ein  Zu- 
sammenhang- statt,  der  hier  entwickelt  wird. 

Führt  man  statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y,  &  wie 
früher  (I.  302)  Polarcoordinaten  ein  r,  C,  xp,  wo  t  (wie  früher  0) 
der  Bogen  ist,  welcher  sich  zwischen  0  und  tt  bewegt,  so  ist  die 
Differentialgleichung  des  Potentials  v,  wenn  man  sie  so  umformt, 
dass  man  nach  logr,  statt  wie  in  (50,  d)  nach  r,  differentiirt 
d'v         .       8y        .    d'2v  y.  dv     .        1        <92v 


(ölogr)3     '    dlogr    '    Ö£a     '        °^  ÖC    '    shr'C    dip* 

Es  sei  v  =  F(r,  C,  xp)  eine  Lösung  dieser  Gleichung,  welche,  wenn 
der  Punkt  (r,  £,  xp)  oder  p  auf  eine  gegebene  Fläche  rückt,  sich  in 
eine  gegebene  Function  von  C  und  \p  verwandelt.  Der  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten  (r  =  0)  sei  der  Punkt  y,  von  dem  aus  wir 
durch  reeiproke  Radii  vectores  abbilden,  und  r  wird  so  bestimmt, 
dass  man  hat  xr  =  1. 
Setzt  man 

»  =  TKT.  t*), 

so  wird  0  derselben  Differentialgleichung  wie  v  genügen,  wenn  man 
dort  den  Buchstaben  r  mit  dem  Buchstaben  r,  rein  formal,  vertauscht. 
In  der  That,  wenn  man  für  r  seinen  Werth  in  r  setzt,  also  —  logv 
statt  logr,  so  bleibt  die  Gleichung  mit  Ausnahme  der  ersten  beiden 
Glieder  umgeändert.     Diese  geben  aber 

d2v  dv 

(dlogr)2         dlogr    ' 

und  wenn  man  setzt  v  =  rö, 


d2P dv 

(dlogr)2  +  ~dlo~& 


-1 


Ferner  verwandelt  sich  ö  überall  in  dem  Bild  der  gegebenen  Fläche 
in  den  Werth,  welchen  rv  in  den  entsprechenden  Punkten  der  ge- 
gebenen Fläche  annimmt. 

Wir  haben  daher  das  Resultat: 

1)  Eine  geschlossene  Fläche  ist  gegeben.  Man  wählt,  einen 
beliebigen  Punkt  y,  von  dem  aus  man  abbildet,  den  man  zugleich 
zum   Anfangspunkt   von   Polarcoordinaten  r,  l,  \p   macht.      Jedem 
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Punkte  p  =  (r,  t,  i//)  entspreche  der  Punkt  p  =  (r,  L  i/>),  wo  ***  =  1. 
Liegt  y  im  inneren  Räume,  so  entspricht  jedem  Punkte  p  des  inneren 
resp.  äusseren  Raumes  ein  reciproker  Punkt  des  äusseren  resp. 
inneren  Raumes,  welcher  durch  die  Bildfläche  bestimmt  wird;  liegt 
aber  y  im  äusseren  Räume,  so  gehören  p  und  p  zugleich  dem  inneren 
und  zugleich  dem  äusseren  Räume  des  Bildes  an. 

Ein  Punkt  p  auf  der  gegebenen  Fläche  wird  mehrfach,  wenn 
die  Deutlichkeit  dadurch  gefördert  wird,  durch  p0,  der  ihm  zu- 
gehörige Radiusvector  durch  r0  bezeichnet;  auf  den  entsprechenden 
Bildpunkt  beziehen  sich  p0  und  r0.  Handelt  es  sich  um  zwei  ge- 
gebene Flächen,  so  werden  auf  der  zweiten  die  Veränderlichen  mit 
dem  Index  1  versehen. 

Man  will  das  Potential  v  finden,  welches  sich  auf  der 
gegebenen  Fläche  in  eine  gegebene  Function  v0  —  %(£,  \p) 
verwandelt. 

Dazu  sucht  man  das  Potential  ü,  welches  sich  auf  der 
Bildfläche  in 

verwandelt.  Ist  dieses  gefunden,  und  erhält  man  für  das- 
selbe in  dem  Punkte  p  =  (r,  C,  */>)  den  Ausdruck 

so  wird  das  gesuchte  Potential  im  Punkte  p 

Aehnlich  verhält  es  sich,  wenn  statt  einer  mehrere  Flächen 
gegeben  sind,  auf  denen  das  Potential  v  vorgeschriebene  Werthe 
v0,  v,,  etc.  annehmen  soll. 


Ausser  dem  Potential  v  hat  man  in  der  Regel  die  Dichtigkeit 
der  Masse  x  zu  ermitteln,  mit  der  man  die  betreffende  Fläche  zu 
belegen  hat,  um  das   Potential  zu  erzeugen.     Diese  wird  (S.  70) 


durch  die  Gleichung 


<9v         dv 


(«)•••     -4™  =  -^r  + 


dn  dn1 

in  dem  Punkte  einer  Fläche  gefunden,  zu  welchem  die  äussere  und 
innere  Normale  n  und  nx  gehören.  Auch  x  lässt  sich  ermitteln, 
wenn  man  für  den  entsprechenden  Punkt  des  Hildes  die  Dichtigkeit 
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f  der  Belegung  des  Hildes  kennt,  welche  erforderlich  ist.  um  t>  als 
Potential  zu  erzeugen.    Diese  ist  mit  u  zugleich  hekaunt,  da  man  liai 

w...  -^  =  ä5-+-§sr- 

Setzt  man  in  (a)  für  v  seinen  Werth  rt>,  so  hat  mau 

6v  _  d(rn)  _  ,  du  <9r 

ön  o«  <9«  c*n  ' 

und  weil  dr :  dn  au  der  Fläche  continuirlich  bleibt,  also  gleich  und 
entgegengesetzt  dr  :  dnx  ist, 

dv  dv    _     /dp  dp   \ 

dn         d«,  ^  dn         dnl  ' 

Berücksichtigt  man  die  S.  252  gefundene  Beziehung  zwischen  den 
unendlich  kleinen  Normalen  dn  und  dn 

dn  =  r2dn,     dnt  =  r2dn, , 
so  ergiebt  sich  schliesslich 

^-  +  ^-  =  r3f—  4-  —)  =  -4^r3l. 
dn         dnx  V  dn         dn,  ' 

Man  hat  also  jc  =  r3f,  d.i.  das  Resultat: 

2)  Die  Dichtigkeit  der  Flächenbelegung  in  Punkten  p0 
der  Oberfläche,  welche  daselbst  ein  Potential  v0  erzeugt, 
ist  gleich  r,  mal  der  Dichtigkeit  einer  solchen  Belegung 
des  Bildes  in  den  entsprechenden  Punkten  p0  des  Bildes 
der  Fläche,  welche  daselbst  ein  Potential  P0  hervorbringt. 

Auf  diese  Art  ist  das  Aufsuchen  des  Potentials  und  der  Dichtig- 
keit der  Flächenbelegung  einer  Figur  auf  die  Ermittelung  des  Po- 
tentials einer  reciproken  Figur  zurückgebracht. 

Aus  dem  Vorstehenden  geht  u.  a.  hervor,  dass  die  Ermittelung 
der  Green'schen  Function,  die  sich  auf  einer  gegebenen  Fläche 
und  einen  Pol  y  bezieht,  gelingt,  wenn  mau  das  Potential  P  er- 
mitteln kann,  welches  auf  derjenigen  Bildfläche,  die  bei  der  Ab- 
bildung von  y  aus  entsteht,  sich  in  1  verwandelt.  Man  hat  dann 
nur  G  =  rp.  Ein  Beispiel,  die  Anwendung  dieses  Resultats,  wel- 
ches auf  S.  91  angegeben  wurde,  auf  einen  speciellen  Fall,  die 
Ermittelung  der  Green'schen  Function  für  die  Kugel,  findet  man 
im  §  67. 

§  67.  Wir  wenden  in  diesem  Kapitel  die  Thomson'sche  Me- 
thode  ausschliesslich    zur  Bestimmung   des  Potentials    v    und  der 
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Dichtigkeit  *  bei  solchen  Flächen  au,  welche,  von  einem  passend 
gewählten  festen  Punkte  y  aus  abgebildet,  sich  iu  eine  Fläche 
verwandeln,  für  welche  mau  das  entsprechende  Potential  ü  uud  die 
Dichtigkeit  l  bereits  kennt,  sodass  die  gesuchten  Ausdrücke  v  und 
x  unmittelbar  durch  eine  Substitution  erhalten  werden.  Man 
kaun  diese  Functionen  z.  B.  sofort  für  eine  Elasticitätsfläche  be- 
stimmen, auf  welcher  der  Werth  von  v0  gegeben  ist,  indem  mau 
sie  von  dem  Mittelpunkte  aus  abbildet,  weil  das  Bild  der  Elasticitäts- 
fläche die  Oberfläche  eines  dreiaxigen  Ellipsoides  ist,  für  welches  wir 
aus  dem  III.  Kapitel  D  und  i  kennen.  Da  die  Formeln  keiue  bemer- 
kenswerthen  Resultate  ergaben,  so  führen  wir  die  Rechnung  nicht  aus. 

Wir  behandeln  hier  einige  Rotationskörper,  auf  welche  die 
Resultate,  wie  bei  dem  bekannten  Problem  der  zwei  Kugeln,  oder 
Schwierigkeiten,  welche  mau  lange  Zeit  nicht  überwinden  konnte, 
die  Aufmerksamkeit,  gezogen  haben.  Für  die  Lösung  derselben  ist 
bei  der  Methode  dieses  Kapitels,  welche  eben  nur  in  einem  Sub- 
stituiren  in  bekannte  Formeln  besteht,  der  Umstand,  dass  sie  Ro- 
tationskörper sind,  völlig  unerheblich.  Im  folgenden  Kapitel  da- 
gegen betrachten  wir  Rotationsflächen,  die  wir  nicht  von  einem 
festen  Punkte  y  abbilden.  Wir  bilden  dort  vielmehr  jede  Meri- 
dianebene von  einem  in  derselben  liegenden  Punkte  y  ab,  der  also 
für  die  verschiedenen  Meridianebenen  seine  Lage  wechselt  (ver- 
schiedene geographische  Längen  erhält).  Wenngleich  wir  dort  eben- 
falls die  Bestimmung  von  v  und  x  auf  die  von  0  und  I  für  das 
Bild  zurückführen,  so  geschieht  dies  nicht  durch  eine  Substitution 
allein,  sondern  ausserdem  durch  eine  Betrachtung,  für  welche  es 
wesentlich  ist,  dass  man  den  Körper  durch  Rotation  erzeugen  kann. 

Die  erste  bedeutendere  Aufgabe,  die  hier  gelöst  wird,  betrifft 
das  Potential  v  im  ganzen  Räume,  wenn  es  auf  der  Oberfläche 
zweier  Kugeln  mit  Radien  a0  und  ax  gegeben  ist,  erstens,  von 
denen  die  eine  die  andere  ganz  einschliesst,  zweitens,  welche 
verschiedene  Theile  des  Raumes  einschliessen.  In  beideu  Fällen 
ist  auch  der  Grenzfall  zu  beachten,  wenn  die  Kugeln  sich  berühren, 
was  erstens  von  innen,  zweitens  von  aussen  geschehen  kann.  Der 
Fall,  in  welchem  die  Kugeln  sich  durchdringen,  in  welchem  also 
ein  Körper  vorliegt,  der  durch  zwei  Kugelkalotten  mit  gemeinsamem 
Rande  begronzt  wird  (eine  Linse),  ist  gleichfalls  zu  betrachten.  Er 
findet  im  uächsteu  Kapitel  seine  Erledigung. 
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Die  Aufgaben  in  den  Fällen,  in  welchen  die  Kugeln  sich  nicht 
durchdringen,  hat  Thomson  bereits  im  Jahre  1846  in  dem  ersten 
der  erwähnten  Schreiben  (Liouville's  Journal  XII,  S.  256 — 263) 
so  weit  geführt,  dass  mau  sie  als  von  ihm  gelöst  betrachten  kann. 
Die  kurze  Arbeit  scheint  in  Deutschland  nicht  unmittelbar  nach 
ihrem  Erscheinen  die  Beachtung  gefunden  zu  haben,  die  ihr  ge- 
bührte und  erst  indirect,  durch  Dirichlet's  Vorlesungen,  bekannter 
geworden  zu  sein.  Dieser  zeigte  gegen  den  Schluss  seiner  Vor- 
lesungen über  die  Kräfte,  welche  im  umgekehrten  Verhältnisse  des 
Quadrats  der  Entfernung  wirken,  aus  dem  Sommersemester  1856, 
wie  ich  einem  Collegienhefte  entnehme,  welches  von  Herrn  Dede- 
kind  herrührt*),  wie  die  Aufgabe,  durch  die  Methode  der  reciproken 
Radii  vectores,  sich  auf  den  einfachen  Fall  zurückführen  läset,  dass 
die  beiden  Kugeln  concentrisch  sind,  indem,  bei  passender  Wahl 
des  Punktes  y,  die  Bilder  der  Kugeln  concentrische  Kugelu  werden. 
Die  hierher  gehörenden  Aufgaben  für  den  Fall  concentrischer  Kugolu 
sind  aber  im  I.  Kapitel  §  23,  S.  72  und  §  21,  S.  56  und  dadurch 
also  auch  die  vorliegenden  gelöst. 

Den  Grenzfall,  den  Fall  der  berührenden  Kugeln,  behandelt 
man  bequemer  direct,  indem  man  ihn  auf  den  Fall  zurückführt,  in 
welchem  das  Potential,  statt  auf  zwei  concentrisch en  Kugeln,  auf 
zwei  parallelen  Ebenen  bekannt  ist. 

Dirichlet  hat  in  jener  Vorlesung  zwar  alles  für  die  Lösung 
Erforderliche,  aber  nicht  die  fertigen  Endformeln  gegeben.  Diese 
finden  sich  erst  in  einer  Arbeit**)  des  Herrn  C.  Neumann,  der 
das  fertige  Resultat,  und  zwar  durch  die  Coordinaten  0,  rp  von 
Thomson  ausgedrückt  giebt. 


Wir  beginnen  mit  den  Verhältnissen,  welche  bei  der  Abbildung 
einer  einzigen  Kugel  in  Betracht  kommen.  Die  Kugel  m,  d.  h. 
mit  dem  Mittelpunkte  m  und  mit  dem  Radius  a  wird  vom  Punkte 
y  aus  abgebildet,  der  in  der  Figur,  ganz  willkürlich,  in  das  Innere 


*)  Derselbe  hat  die  Güte  mir  die  Benutzung  des  Heftes  zu  gestatten.  Nach 
Dirichlet's  Vortrag  mache  ich  unten  die  Ermittelung  des  Punktes  y  von  einer 
quadratischen  Gleichung  abhängig. 

**)  Allgemeine  Lösung  des  Problems  über  den  stationären  Temperaturzustand 
eines  homogenen  Körpers  welcher  von  irgend  zwei  nichtconcentrischen  Kugelflächen 
begrenzt  wird.     Halle,  1S62. 

Heine,  Anwendungen  der  Eagelfunctionen.     2.  Anll.  17 
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m  y     p      b 

ym  =  x,  yp  =  r,  yp  =  r,  myp  =  t,  yp.yp  =  1. 

der  Kugel  gelegt  ist.  Die  Linie  my  sei  x,  und  der  Winkel,  den  r, 
die  von  y  nach  dem  beliebigen  Punkte  p  der  Kugelfläche  gezogene 
Gerade,  mit  ym  bildet,  heisse  t.  Das  Bild  von  p,  ein  auf  yp  liegen- 
der Punkt,  sei  p.  Es  ist  der  geometrische  Ort  von  p  zu  ermitteln, 
wenn  p  auf  der  Oberfläche  der  Kugel  fortrückt. 

Wenn  p  fortrückt,  so  ändern  sich  r  und  C;  sie  sind  durch  die 
Gleichung  verbunden 

(a)  ...     a2  =  x-—  2arcos£  +  r2. 

Man  findet  den  Ort  von  p,  wenn  man  nur  r  an  Stelle  von  r  durch 
die  Gleichung  rx  —  1  einführt.    Dadurch  erhält  man 

,      2r#cosC    ,        1 
o;  —  a2  ar—  a~ 

und  nach  einer  leichten  Transformation 

(-Ar)'  =  (-A-r)'+  '2i?^-  +  r. 
\(f—x-s         \a2—xis  a'—x-      ' 

Diese  Form,  verglichen  mit  (a),  zeigt,  dass  der  Ort  von  p  eine 
Kugel  wird,  deren  Radius  die  positive  Grösse 


s        —  a'—x- 

ist,  wo  also  das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen  wird,  je 
nachdem  y  innerhalb  oder  ausserhalb  der  gegebenen  Kugel  liegt. 
Ferner  wird  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  fi  der  abbildenden 
Kugel  von  y 

x 
'  a'—x'    ' 

wo  ein  positiver  oder  negativer  Wertli  der  rechten  Seite  anzeigt, 
dnss  man  von  y  aus  zu  f.i  gelangt,  wenn   man   den  Zahlwerth  der 
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rechten  Seite,  wie  in  der  Figur,  von  y  aus  auf  der  Verlängerung 
der  Linie  my  über  y  biuaus  resp.  nach  der  entgegengesetzten  Rich- 
tung abträgt.     In  ähnlicher  Art  ist  das  Zeichen  in  der  Gleichung 


mfi  =  my  +  yn  =  x+  fl8_a;8 

zu  deuten.  Man  beachte,  dass  der  Mittelpunkt  /u  der  abbildenden 
Kugel  das  Bild  eines  Punktes  a  wird,  welcher  der  vierte  harmo- 
nische, y  zugeordnete  Punkt  zu  d,  y,  b  ist.     Denn  man  hat 

1       _  a^_ 
yfi         x 

Aber  man  setzte  x  =  my  und  hat  my.ma  =  a2.  Also  ist  die  rechte 
Seite  der  vorstehenden  Gleichung  ma  —  my  d.  i.  ay,  daher  wirklich 
a  der  reeiproke  Punkt  zu  fi. 

Anmerkung.  Bekanntlich  findet  man  durch  ganz  elementare 
geometrische  Betrachtungen,  dass  das  Bild  eines  Kreises  m  bei  der 
Abbildung  von  y  aus  wiederum  ein  Kreis  ist.  Zieht  man  von  einem 
Aehnlichkeitspunkte  y  zweier  Kreise  m  und  fi  aus  Secanten,  so 
sind  deren  vier  Durchschnittspunkte  mit  den  Kreisen  paarweise 
potenzhaltend.  Ist  nur  der  eine  Kreis  m  mit  dem  Radius  a  und 
ein  Aehnlichkeitspunkt  y  gegeben,  ferner  die  gemeinschaftliche 
Potenz  beider  Kreise,  —  hier  soll  sie  1  sein  —  so  ist  der  zweite 
Kreis  ju  mit  seinem  Radius  q  bestimmt.  Vermittelst  der  elementaren 
Sätze  über  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  erhält  man  auch  die  Aus- 
drücke von  q,  (.1,  etc.  durch  die  gegebenen  Stücke,  dieselben,  welche 
man  oben  fand.  Rückt  p  auf  die  Periphie  des  Kreises  m  fort,  so 
bewegt  sich  der  Potenz  haltende  Punkt  p  auf  der  Peripherie  des 
Kreises  p. 

Beispiel.  Nach  den  Prinzipien  von  Thomson  suchen  wir 
die  Green'sche  Function  für  eine  Kugel  m  mit  dem  Radius  a  in 
Bezug  auf  einen  Pol  auf,  der  y  heisse.  Wir  bilden  jeden  Punkt  p 
der  Kugel  vom  Punkte  y  aus  in  p  ab,  und  setzen  wieder  yp  =  r, 
y\>  =  x.  Man  hat  demnach  eine  solche  Function  n  für  das  Bild, 
die  Kugel  (x  mit  dem  Radius  q,  zu  suchen,  welche  sich  auf  der  Be- 
grenzung in  1  verwandelt,  also  im  Innern  der  Kugel  (x  constant  1 
bleibt;  in  einem  Punkte  p  des  äusseren  Raumes  der  Kugel  /u  ist  aber 

»-4~ 
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m  y      fi  b 

yp  =  r,  yp  =  r,  np  =  q. 


G  = 


Q 


Liegt,  wie  in  der  neben- 
stehenden Figur,  der  Pol  y 
im  Innern  der  Kugel  m, 
so  wird  für  einen  gleich- 
falls im  Innern  von  m  liegen- 
den Punkt  p,  der  reciproke 
p  ein  äusserer  der  Kugel  //  ; 
also  ist  G  in  p 

Q 


yp.ftp 

während  G,  wenn  ;;  in  den  äusseren  Raum  von  m  übergeht,  selbst- 
verständlich —  wird. 
r 

Es  hat  keine  Schwierigkeit,  den  vorstehenden  Ausdruck  von  G 
so  umzugestalten,  dass  er  nur  die  unmittelbar  gegebenen  Stücke 
enthält.  Um  ihn  aber  in  die  bekannte  einfache  Form  zu  bringen, 
führt  man  den  y  zugeordneten  vierten  harmonischen  Punkt  zu  d,  y,  h 
ein,  der  cc  heisse.     Dann  ist 

a  x  a       \ 

x      a2  —  x'2  my     ay 

Ferner  ist  Jf.i$y  <->  /lapy,    da  sowohl  yp.yp  als  auch  y/ti.ya  gleich 
1  wird.     Also  wird 

VP  -yp  =  ap:  ay, 


und  hieraus 

G  = 
oder  schliesslich 


a 
my 


1 

ay 


1 


yp.ftp 


yp.yp.ap      my 


G  = 


J a_ 

ap      my 

Die  Green' sehe  Function  im  Punkte  p  für  den  Pol  y  ist  also  das 
Potential  einer  Masse  a:my,  die  im  vierten  harmonischeu  Punkt  a 
wirkt,  im  Punkte  p. 

Dasselbe  Resultat  findet  man,  wenn  y  und  p  zugleich  im  äusseren 
Räume  liegen. 

Derartige  Aufgaben,  welche  sich  auf  die  Kugel  beziehen,  kann 
man  auch,  wie  es  im  §  71,  in  dem  Falle  der  Kugeln  die  sich  be- 
rühren, geschieht,  auf  Aufgaben  übor  das  Potential  einer  mit  Masse 
belegten  Ebene  zurückführen,    indem  mau  von  einem  Punkt  y  der 
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Kugeloberfläche  selbst  abbildet.  Auch  auf  diesem  Wege  liisst  sich 
z.  B.  die  Green 'sehe  Function  für  eine  Kugel,  mit  Hülfe  dieser 
Function  für  eine  unendliche  Ebene  (§  56,  S.  190)  bildeu. 

§  68.  Wir  wenden  uns  nun  zu  dem  Falle  der  zwei  Kugeln, 
also  zur  Bestimmung  des  Potentials  im  ganzen  Räume,  wenn  es  auf 
der  Oberfläche  zweier  Kugeln  gegeben  ist.  Da  wir  an  dieser  Stelle 
die  Fälle  ausschliessen ,  in  deuen  die  Kugelflächen  sich  schneiden 
oder  berühren,  so  kommen  nur  die  zwei  Fälle  in  Betracht,  erstens, 
(hiss  die  eine  Fläche  die  andere  einschliesst,  welcher  vorzugsweise 
Interesse  für  die  Anwendung  auf  die  Wärmetheorie  darbietet,  und 
zweitens,  dass  die  Kugeln  verschiedene  Räume  einschliessen,  der 
für  die  Anwendung  auf  die  Vertheilung  der  Elektricität  über  zwei 
Kugeln  von  Wichtigkeit  ist.     Beide  Fälle  behandeln  wir  zugleich. 

Bezeichnung.  Für  die  beiden  gegebenen  Kugeln  verwenden 
wir  dieselben  Buchstaben,  denen  wir  bei  der  kleineren  den  Index  0, 
bei  der  grösseren  1  anhängen.  Es  ist  m0  der  Mittelpunkt  der  klei- 
neren, m1  der  grösseren,  die  Centrale  m0m1  =  c;  die  Radien  der 
Kugeln  sind  a0  und  a,,  wo  a0  <  av  Die  Axe  m0ml  schneidet  die 
Kugeln  in  Punkten  b  und  d,  deren  Anordnung,  je  nachdem  eine 
Kugel  in  der  anderen  liegt  oder  sie  auseinander  liegen,  die  erste 
oder  zweite  Aufstellung  zeigt.  Man  bemerke,  dass  die  Buchstaben  b 
bei  der  ersten  Aufstellung  so  gewählt  sind,  dass  die  Linie  bxb0 
kleiner  ist  als  d0dv 


m0        m,  d0  dx 


m. 


h  mo 


Die  Richtung  der  Axe  von  bl  nach  dl  soll  die  nördliche  heissen. 

Wir  können  einen  Punkt  y  auf  der  Axe  so  bestimmen, 
dass  die  Bilder  der  beiden  Kugeln  m0  und  mt,  die  (s.  o.) 
Kugeln  sind,  auch  concentrisch  werden. 

Man  sucht  dazu  das  Punktenpaar  a,  y,  welches  sowohl 
mit  dem  Punktenpaare  bn  rf,,  als  mit  dem  Punktenpaare 
60,  rf0,  harmonisch  ist.  Der  nördlichere  Punkt  des  Paares 
ist  y. 

Bildet  man  nämlich  die  Kugeln  von  y  aus  ab,  und  schnoiden 
die  Bilder  die  Axe   in  Punkten  b0,  b„;  l), ,  ty,   bezeichnet   mau  die 
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Mittelpunkte  der  Bilder  mit  fiu  uud  ftlS  so  findet  man,  ebenso  wie 
sich  S.  259  für  eine  Kugel  ergab  ya.y/n  =  1,  jetzt  für  die  beiden 

ya.yfi0  =  1,  ycc.ynr  =  lj 
so  dass  wirklich  die  Mittelpunkte  der  abbildenden  Kugeln  fi0  und 
,«/,  in  einen  Punkt  zusammenfallen.  Ferner  sagen  die  obigen  zwei 
Gleichungen,  dass  dieser  Punkt  das  Bild  des  Punktes  a  sei,  wenn 
auch  er  von  seinem  zugeordneten  Punkte  y  aus  abgebildet  wird. 
Wir  bezeichnen  diesen  Mittelpunkt  der  concentrischen 
Bilder  durch  (x. 

Die  Aufeinanderfolge  der  hier  erwähnten  Punkte  im  ersten 
Falle,  in  welchem  c>  aü-\-  ai  ist,  und  im  zweiten,  in  dem  c<.a0-\-at 
ist,  zeigt  sich  in  der  ersten  resp.  zweiten  von  den  folgenden  Auf- 
stellungen: 


öi  ^  K    y  mo  b, »»,  d0      b 


b0       6,  ml    a      b,      d}    n      b0   b,      y  n»0  d0        b„ 

Man  bestimmt  nun  jeden  Punkt  p  im  Räume: 
rt)    durch  den  Winkel  */>,    welchen  der  durch  ihn  gelegte  Me- 
ridian mit  einem  festen  macht.     Der  Winkel  wird  von  0  bis  2n 
gezählt. 

6)    durch  das  Verhältniss  der  Linien  ap :  yp.     Wir  setzen 
ap  :  yp  =  e° :  1. 

c)  durch  den  Winkel  apy,  den  wir  mit  0  bezeichnen  und  von 
0  bis  Tt  zählen.  Wesentlich  ist,  dass  dieser  Winkel  0  mit 
demjenigen  übereinstimmt,  welchen  der  Radiusvector  von 
\i  aus,  nach  dem  Bilde  p,  mit  der  Centralen  m0ml  bildet. 
(S.  u.) 

Dies  gilt  für  die  Aufgabe  der  zwei  Kugeln;  bei  der  Unter- 
suchung über  den  Hing,  welcher  durch  eine  Drehung  um  eine  auf 
?»0m,  senkrechte  Axe  erzeugt  wird,  hat  man  diese  Festsetzungen 
über  0  und  tp  ein  wenig  zu  modificiren.  Die  Coordinateu  o  und  0 
des  Herrn  Thomson  nennt  Herr  C.  Neumann,  wegen  der  Be- 
ziehung zu  den  beiden  Punkten  a  und  y,  die  dipolaren. 

Die  beiden  Kugeln  mögen,  ihrer  Grösse  und  Lage  nach,  voll- 
ständig gegeben  seiu,  so  dass  man  also  ihre  Radien  o0  und  a,,  so  wie 
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ihre  Centrale  c  keimt.  Es  kommt  darauf  an,  die  Lage  von  y  und 
a  hieraus  nicht  nur,  wie  oben,  geometrisch,  sondern  auch  analytisch 
zu  bestimmen.  Dieses  geschieht  mit  Hülfe  der  Gleichungen,  welche 
wir  S.  258  bei  der  Abbildung  einer  Kugel  gefunden  haben.  Wir 
nehmen  hier  die  Centrale  zur  Axe  der  X,  m0  zum  Anfangspunkt 
und  die  Richtung  von  mQ  nach  n^ ,  gleichgültig,  ob  sie  die  nördliche 
oder  südliche  ist,  zur  positiven  Richtung.  Ist  nun  x  nicht  mehr 
die  Entfernung  des  Punktes  y  von  m,  wie  oben  (S.  258),  sondern 
die  Abscisse  von  y,  so  wird 

m^iQ  =  x  +  —2 — -r- 

"o         ^ 

Ferner  hat  /»,  zur  #-Coordinate  die  positive  Centrale  c;  daher  hätte 
y  in  Bezug  auf  den  Anfangspunkt  ml  und  dieselbe  Richtung  der 
«-Achse  die  Abscisse  |=  x  —  c,  und  es  wäre 

J»j  (J,1  =  X  —  c-\- 


a]  —  (x-Cy 

Die  Bedingung  dafür,  dass  die  Punkte  f.t0  und  fiil ,  wie  hier  verlangt 
wird,  zusammenfallen,  ist,  dass  sei 

fll0p0— fl^ft  =  c. 

Setzen  wir  die  so  eben  gefundenen  Werthe  ein,  so  erhalten  wir: 

Die  noth wendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  die 
Bilder  der  gegebenen  Kugeln  zusammenfallen,  ist,  dass  man  von 
einem  Punkte  abbildet,  dessen  Coordinate  x,  von  m0  als  Anfangs- 
punkt aus  gerechnet,  wenn  m0m1  die  positive  Richtung  ist,  der  Glei- 
chung genügt 

ca?2  —  (a20-{-c2—  a])x^-cal  =  0. 

Wenn,  wie  hier,  die  Kugeln  m0  und  m1  sich  nicht  schneiden,  also 
in  den  beiden  Fällen,  dass  c^>  a0-\-aY  oder  dass  c<Lax  —  a0  ist, 
hat  diese  Gleichung  zwei  reelle  Wurzeln;  im  ersten  Falle  sind  beide 
positiv,  im  zweiten  beide  negativ.  Ihr  Produkt  ist  a20l  so  dass  eine 
Wurzel  kleiner,  die  andere  grösser  als  a0  wird.  Die  Wurzel,  welche 
unter  a()  liegt,  die  also  einen  Punkt  verschafft,  welcher  in  die  Kugel 
m0  hineinfällt,  sei  y;  den  anderen  Punkt  nennen  wir  cc.  Wir 
finden  also: 

Der  Punkt  y,  von  dem  aus  abgebildet  die  Kugeln  m0 
und  mi  concentrische  Kugeln  als  Bilder  geben,  hat  vom 
Punkte  mf)   eine  Entfernung,   welche  durch   den  Zahlwerth 
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der  kleinsten  Wurzel  der  Gleichung 

cx'i—(al-]-c'i—a-i)x-\-cal  =  0 

gegeben  wird.  Je  nachdem  die  Wurzeln  positiv  oder  ne- 
gativ sind,  liegt  y  von  m0  in  der  Eichtung  nach  mx  oder 
umgekehrt. 

Der  Zahlwerth  der  zweiten  Wurzel  dieser  Gleichung  ist  die 
Entfernung  des  Punktes  a,  welcher  der  zugeordnete  harmonische 
zu  y  ist,  von  m0.    Dieser  liegt  auf  derselben  Seite  von  tn0  wie  y. 

Die  Radien  der  abbildenden  coucentrischeu  Kugeln  sind  (S.  260) 

p    =  — — ,     g,  = ! 

cty.ym0         Sl         ay.ym^ 

Die  Formeln  für  die  Stücke,  welche  hier  vorkommen,  werden 
durch  Einführung  von  Grössen  o  wesentlich  vereinfacht,  welche  man 
aus  den  gegebenen  durch  die  Gleichungen  berechnet 

2ca0  '  2c«j 

wo  die  doppelten  Zeichen  so  zu  verstehen  sind,  dass  die  rechton 
Seiten  positiv  genommen  werden.  Wir  nehmen  a0  immer  positiv, 
(j,  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  c<ca1  —  al)  oder  c>al-\-aa 
ist.     Man  hat  dann 

ym0  =  a0e_'7,,,     «m0  =  a0eff°;       ym1  =  axe-<r',     am1  =  a^"'; 

ay  =  a0  (e°°  —  e~a>)  =  +Oj  (eff>  —  e_a'), 

«60  :  yb0  =  e^:l=  <xd0  :  yd0. 

Man  setze  ay  =  2!  und  erhält  dann  für  die  Radien  p  der  abbilden- 
den Kugeln 

2fp0  =  e%     2fp1  =  e°K 

Durch  die  Berechnung  der  Constanten  a0  und  a1  aus  den  un- 
mittelbar gegebenen  Stücken  werden  zuerst  die  Punkte  a  und  y 
festgelegt.  Ist  dies  geschehen,  so  bestimmt  man  jeden  Punkt  p  im 
Räume  durch  die  oben  S.  202  unter  a)  bis  c)  angegebenen  Coor- 
dinaten  ip,  o,  0.  Der  Winkel  xp  ist  also  die  Neigung  der  Meridian- 
ebene, in  welcher  p  liegt  (und  zwar  der  halben  Ebene,  welche  auf 
der  einen  Seite  durch  die  Axe  begrenzt  wird),  gegen  eine  feste 
Meridianebene  (0  <  t//  <  2n).  Die  Veränderliche  o  wird  durch  dio 
Gleichung 

Logap      logyp  =  a 
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eingeführt  uud  es  ist  0  der  Winkel,  welchen  die  Kadii  vectores 
mit  einander  bilden,  die  von  p  nach  a  und  y  gezogen  werden 
(0  <  0  <  7i).  Bei  festgehaltenem  xp  ist  der  Ort  von  p  eine  halbe 
Meridian  ebene;  hält  man  a  fest,  so  ist  er  eine  Kugel,  sein  Durch- 
schnitt mit  dem  Meridian  ein  Kreis,  welcher  die  Axe  in  solchen 
Punkten  b,  d  schneidet,  die  mit  dem  Punktenpaare  a,  y  harmonisch 
sind,  also  dieselbe  Piolle  in  dieser  Beziehung  spielen,  wie  das 
Punktenpaar  &0,  d0  oder  bn  dr  Bleibt  endlich  0  constant,  so  ist 
der  Ort  von  p  eine  Kugel,  in  der  Meridianebene  ein  Kreis,  welcher 
durch  die  Punkte  a,  y  gehen  und  die  Kugel  des  constanten  o  ortho- 
gonal schneiden. 

Die  Coordinate  ff  durchläuft  alle  Werthe  von  —  oo  bis  oo.  Im 
ersten  Falle ,  d.  i.  wenn  die  Kugel  m1  die  Kugel  m0  einschliesst, 
fällt  p  für  a=  —  oo  in  a;  während  ff  bis  o{  wächst,  durchläuft  p 
den  ganzen  Raum  ausserhalb  der  Kugel  m,;  wächst  o  weiter,  so 


yp  =  r,  y\)  =  x,  pp  =  q,  L  apy  =  /Lfriy  =  6,  b0m0  =  a0,  &,»*,  =  a, . 


tritt  p  in  die  Kugelschale  ein,  welche  durch  die  Oberflächen  von 
///,  und  /»„  begrenzt  wird,  und  tritt  endlich,  wenn  o  den  Werth  a„ 
überschreitet,  in  die  kleinere  Kugel  m0  ein,,  wo  />  für  o  =  x.  mit 
y  zusammenfällt.  In  dem  zweiten  Falle  liegt  p  für  o  —  —oo  in  a, 
also  innerhalb  der  Kugel  ;»,,  in  welcher  der  Punkt  p  bleibt  bis  o 
gleich  der  negativen  Grösse  ff,  geworden  ist.  Dann  tritt  p  ein  in 
den  unendlichen  äusseren  Kaum  jenseits  dieser  Kugel,  überschreitet, 
während  a  vom  Negativen  zum  Positiven  übergeht,  die  Ebene, 
welche  senkrecht  auf  der  Axe  in  dem  Halbiruugspunktc  der  Linie 


2fiC> 
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ay  steht,  tritt  bei  o  =  a0  in  die  Kugel  m0  ein,  und  fällt  für  o  =  oo 
mit  y  zusammen. 

Bildet  man,  wie  in  den  Figuren,  p  von  y  aus  in  n  ab,  so  dass 
yp  =  r,  y$  —  r  ist,  so  wird  die  Entfernung  q  des  Bildes  n  vom 
Mittelpunkt  (.1  der  concentrischen  Kugeln 

e° 

Q  =  -w 

Ferner  ist  der  Winkel  \>f.ty,  welchen  q,  von  <u  nach  p  ge- 
zogen, mit  der  nördlichen  Richtung  der  Axe  bildet,  gleich 
0  (s.  S.  262,  c).  Denn  die  Dreiecke  apy  und  ytyt  sind  ähnlich. 
Weil  nämlich  f.t  das  Bild  von  a  ist,  so  wird  ay.y/n  =  1;  ebenso  hat 
man  yp.yj)  =  1;  der  Winkel  7^;'a  endlich,  welcher  auf  S.  258  als 
Winkel  C  auftritt,  ist  beiden  Dreiecken  gemeinsam. 

Wiederholend  stelle  ich  einfache  Beziehungen  zusammen,  welche 
oben  gefunden  wurden,  füge  auch  einige  anderen  hinzu,  welche  sich 
sehr  leicht  ableiten  lassen: 

1)  Gegeben  sind  die  Mittelpunkte  m01  m1  und  die  Radien 
a0,  a,;  die  Centrale  f»0m,  heisst  c;  ot  >  a0. 

2)  Bestimmung  der  festen  Punkte  a,  y,  /.i. 
Man  setzt 


al-\-c—a]  .  a  +c2 

2co0  "       —        2co, 

ff0  ist  positiv,  a,  im  ersten  Falle,  d.  i.  wenn  c  < 
zweiten,  wenn  c>  al -f  o0,  negativ. 

yw0  =  ane~%     ymx  =  axe~a*\       <xm0  =  a0ea* 

ab0  =  yb0.e%     abl  =  ybre">- 

2!  =  atl(ea"  —  e~a") 


=  cosffj«; 

o,— ö0,  positiv  im 

am,  =  a,  e°>: 


±aI(eff»  — er-ff«),     ^  =   ^    ,     ay  =  2!. 
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3)  Bestimmung  der  Punkte  ;;  und  |),  der  Linien  r,  r,  q 
durch  a  und  0. 

r  =  yp,     x  =  yp,     rr  =  1 ;       Q  =  ftp] 
o  =  logap  — logyp;       Z_  a/>y  =  Z.  \)f.iy  =  0. 
Man  setzt 

l/cOSff*  — COSÖ  ==  ((7,  0), 

^2      .  1     JT 

r  =  —  =  v    ,_    e'i° . 

4)  Rechtwinklige  Coordinaten  §,  v,  £• 

Der  Anfangspunkt  ist  die  Mitte  zwischen  «  und  y.  Die 
positive  Richtung  der  ,H-Axe  ist  die  nördliche  der  Drehungsaxe; 
die  Axe  der  H  liegt  in  der  halben  Meridianebene,  die  ip  =  0,  die 
Axe  der  Z  in  derjenigen,  welche  \p  =  \n  entspricht. 

fisinia  Isinöcos^         „        fsinösinv 

cosia— cosö  '     '       cosüx —  cosö  '  cosäff —  cosö  ' 


1+e 


a+itf 


§  69.  Das  Problem  der  zwei  Kugeln,  die  sich  nicht 
berühren,  wird  nun  nach  §66,  Nr.  1  gelöst. 

Das  Potential  v  ist  auf  der  Oberfläche  der  beiden  Kugeln  m0 
und  w,  bekannt;  nachdem  einmal  die  Punkte  a  und  y  festgelegt 
sind,  drückt  man  diese  bekannten  Functionen  durch  die  Thomson'- 
scheu  dipolaren  Coordinaten  jedes  Punktes  p0  und  px  der  Flächen 
m0  und  m1  als  Functionen  f0  und  £  aus,  setzt  nämlich 

v  =  /,  (ß,  v)      i,      a  =  ffj . 

Man  bat  also  erstens  ein  solches  Potential  ü  aufzusuchen,  welches 
auf  den  Bildern  der  Grenzflächen,  d.  i.  auf  den  concentrischen 
Kugeln  mit  dem  Mittelpunkte  /ti  und  den  Radien 

ea»  e"> 


sich  resp.  in 
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verwandelt.     Ist  der  Ausdruck  dieser  Function  ü  in  jedem  Punkte 

p  gefunden,  so  hat  man  zweitens  als  Werth  von  v  in  jedem 
Tunkte  p 

(ä)  ...     V  =  TÜ  =    (O,0^\)ei\ 
t|2 

Ks  ist  aber  bereits  im  I.  Kapitel  unserer  Untersuchungen  über 
das  Potential  im  §  2G  die  Aufgabe,  „das  Potential  im  ganzen  Räume 
zu  finden,  wenn  es  auf  den  Oberflächen  zweier  concentrischen 
Kugeln  gegeben  ist",  vollständig  gelöst  (m.  vergl.  die  Formeln 
unter  b)  auf  S.  72),  und  zwar  wurden  dort  die  gewöhnlichen  Polar- 
coorclinaten  zu  Grunde  gelegt.  Der  Winkel  0,  nämlich  apy,  welcher 
hier  bei  den  dipolaren  Coordinaten  eines  der  Bestimmungsstiicke 
von  p  ist,  stimmt  mit  dem  überein,  welcher  bei  den  gewöhnlichen 
Polarcoordinaten  zur  Festlegung  von  p  dient,  nämlich  mit  \\uy ; 
ferner  (in  Bezug  auf  p)  ist  hier  o  dasselbe  was  dort  ;-,  und  xp  hat 
hier  dieselbe  Bedeutung  wie  dort.  Daher  erhalten  wir  t>  durch 
eine  einfache  Substitution  in  die  früheren  Formeln,  und  dann  v 
aus  ö  durch  (a).  Früher  hatte  man  f0(0,  i//)  und  fx(0,  xp)  nach  Kugel- 
funetionen  zu  entwickeln;  jetzt  tritt  aber  als  gegebener  Werth  an 
den  Oberflächen  ein  Produkt  auf,  r0f0  oder  r, /",,  welches,  abgesehen 
von  Constanten,  ist 

(ffo,0)     '        (ff„0) 

Durch  Substitution  der  neuen  Coordinaten  statt  der  alten  erhält 
man  sofort  das  Kesultat: 

Man  entwickele  r0f0(0,xp)  und  /•,/",(#,  *//)  nach  Kugel- 
fuuetionen,  indem  man  setzt 

(30)  . . .    f0(6,  xfj)  =  (<r0,  0) 2  YM(0,  VA 

n=0 

Alsdann  wird  das  Potential  in  dem  Punkte  p  derjenigen 
Schale,  welche  durch  die  Flächen  a  =  ff0  und  o  =  ff,  be- 
grenzt ist  (o,  <  o  <  a„),  wenn  man  setzt  n-\-lr  =  v,  ausge- 
drückt in  den  dipolaren  Coordinaten  o  =  logap  —  \ogyp, 
0  =  Z_  apy,  und  xp 

v = («,  ff)  i  **—$*.  im,  n>)  +  yffi  >v  « *> 

y„=osin(o0— ff,)»'»  T        sin(ff,  —  ajvi 
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Offenbar  bedarf  es  nicht  der  dipolaren  Coordinaten,  um  die  Fort- 
setzung des  Potentials  in  die  beiden  Räume  a<Cal  und  oXj^  (d.  i. 
im  ersten  Falle  in  den  Raum  ausserhalb  m,  und  innerhalb  m0,  im 
zweiten  innerhalb  mx  und  m0)  anzugeben.  Mau  entnimmt  die  Aus- 
drücke unmittelbar  den  Formeln  S.  72,  b).  Für  manche  Zwecke,  z.  B. 
wenn  man  unten  aus  den  Formeln  die  Dichtigkeit  x  einer  idealen 
Vertheilung  von  Masse  auf  den  Kugelflächeu  ermitteln  will,  welche 
v  zum  Potential  hat,  ist  es  aber  vorteilhaft,  den  Werth  von  v  in 
den  drei  verschiedenen  Räumen  durch  dieselben  Coordinaten  aus- 
zudrücken.    Die  Substitution  ergiebt 

(b)  ...     v  =  (o,  0)1  FW(0,  ip)e'(°*-°\      (a  >  cr0), 

(c)  ...     v  =  (o,  0)  J;  Y^{0,  ifi)e^"-^\      0  <  (j,). 

n—O 

Wir  bestimmen  nuumehr  die  Dichtigkeit  der  Masse,  mit  wel- 
cher man  die  Kugelflächen  mQ  und  m1  belegen  muss,  damit  das 
Potential  dieser  idealen  Belegung  auf  den  Kugelflächeu  sich  in  die 
gegebenen  Functionen  f0  und  fx  verwandelt.  Die  Dichtigkeit  der 
erforderlichen  Masse  sei  auf  den  Flächen  x0  und  x,.  Diese  kann 
man  erstens  aus  der  Formel  des  §  23,  S.  73  mit  Hülfe  des  Satzes 
§  66,  2  finden,  wo  gezeigt  ist,  dass  die  Belegung  des  abgebildeten 
Körpers  eine  Dichtigkeit  auf  den  Oberflächen  hat  gleich  r„  resp. 
x\  mal  der  Dichtigkeit  auf  der  Oberfläche  des  Bildes.  Man  erhält 
also  die  gesuchte  Dichtigkeit  durch  Multiplication  der  dort  gefun- 
denen resp.  mit  r*  d.  i.  mit 

L  |]/2        J ' 

resp.  mit  x\. 

Ohne  auf  diese  früheren  Formeln  für  die  Dichtigkeit  zurück 
zu  gehen,  findet  man  die  gesuchte  Dichtigkeit  x0  oder  xx  auch 
direct  durch  Differentiation  des  Potentials  v  nach  den  beiden  in 
einem  Punkte  der  Grenzfläche  errichteten  Normalen.  Benutzt  man 
nämlich  die  auf  S.  252  im  §  66  gegebene  Gleichung  n  —  w.py2,  die 
besagt,  das  die  unendlich  kleine  Normale  im  Punkte  p  gleich  ist 
der  unendlich  kleinen  Normalen  in  p,  und  das  ist  dg,  multiplicirt 
mit  r2,  so  ist  also  die  unendlich  kleine  Normale  in  p,  die  wir  des 
Zusammenhanges  mit  dem  1.  Kapitel  wegen  nicht  n  wie  im  §  66, 
sondern  dn  oder,  nach  der  entgegengesetzten  Richtung,  (hix  nennen 
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gleich 

.  ea      2Ve~°    ,  ida 

+  ^ -, — «vö-  da  =  -\- 


2f    {a,  ey         ^  (a,  ey  ' 

wo  man  die  richtigen  Vorzeichen  zu  wählen  hat.  Auf  den  Be- 
grenzungen o  =  ff,  und  o  =  a0  werden  die  Normalen,  welche  in 
den  Raum  a,  <:  a  <  a0  hinein  gerichtet  sind,  bei  a  =  a,  das  positive, 
bei  ff  =  <70  das  negative  Vorzeichen  erhalten.  Nennt  man  von  den 
beiden  Ausdrücken  (b)  und  (c)  für  v  den  ersten  v°,  den  zweiten  v', 
während  v  der  erste  Ausdruck  sein  mag,  der  im  Baume  o,  <  o  <  a0 
gilt,  so  hat  man 

4x_il_       dv°  -  d(v°-v) 
dn         ön1  dti^        ' 

also,  wenn  man  den  Werth  für  <9n,  setzt, 

_teo  =  i^)L^-v).  fUl.  O  =  ffo 
_imi=(2^L*<?-^   füI  „  =  (7>. 

1  f  da 

Führt  man  die  Differentiation  aus  und  reducirt,  so  entsteht 

_  (g„  ey  -      yr-Y?eK«.-o 

*°  2f?r     S*  e"(ö.-0o)-  e"(«o-a,)  ' 


1  2f7r      „=0     e"^-(T»)—  ev(a-a') 

§  70.  Wegen  der  Bedeutung,  welche  der  Green'schen  Function 
zukommt,-  wollen  wir  dieselbe  aufsuchen.  Es  geschieht  dies,  indem 
wir  in  die  allgemeinen  Formeln  (30)  für  f0  und  £  die  ihnen  zu- 
kommenden speciellen  Werthe  einsetzen,  nämlich  die  reciproken 
Entfernungen  des  Poles  der  Green'schen  Function  von  Punkten  in 
den  Kugelflächen  m0  und  m^.  Hat  dieser  Pol  der  Green'schen 
Function,  der  pT  heisse,  die  dipolaren  Coordinaten  t,  r\  und  to,  so 
ist  seine  Entfernung  von  dem  unbestimmten  Punkte  p  mit  den  di- 
polaren Coordinaten  o,  0  und  \p,  nach  §  66,  gleich 

YP-YPr-Vh  =  r.rT.WTi 
wenn  man  ypr  =  r,  setzt.     Die  gewöhnlichen  Polarcoordinaten  der 
Bildpunkte  p  und  üT  sind  aber 

ea  e1 
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Hieraus  folgt 


pyT  =  )/e-a  —  2ea+T  cösy  +  e2T, 
wo  y  wie  früher  durch  die  Gleichung 

cosy  =  cosj?cosö-f-siu^smöcos(i//— 10) 
gegeben  wird.     Man  hat  daher 

2t     1 _  (ff,  0)0,  q)eKg+T> 


OuÖ 


PPi  »rT      |/e2a  —  2e0+Tcosy  +  e2T  f  Ye2a  —  2e0+Tcosy  +  e2T 

Setzt  man  hier  ff  =  ff0,  so  ist  dies  der  Ausdruck  für  f0(0,  i//),  und 
wenn  man  a  =  a1  macht,  der  Ausdruck  von  fx{0,  xp).  Die  Func- 
tionen f0  und  /"j  sollen  nach  Formel  (30)  entwickelt  werden.  Mau 
hat  also  in  dem  vorliegenden  speciellen  Falle  zu  setzen 

W,  V)  =  T^'  ÖX^  i?)  ie"(,7,-7)Pn(cosy), 

t  n=0 

wo,  wie  oben,  v  für  w  +  i  gesetzt  ist. 

Indem  man  diese  Ausdrücke  in  die  erste  Formel  für  v  einsetzt, 
erhält  man  als  Ausdruck  der  Green' sehen  Function  für  den  Pol 
(t,  t],  w),  der  im  Räume  ox  <  t  <  a0  liegt,  im  Punkte  p  desselben 
Raumes 

G  =  j(c  0)(t,  rj)  2  —- K- "     .    .  ,  , ^ ^PW(cosy). 

Liegen  die  betreffenden  Punkte  (r,  tj,  cd)  und  (ff,  0,  xp)  in  einem  von 
den  beiden  anderen  Räumen,  so  lässt  sich  der  Ausdruck  summiren, 
welchen  man  erhält,  wenn  man  die  Entwickelung  von  f0  oder  /", 
in  die  beiden  Gleichungen  (b)  und  (c)  für  v  einsetzt,  und  man  findet 
für  die  Green 'sehe  Function  in  diesen  Räumen 

t  )f2  ^cosi  (t  —  ff)  —  cos  0  cos  j?  —  sin  0  sin  r\  cos  (xp  —  co) 

Die  Dichtigkeit  einer  Massenvertheilung  auf  den  Oberflächen, 
welche  die  Green'sche  Function  als  Potential  hervorrufen  würde, 
kann  man,  ähnlich  wie  im  allgemeinen  Falle,  durch  Differentiation 
von  G  nach  den  Normalen  n  und  nl  ermitteln,  kann  sie  aber  auch, 
nach  den  allgemein  gültigen  Regeln,  aus  dem  oben  gefundenen  all- 
gemeinen  Werthe   von  v   in    einem    Punkte  {%,  i],  o>)  des   Raumes 


*'mOdOdil>. 
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ox<L  a  <  a„  ablesen,  ohne  vorher  G  abzuleiten.  Denn  nach  (/>)  auf 
S.  90  hat  man,  wenn  x0  und  x,  die  gesuchten  Dichtigkeiten  be- 
zeichnen, (dort  erhielten  beide  denselben  unteren  Index  o)  wenn  doe 
und  (i(\  die  Oberflächenelemeute,  und  fu  und  fx  die  willkürlich  ge- 
gebenen Functionen  sind  in  welche  sich  ein  Potential  v  auf  den  Ober- 
flächen verwandeln  soll, 

v  =  ff*0  L  (0,  </')  do0  +  ff,  fx  (0,  y)  da, . 

Das  Flächenelement  do0  ist  aber   gleich   dem   Flächenelemenl    des 

Bildes  mal  r*,  d.  i. 

f2 
do0  =  ro4^sinöd0<9»/>  -  - — ^—smOdddy, 

so  dass  man  hat 

v  _  vrrn\*  W'M  i » ^^ 

V~V    ./       h  (o0,tf)4    +    '   (^,Ö)4. 

Dieses  muss  mit  dem  Werthe  von  v  in  dem  Punkte  (t,  rj,  to)  des- 
selben Raumes  übereinstimmen,  welcher  im  §  69.  S.  268  gefunden 
war.  Setzt  man  für  Y"  das  bekannte  Doppelintegral,  so  wird  der 
sich  auf  die  Fläche  m0  beziehende  Theil  von  v 

0  0 

Hieraus  folgt  durch  Vergleichung  mit  dem  obenstehenden  Ausdruck 
von  v  schliesslich  als  die  gesuchte  Dichtigkeit  der  Massenbelegung 
auf  der  Oberfläche  der  Kugeln  m0  und  i»,  resp. 

§  71.  Nach  Erledigung  des  im  §  69  gestellten  Problems  gehen 
wir  nunmehr  zu  dem  Falle  über,  dass  die  beiden  Kugeln  >»„ 
und  i»,  sich  von  innen  oder  von  aussen  berühren. 

Man  kann  diesen  Fall  zunächst  als  Grenzfall  desjenigen  be- 
trachten, welcher  uns  beschäftigte;  der  Punkt  y  wird  dann  der  Be- 
rührungspunkt der  beiden  Kugeln  w0  und  mx\  es  fällt  a  mit  y  zu- 
sammen, q  wird  unendlich  und  j.i  liegt  in  unendlicher  Entfernung. 
Die  Bilder  der  Kugeln   sind    unendliche  Ebenen,-  welche    auf  der 
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Centralen  senkrecht  stehen  und  von  y  die  Entfernung-  besitzen  l:2a0 

resp.  l:2ar 

Setzt  man  nämlich,  je  nachdem  die  Berührung  von  innen  oder  aussen  statt- 
findet resp. 

c  =  o,  —  o0  —  J  s\     c  =  at  +  a0 -f-  £e\ 

WO   man   unter  £  eine    unendlich    kleine   Grösse    versieht,    so    wird,     nach    den 
Formeln  auf  S.  264,  im  ersten  Falle 

0*  = 


«o(«.-«o)  '  '    «iOi  —  «o)  ' 

im   zweiten  Falle 

Behandeln  wir  nur  den  ersten  Fall,  so  hahen  wir 

ana.e~ 


V  = 


a1  —  a0 

zu  setzen;   o"  hewegt  sich  zwischen  a0  und  a2,  und   X  wird  unendlich,   wenn  0 
nicht   unendlich  klein  ist.     Setzt  man  o~  =  «t  und   0  =  «j,  so  wird 

Die  letzte  Formel  zeigt,  dass,   während  r\  von  0  an  wächst,   der  Punkt  p  sich 
auf  einer  Ehene  hewegt,  die  von  y  die  Entfernung 


i* 


i/-L--L 


besitzt,    und  die  Bilder  der  beiden  berührenden  Kugeln  die  oben  angegebenen 
Ebenen  sind. 

Ohne  den  Grenzübergang  zu  machen   können  wir  diesen  Fall 
direkt  behandeln,  und  beginnen  dazu  mit  der  Abbildung  einer  un- 
endlichen Geraden  aus  einem  Punkte  y.    Fällt  man  von  y  auf  die 
Gerade  ein  Perpendikel  yb,  welches  wir 
die  Axe  nennen,  und  ist  b  das  Bild  von 
b,  ist  ferner  p  das  Bild  eines  Punktes  p 
der  Geraden,  so  liegt  p  auf  dem  über  by 
als    Durchmesser    beschriebenen    Kreise. 
Denn  Abpy  oo  Atyby,  da  Z-pyö  gemein- 
schaftlich und 

yb.yb  =  1  =  yp.yp 
ist.     Daher   ist   der    Winkel   bei   p   ein 

Rechter.      Zu   pb    parallele   Linien  ^„b,,   und    p,b,  geben   daher   zu 
Bildern  Kreise,  die  sich  in  y  berühren,  von  innen  oder  von  aussen, 

Beine,  Anwendungen  der  Kngelfanctioueu,    2.  Aufl.  lo 
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je  nachdem  die  Parallelen  auf  derselben  Seite  von  y  liegen  oder 
y  einschliessen. 

Dreht  man  die  ganze  Figur  als  (halbe)  Meridianebene  nm  die 
Axe  by,  so  entstehen  ans  den  parallelen  Geraden  parallele  Ebenen, 
aus  den  zwei  Kreisen  zwei  sich  in  y  berührende  Kugeln,  welche 
die  Ebenen  abbilden.  Umgekehrt  sind  auch  die  Ebenen  die  Bilder 
der  Kugeln,  und  diesen  Umstand  verwerthen  wir  auf  folgende  Art 
zur  Lösung  unserer  Aufgabe: 

Es  seien  m0  und  ml  die  gegebenen  Kugeln  mit  den  Radien  a0 
und  a,;  die  Kugeln  berühren  sich  in  einem  Punkte  y.  Von  diesem 
aus  bilden  wir  die  verschiedenen  Gegenstände  ab. 

Die  folgenden  Figuren  stellen,  wenn  m^mi  die  Rotationsaxe  ist, 
die  halbe  Meridianebene  vor;  diese  wird  durch  den  Winkel  ip, 
welcher  der  geographischen  Lage  entspricht,  festgelegt.  Die  erste 
Figur  bezieht  sich  auf  den  Fall,  dass  die  Kreise  sich  in  y  von  innen 
berühren,  welcher  bei  der  Behandlung  einer  Frage  über  das  Gleich- 


yp  =  r,   yb  =  ff,   bp  =  f,   y\  =  ff0,  yb,  =  ff,. 

gewicht  der  Wärme  von  besonderer  Wichtigkeit  ist,    während  die 
zweite  den  Fall  der  Berührung  von  aussen  betrifft,  auf  welchen  die 
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Frage  nach  der  Vertheilung  der  Elektricität  auf  zwei  Kugeln  führt. 
In  beiden  Figuren  stellen  m0,  in,,  60,  6n  b0,  b,,  ebenso  wie  in  den 
früheren  Paragraphen  die  Mittelpunkte,  die  Durchschnitte  der  Kreise 
mit  der  Axe  und  deren  Bilder  vor.  Irgend  ein  Punkt  p  sei  durch 
die  Polarcoordinaten  yp  =  r  und  den  Winkel  0  =  pym0  festgelegt. 
der  zwischen  0  und  n  liegt;  liegt  p  auf  dem  Kreise  w?0  oder  m,,  so 
wird  dem  p  und  den  mit  p  in  Verbindung  stehenden  Stücken  der 
Index  0  oder  1  hinzugefügt.  Das  Bild  von  p  ist  p;  die  rechtwink- 
ligen Coordinaten  von  p  in  Bezug  auf  die  Axe  und  eine  im  An- 
fangspunkt y  auf  derselben  Senkrechte  sind  yb  =  o  und  bp  =  [, 
während  die  von  p,  die  x  und  y  sind,  mit  ihnen  durch  die  Glei- 
ch uuj?  zusammenhängen 

1 
x+iy 


o  —  i\ 

Die  positive  Richtung  der  Axe  geht  von  y  nach  w?0,  die  der  Senk- 
rechten ist  von  y  in  die  Halbebene  hinein  gerichtet.  Der  Ort  des 
Punktes  p  bei  festgehaltenem  o  ist  ein  Kreis,  welcher  die  gegebeneu 
m0  und  m1  in  y  berührt.  Weiter  unten  wird  neben  den  Punkten 
p,  p0,  p1  noch  ein  Punkt,  der  Pol  pT,  auftreten,  dem  wir  die  r  und 
0  entsprechenden  Polarcoordinaten  s  und  rj  geben,  während  den 
Veränderlichen  f  und  o  für  den  Pol  die  Coordinaten  t  und  t  ent- 
sprechen sollen.  Die  Coordinaten  r,  0  resp.  s,  r\  hängen  also  sehr 
einfach  mit  f,  o  resp.  t,  x  zusammen,  und  man  kann  sofort  von  den 
einen  zu  den  anderen  übergehen.  Ich  stelle  zunächst  einige  in  die 
Augen  fallende  Beziehungen  zusammen: 

cosö       ,        sinö  cosw  sin« 

— — >    \  =  — ^—  >    T  =  — -     >    t  =  — -J-\ 


S 


Man  setzt: 


3ft2=:f-2ftcos(i/>-w)  +  t2; 

=  s2  sin2  0  —  2rs  siu  0  sin  rj  cos(i/>  —  w)  -f-  r2  sin2  //. 


Während  in  der  ersten  Figur  p  den  Raum  im  Innern  des 
Kreises  m0,  dann  den  Raum  zwischen  m0  und  m,,  endlich  ausser- 
halb ml  durchläuft,  nimmt  a  —  yb  die  Werthe  au  von  ao  bis  a,. 
von  (j0  bis  on  von  a,  bis  —ex. 

L8* 
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In  der  zweiten  Figur  möge  p  vom  Iunern  des  Kreises  m0  bis 
auf  die  Peripherie  des  Kreises  m0  rücken,  dann  den  Raum  auf  der 
Halbebene  ausserhalb  der  beiden  Kreise  durchlaufen,  schliesslich 
in's  Innere  von  mx  dringen.  Dann  nimmt  o  von  oc  bis  o0  ab,  von 
a0  bis  zu  (dem  negativen)  ff,,  von  ff,  bis  —  oc. 

Der  Werth  des  Potentials  auf  den  beiden  Kugelflächen  w„  und 
m,  sei  zunächst  als  Function  ausser  von  xp  auch  von  r  und  0  ge- 
geben. Indem  wir  statt  r  und  0  die  Veränderlichen  o  und  0  durch 
die  Gleichungen 

n         °  1 

tangfl 


einführen,  verwandeln  sich  jene  Functionen,  die  gleichfalls  als  ge- 
gebene anzusehen  sind,  in  Functionen  von  \  und  xp ;  sie  seien  /"0(j,  xp) 
und  /",(!,  xp).  Das  gesuchte  Potential  v  in  einem  Punkte  p  mit  den 
Polarcoordinaten  r,  0,  \p  wird  also,  ähnlich  wie  S.  268  im  §  G9,  aus- 
gedrückt durch 


(a)...     v-  —  0  =  D]/f2+aa, 

wo  ü  eine  Function  von  a,  f,  ?//  ist,  ein  Potential,  welches  für  o  =  tx0 
und  ff  —  ffn  d.  i.  auf  den  beiden  unendlichen  Ebenen,  die  auf  der 
Axe  in  b0  und  b,  senkrecht  stehen,  die  gegebenen  Werthe 

annimmt. 

Man  kennt  eine  solche  Function  0  bereits  aus  dem  4.  Kapitel 
§  55;  sie  wird  durch  drei  verschiedene  analytische  Ausdrücke  ge- 
geben, die  gelten,  je  nachdem  p  in  dem  einen  oder  dem  anderen 
von  den  drei  Räumen  oc  >  o  >  a0,  o0  >  a  >  ff,;  ff,  >  ff  >  —  <x> 
liegt.  Setzt  man  die  dort  gefundenen  "Werthe  von  u  in  (a)  ein  und 
nennt  den  sich  hieraus  ergebenden  Ausdruck  für  den  zweiten  Raum 
schlechtweg  v,  für  den  ersten  und  dritten  v°  und  v',  so  findet  man 
schliesslich  das  gesuchte  Resultat: 

Stellt  t  hier  einen  Integrationsbuchstaben  vor,  der  f  entspricht, 
und  setzt  man 

(31)  ...     &  =  }/p-2jtcos(v;-w)+t3, 
so  wird  im  Räume  ff,  <  ff  <  ff„  das  Potential  v  gleich 

•2n    J       |/t!+o;./  J      S].a.(<7„-<J,) 
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wenn  der  zweite  Theil  der  rechten  Seite  (1,  0)  den  Ausdruck  be- 
zeichnet, welcher  aus  dein  ersten  durch  Yertauschung  der  Iudices  0 
und  1  untereinander  entsteht. 

Ferner  findet  mau  für  den  Kaum  a  >  o0 

0  I  *      I    G0    0  (l 

mau  kann  die  rechte  Seite  auch,  wie  es  im  §  55,  a)  mit  einem  ähn- 
lichen Integrale  geschah,  durch  ein  zweifaches  Integral  ersetzen  und 
hat  dann 


vn  =  - 


2n        d\J  J        ^ö-^Vi^ 


Vertauscht  mau  endlich  in  den  beiden  Ausdrücken  für  v°  den 
Index  0  mit  1,  so  hat  man  v'. 

Den  Ausdruck  von  v  verwerthen  wir,  wie  am  Schluss  des  §  70, 
um  die  Dichtigkeit  x„  und  x,  der  Massenbelegung  zu  finden, 
welche  der  Wirkung  eines  im  Räume  o1<.o<.o0  befind- 
lichen Poles  entspricht.  Da  das  Flächenelement  des  Bildes 
der  Kugelfläche,  welche  einem  bestimmten  Wertlie  von  a  angehört, 
d.  i.  der  entsprechenden  Ebene,  ]ö\dip  ist,  also  das  der  Kugelfläche 
...M  \d\dw 

•*w**  =  -$$$?> 

so  findet  man,  wenn  der  Pol  pz  (s.  o.)  die  Coordinaten  x,  t,  to  hat, 
für  die  Dichtigkeit  in  Punkten  p0  =  (a0,  6,  %u) 

und  die  Dichtigkeit  xt  in  Punkten  O,,0,  ?//),   wenn  man  o0  mit  a, 
vertauscht. 

Die  Green'sche  Function  in  einem  Punkte  p  —  (a,  f,  if>)  des- 
selben Raumes  o^o  <.of),  wenn  auch  der  Pol  pT  =  (r,  t,  w)  in 
eben  demselben  liegt,  ist 


f 


G  =  j/f4Vj/t2+*ax 

„    x  .  ,  j(m)dk 

(e^-^sin(r - ot)U  +  e*<«   •> sin (a0 -t)h)  ^^      gj^t 


Es  zeigt  sich  dies  durch   eine  einfache  Rechnung,    wenn   man  be- 
achtet,   wie  die  Entfernung  zweier  Punkte  p  und  //  mit  der  ihrer 
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Bilder  p  und  p'  zusammenhängt.     Mau  hat  nämlich  nach  §  66 

py.p'y.pp'  =  pp', 
und  findet  hieraus 

während  mau  zugleich  hat 

W>  =  (<F-a')8+f-2ffco8(V/-v')  +  |,a. 

A\'ir  handeln  hier  über  den  Zustand  des  elektrischen  Gleich- 
gewichts, welcher  durch  die  Einwirkung  eines  Punktes  pz  mit  der 
Masse  1  in  einem  Leiter  hervorgebracht  wird.  Heisst  der  Leiter  K,  so 
ist  (S.  61)  das  Gesammt-Potential,  d.  i.  des  Massenpunktes  uud  der 
auf  K  vertheilten  Elektricität,  in  K  eine  Constante.  Verbindet  man 
K  durch  den  Leiter  L  mit  der  Erde,  wr  eiche  als  unendlich  gross 
betrachtet  wird,  so  ist  das  Gesammt-Potential  im  Körper  wiederum 
eine  Constaute,  aber  Null.  Dies  Potential  ist  jedoch  nicht,  w7ie  früher, 
ein  nur  vom  Massenpunkt  pT  und  von  K  herrührendes,  sondern 
nocb  um  das  des  Leiters  L  und  das  der  Erde  zu  vermehren.  Nur 
mit  Annäherung  kann  man,  in  geeigneten  Fällen,  das  von  L 
und  der  Erde  herrührende  Potential  vernachlässigen;  dann  ist  also 
die  Summe  des  von  pT  und  K  herrührenden  Potentials  gleich  Null 
zu  setzen,  und  nur  dann  lässt  sich  —  aber  nur  näherungsweise  — 
die  elektrische  Dichtigkeit  durch  diejenige  ersetzen,  wrelche  der 
Green'schen  Function  entspricht.  So  würde  z.  B.  der  angenäherte 
Werth  der  elektrischen  Dichtigkeit  auf  einer  nicht  isolirten  leitenden 
Kugel  durch  x0  auf  S.  95  ausgedrückt  werden,  wenn  der  Radius  der 
Kugel  gross,  und  der  Leiter  L  an  einem  solchen  Punkte  der  Ober- 
fläche der  Kugel  K  angebracht  ist,  welcher  möglichst  weit  von  pr 
entfernt  liegt,  und  wenn  endlich  der  Punkt  der  Kugelfläche  für  den 
man  x0  ermitteln  will,  sich  möglichst  nahe  bei  p,  befindet. 

Dass  man  (wenigstens  in  der  Regel,  S.  u.)  nicht  die  der  Green'- 
schen Function  für  K  allein  entsprechende  Dichtigkeit  mit  der  elek- 
trischen verwechseln  kann,  sondern  die  Green'sche  Function  für 
K,  L  uud  die  Erde  zu  Grunde  legen  muss,  ist  mehrfach  übersehen 
worden,  vielleicht  in  Folge  einer  Aeusserung  von  Green  an  einer 
Stelle*),  an  welcher  er  über  die  Existenz  und  Bedeutung  der  Green'- 


*)  Crelle,  Journal  f.  M.  Bd.  -1-4,  S.  366:  An  Essay  on  thc  application  of 
mathematical  analysis  to  the  theories  of  Electricity  and  Magnetism,  No.  5;  oderMathc- 
matical  Papers  of  thc  latc  George  Green,  edited  by  Ferrers.    London,  1871.    S.  32, 
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sehen  Function  baudelt.  M.  vergl.  S.  89.  Wir  haben  bereits  auch 
solche  Körper  K  behandelt,  in  welchen  die  Dichtigkeit  der  Green'- 
schen  Function  mit  der  elektrischen  wirklich  übereinstimmt,  als 
nämlich  K  ein  unendlicher  Cyliuder  oder  Kegel  war.  Dort  niuss  die 
Summe  G—T  gerade  die  Constante  0  sein,  weil  diesen  Flächen  un- 
endlich entfernte  Punkte  angehören. 

So  auch  werden  wir  hier  die  Aufgabe  über  die  elektrische 
Dichtigkeit  einer  Kugel  m0,  die  eine  unendliche  ebene  Platte  be- 
rührt, und  von  dem  Punkt  pT  mit  der  Masse  —1  elektrisch  erregt 
wird,  genau  lösen  können,  indem  wir  in  unseren  Formeln  für  x0 
und  Xj  den  Radius  ax  unendlich  werden  lassen.  Die  genaue  Formel 
wird  man  dann  mit  dem  oben  erwähnten  angenäherten  Werthe  für 
x0  auf  S.  95  vergleichen  können,  welcher  gewöhnlich  als  Ausdruck 
der  Dichtigkeit  der  elektrischen  Masse  für  eine  mit  der  Erde  in 
Verbindung  gesetzte  Kugel  gegeben  wird.  In  den  hier  gebrauchten 
Zeichen  ist  dieser  Näherungswerth 


±na0         pp* 

In  den  obigen  Formeln  lassen  wir  den  Radius  a,  dadurch  un- 
endlich werden,  dass  wir  o1  =  0  setzen.  Die  Kugel  m0  berührt  die 
unendliche  Platte  (die  unendliche  Kugel  m,)  in  y;  der  elektrische 
Massenpunkt  —1  ist,  wie  oben,  der  beliebig  gelegene  pT.  Für  die 
elektrische  Dichtigkeit  in  einem  Punkte  p0  =  (d0,  f,  \p)  der  Kegel- 
fläche m0 ,  resp.  im  Punkte  p,  =  (0,  f,  xp)  der  Fläche  m, ,  d.  i.  der 
Platte,  findet  man  daher 

2*,0  = '  '•+ *  rt+°-'  J  anar  '<**>»  dl> 

ü  ° 

Ü  U 

Die  Quotienten  der  Sinus  unter  dem  Integrale  lassen  sich  in 
die  Reihen  resp. 

Jr  e-;.[(2«+l)ö0-T]  _  e-/[(2»+l)o„+T] 

«=0 

£  e-X[2nolt+i]  _  e-A[(2«+2)ff0-7] 

verwandeln.     Nach  I.  197  (<5)  ist  aber 

/  e-"Kf(?mxdi  =     ,    a    — , 
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so  dass  mau  hat 


(2n-f-l)ff0— r 


-»  >/(2Ma0+T)M-:K-' 


:){■ 


Setzt  man  für  die  neuen  Coordinaten  f,  <r,  t,  t  die  Polarcoordinaten 
r,  0,  s,  rj,  so  verwandelt  sich  das  Glied  der  Summe  2",  für  welches 
n  Null  ist,  auf  der  rechten  Seite  des  Ausdrucks  von  2nxin  in  dem 
speciellen  Falle,  dass  der  elektrische  Massenpunkt  pT  auf  der  Axe 
selbst  liegt,  abgesehen  von  dem  Vorzeichen,  in  den  oben  angegebeneu 
Ausdruck  (6),  den  wir  als  Näheruugswerth  in  gewissen  Fällen  be- 
trachten durften. 

Die  hier  angegebenen  vollständigen  Werthe  von  x„  und  xt  lassen 
erkennen,  wie  diese  Ausdrücke  auch  durch  eine  Reihe  von  soge- 
nannten Spiegelungen  gefunden  werden  können. 

S  72.  Bei  dem  Problem  der  zwei  Kugeln  waren  ausser  dem 
Winkel  xp,  der  die  verschiedenen  Meridianebeneu  bestimmt,  noch 
zwei  Coordinaten  o  und  0  einführt. 


b^v  b0       <y    7ti0  bt  m±  cl0 


d, 


Der  geometrische  Ort  aller  Punkte  p  mit  gleichem  a  war  in  der 
Meridianebene  ein  Kreis,  der  dadurch  bestimmt  ist,  dass  mau  hat 
log  ap  —  log  yp  =  a. 

Hält  man  dagegen  0  fest,  so  ist  im  Meridian  der  Ort  der  Punkte 
p  mit  gleichem  0  ein  Kreis  über  der  Sehne  ety,  der  den  L.  0  in 
der  Art  fasst,  dass  man  hat  Z.  apy  =  0.  Das  Bild  p  dieser  Punkte 
/>  durchläuft  die  unendliche  Gerade  ^p,  welche  einen  Z.  0  mit  tiy 
bildet,  wenn  (.i  das  Bild  von  a,  bei  der  Abbildung  von  ;'  aus,  be- 
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zeichnet.  Dreht  mau  die  ganze  Figur  um  die  Axe  ay,  so  erhält 
man  zwei  Flächen.  Die  erste,  die  wir  in  diesem  Paragraphen 
schlechtweg  die  Rotationsfläche  nennen,  ist  die  Fläche,  die  durch 
Rotation  eines  Kreissegments,  welches  den  L.  0  fasst,  um  die  über- 
spannende Sehne  ay  erzeugt  wird. 
Die  andere  ist  ein  Kegel,  dessen 
Seite  /.ip  einen  L.  0  mit  der  Richtung 
(.iy,  der  nördlichen,  einschliesst.  Der 
Rotationskörper,  von  y  abgebildet, 
hat  daher  den  Kegel  zum  Bilde. 
Beide  Flächen  werden  durch  Rota- 
tion der  nachstehendeu  Figur  um 
ay  erzeugt  (y/Li.ya  =  1). 

Dringt  man  von  der  Oberfläche  des  Rotationskörpers  in's 
Innere  hinein,  so  wächst  0  bis  n.  Von  einem  Punkte  sagen  wir, 
er  befinde  sich  im  Innern  eines  Halbkegels,  wenu  er  in  dem  Theile 
liegt,  welcher  die  kleinere  Oeffnung  hat.  In  der  vorliegenden  Figur 
ist  0  ein  stumpfer  Winkel,  daher  seine  Axe  nach  Süden  (/na)  ge- 
richtet, die  Oeffnung  a/np  gleich  n  —  0.  Wenn  p  in  das  Innere 
des  Rotationskörpers  dringt,  so  dringt  das  Bild  p  gleichfalls  in's 
Innere  des  Kegels.  Anders  verhält  es  sich,  wenn  6  ein  spitzer 
Winkel  wird.  Die  Axe  des  Kegels  ist  dann  /.iy,  nach  Norden  ge- 
richtet, die  Oeffnung  des  Kegels  y/up  ist  #,  und  wenn  p  in's  Innere 
des  Rotationskörpers  dringt,  so  geht  das  Bild  p  in  den  äusseren 
Raum  des  Kegels.  Des  kürzeren  Ausdrucks  halber  betrachten  wir 
da,  wo  eine  Trennung  der  beiden  Fälle  erforderlich  wäre,  nur  deu 
ersten,  den  Fall  der  Figur;  wir  beschränken  uns  auch  auf  die  Unter- 
suchung eines  vollen  Rotationskörpers,  dem  der  bestimmte  Werth 
00  von  0  angehöre,  und  übergehen  die  Behandlung  der  Schale, 
welche  durch  die  Rotation  von  zwei  Segmenten  mit  gemeinschaft- 
licher Sehne  ay  um  diese  Sehne  entsteht,  deren  Bild  durch  die 
Mäntel  zweier  Kegel  mit  gemeinsamer  Axe  und  gleichem  Scheitel 
gegeben  wird. 

Will  man,  nach  Herrn  Mehler,  das  Potential  v  des  Rotations- 
körpers im  Punkte  p  des  Raumes  aufsuchen,  wenu  es  auf  der  Ober- 
fläche dieses  Körpers  bekannt  ist,  so  denke  man  sich  v„  in  p0  als 
Function  von  o  und  xp  durch  die  Gleichung  gegeben 

v„  =  b\o,  ip). 
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Dann  muss  man  (S.  254)  das  Potential  D  für  den  Kegel  in  p  auf- 
suchen, wenn  du  gleich  r0  v„  wird,  d.  i. 

»„  =  rPo  •  ^ein- 
schliesslich ist 

v  =  yp.r>] 

beschränken  wir  uns  auf  die  Aufstellung  des  Potentials  v  im  Punkte 

p  des  äusseren  Raumes  unseres  Rotationskörpers,    so    haben  wir 

daher  (s.  o.)  auch  0  nur  für  den  äusseren  Raum  des  Kegels  zu 

suchen. 

Diese  Function  wird  durch  §  65,  S.  243  gegeben;  die  dortige 

Bezeichnung  muss  man,  um  sie  mit  der  Bezeichnung  dieses  Kapitels 

in  Einklang  zu  bringen,  so  abändern,  dass  was  dort  r,  q,  a  heisst 

in  unser  q  oder  yp,  logg  oder  a — log2f,  undr  — log2f  umgetauscht 

wird.    Ferner  ist  die  für  die  Oberfläche  gegebene  Function  dort 

— /-(log^i//)  =  -—  /"((j-log2f,  v) 

bei  uns  ypQ.F(o,\p).  Setzt  man  diese  Werthe  ein  und  setzt  wie 
dort  t  für  Xy,  so  giebt  die  am  Schluss  des  §  68  befindliche  Zu- 
sammenstellung uns  folgenden  Ausdruck  für  das  Potential  v  des 
Rotationskörpers  im  äusseren  Punkte  (a,  6,  tp): 

(ff,  &)    »,  f*a     f~F(j,<o)d%  r  *(<*>*  6)  /-%         r,        xa 

W-^  eV_m  -MJ7    tf^™«*-*)«»'&-")a* 

Handelt  es  sich  um  die  Green 'sehe  Function  für  den  Rotations- 
körper, so  hat  man  für  F(ö,  xjj)  die  reeiproke  Entfernung  p0pT,  d.  i. 
des  Poles  pT  mit  den  Coordinaten  x,  tj,  w  vom  Punkte  p0  einzu- 
setzen. Man  kann  aber  diese  und  die  entsprechende  Dichtigkeit 
der  Belegung  auf  der  Rotationsfläche  auch  direct  aus  den  im  §  65 
für  die  entsprechenden  Stücke  beim  Kegel  aufgefundenen  Ausdrücke 
zurückführen.    In  der  That  ist,  wenn  man  von  y  aus  abbildet  (S.  252) 

PPt  =Wi-YP-7Px,    r  =  yp, 
daher  der  Werth,  den  n0  bei  der  Green'schen  Function  annimmt, 

ö  =       Wo =  _j L_. 

Die  Function  ü  ist  also  das  Produkt  von  yp,  und  der  Green'schen 
Function  des  Kegels  für  den  Pol  pf  in  p.  Setzt  man  den  Werth 
ein,    so   wird    die  Green'sche  Function  für   den  Rotationskörper, 
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wenn  der  Pol  im  äusseren  Räume  Hegt, 

f'(cos?y)f(cos0)f-(—  cos  0„).  cos/*  (ff  —  t) 


f 


d(.i. 


{(cosöjcos^m 

Die  entsprechende  Dichtigkeit  ist  nach  S.  255  gleich  dem  Pro- 
dukte von  (yüj3  mal  der,  welche  ü0  augehört,  d.i.  gleich  dem 
Produkte  von  (ypoy(y^{)  mal  der  dem  Kegel  im  Punkte  ü0  für  den 
Pol  pf  augehörenden.    Dies  giebt 

21  "n  "sin  Ö0      y      t(cos0o) 


Siebentes  Kapitel. 

Der  Riug.     Kugelkalotte. 

§  73.  Herr  Carl  Neumann  hat  gezeigt  *),  wie  man  die  Coor- 
diuaten  von  Thomson  verwerthen  kaun,  um  Untersuchungen  über 
das  Potential,  welche  den  früheren  entsprechen,  auch  für  eiueu 
Ring  zu  führen.  Ein  solcher  Ring  entsteht,  wenn  ein  gegebener 
ganzer  Kreis  um  eine  gegebene  Axe  gedreht  wird,  welche  sich  in 
seiner  Ebene,  aber  ausserhalb  des  Kreises,  befindet. 

In  der  Figur  auf  S.  265  ergänze  man  die  Halbkreise  zu  ganzen 
Kreisen;  ml  sei  der  gegebene  Kreis  mit  dem  Radius  at ,  den  man 
um  die  gegebene  Axe  der  Z  dreht.  Von  m1  fälle  man  auf  diese 
Axe  das  Perpendikel  m,1bl^  welches  die  Axe  Z  in  A  trifft.  Diese 
Linie  sei  die  Axe  £.  Die  Linie  wird  positiv  in  der  Richtung  von 
A  nach  mx  gezählt.  Man  wählt  danu  auf  Ami  zwei  Punkte  a,  y, 
so  dass  A  sich  in  ihrer  Mitte  befindet  und  a,  &,,  y,  dt  harmonische 
Punkte  sind.  Bezeichnet  man  die  gegebene  Entfernung  Amx  mit 
e,  die  unbekannte  Entfernung  Aa  =  Ay  mit  f,  so  hat  mau  bekannt- 
lich (e  -j-  t'Xe  —  0  —  an  findet  also  i  und  damit  die  Lage  von  a  and 
y  durch  die  Gleichung 

f3  =  e'—a]. 


*)    Theorie  der  Elektricitäts-  und  Wärme- Vertheilnng  in  einem  Hinge.    Halle, 
1864;  51  S. 
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Die  Linie  Aymy  in  der  Lage,  in  welcher  sie  sich  vor  der  Drehung 
befindet,  sei  die  Axe  der  x,  die  Axc  Z  die  der  :•.  Wir  drehen  die 
halbe  Meridianebene,  d.  h.  die  Halbebene,  in  welcher  der  ganze 
Kreis  mt  liegt  und  die  durch  die  Axe  Z  begrenzt  wird  (oder  für 
welche  die  £  positiv  sind),  um  die  Axe  Z.  Der  Drehungswinke] 
sei  xp;  ist  derselbe  %7i,  so  befindet  sich  die  Axe  S  in  einer  Lage, 
die  wir  als  Axe  Y  bezeichnen. 

Am  Eingange  des  §  67  wurde  bereits  erwähnt,  weshalb  die 
einfache  Anwendung  der  Methode  der  Abbildung  hier  nicht  zum 
Ziele  führt;  man  erreicht  aber  dasselbe,  wenn  man  berücksichtigt, 
dass  die  Differentialgleichung  Jv  —  0  sich  wesentlich  vereinfacht, 
wenn  sie  sich  auf  irgend  welche  Rotationskörper  bezieht.  Ist  näm- 
lich die  Axc  Z  die  Rotationsaxe,  liegt  wie  bei  uns  die  rotirendo 
Figur  in  der  Meridianebene  %Z,  so  führt  man  für  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  x,  y,  z  eines  Punktes  p  des  Rotationskörpers  die  recht- 
winkligen  £,  C  des  Punktes  in  seiner  Meridianebene    ein,    indem 

man  setzt 

x  =  £cosi//,     y  =  |sint/>,     %  =  £. 

Man  hat  dann  für  das  Quadrat  des  Linienelemeutes,  dessen  Be- 
deutung für  die  Einführung  neuer  Coordinaten  man  aus  I.  308  kennt 

dx2+dy*-\-d~J  =  ^di/r+d^-f-d^. 
Gelingt  es  für  die  rechtwinkligen  Coordinaten  £,  £  der 
Punkte  in  einer  Ebene  allein,  der  Meridianebene,  ortho- 
gonale Coordinaten  /.i,  v  einzuführen,  so  nimmt  die  Gleichung 
Jv  —  0  dieselbe  einfache  Form  an,  wie  I.  308.  Die  dritte  von  den 
drei  orthogonalen  Coordinaten  ist  nämlich  xp.     Setzt  man 

so  erhält  man 

£      öxp'2  +  ö^V  m    dp  '  +  dv  V  Dl     dv  '  ' 
In  dein  uns  vorliegenden  Falle  kennt  mau  bereits  die  geeig- 
neten orthogonalen  Coordinaten  für  £  und  C;  sie  sind  o  und  0,  und 
zwar  hat  man  (vergl.  den  Schluss  des  §  68) 

c_  ftsinior  r  fsinö 


cosio—  costf  '  cosia  —  costf  ' 

wenn    mau   0  nicht  mehr  wie  früher  von  0  bis  n   zählt,   sondern 
von   —  n   bis  n,   selbstverständlich    von   —  n  bis  0  für  negative  C. 
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Dagegen  wird  man  o,  wo  wie  früher 

loga  ==  log  ap  —  logy/> 
ist,  nicht  mehr  von  —  oo  bis  oc,  sondern  von  0  bis  <x>  zählen.    Um 
die  Bezeichnungen  zusammenzustellen,  sei  hier  sofort  bemerkt,  dass 
wir  wieder  das  dem  Punkte  pT  entsprechende  o  und  xp  mit  r  und 
co  bezeichnen,  und  setzen 

era  =  X,     c-T  =  l{ . 

In  dem  vorliegenden  Falle  ist  das  Quadrat  des  Linienelementes, 
wie  die  vollständige  Differentiation  von  £  und  t  nach  o  und  0  zeigt, 

(cosio  —  cosOy  L  r  -" 

während  man  für  den  Fall  der  zwei  auseinander  liegenden  Kugeln, 
der  im  vorigen  Kapitel  behandelt  wurde,  für  dies  Quadrat 

-. r-^-  —^[do2±d02i  shrö.d^] 

(cos  «a  — cos  0)'  L  ^  J 

gefunden   hätte.     Hiernach  verwandelt   sich    die  Gleichung 
Jy  —  0  im  vorliegenden  Falle  in  die  folgende 

d    T  siniff     öv  "1         ö    T  siniff     dv  ~]  1  d2v     _ 

öö"  L(ff,  0)2  lfo\  +  Ö0~  L(a,  0)2  ~W\  ~  smoi(o,0y  IhjS  ~~ 

Der  leichteren  Vergleichung  halber  füge  ich  die  Gleichung  hinzu, 
die  man  in  dem  Falle  des  vorigen  Kapitels  erhalten  hätte, 
ö    f  sinö     öv  1        d    [  sinfl     dv  1   ,  1  (32v 


r  sinfl     dv  1        a    ["  sinfl     dv  1 1_ 

l(a,  ey  du  J +  do  l(o,  ey  de  J +  smö(t 


=  0. 


öa  L(ff,ö)2    öaJ  '    öö  L(a,0)2    d0J  '    sin0(<r,0)a  d*//2 

§  74.  Wir  entwickeln  nun  die  reeiproke  Entfernung  7'  zweier 
Punkte  mit  den  dipolaren  Coordinaten  o,  0,  xp  und  x,  y,  to  in  eine 
Reihe,  deren  Form  für  die  ferneren  Untersuchungen  geeignet  ist, 
nämlich  nach  Cosinus  der  Vielfachen  von  0  —  rj  und  zugleich  nach 
Kugelfunctionen,  aber  nicht  mit  einem  ganzzahligen,  sondern 
mit  einem  gebrochenen  oberen  Index,  der  die  Hälfte  einer 
ungeraden  Zahl  ist. 

Durch  Einführung  dieser  Coordinaten  erhält  man  offenbar 

IV'2  ]/g_Cos(ö-iy)  ' 

wenn  man  zur  Abkürzung  setzt 

§  =  cosiffCosk-j-sin?'(Jsinircos(i//  — w). 
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Während  die  Entwickelang  eines  Ausdrucks 
(1  —  21  cos  q>  -f-  A  ■)-» 

nach  aufsteigenden  Potenzen  von  X  als  Coefficienten  von  X"  eine 
Kugelfunction  erster  Art  P''(cos<p)  giebt,  so  führt  die  Entwickelung 
desselben  Ausdrucks  nach  Cosinus  der  Vielfachen  von  qn  auf  die 
Kugelfunction  zweiter  Art  von  cosia.  In  der  That  hat  man  nach 
der  bekannten  Entwickelung  von  Gauss  in  der  Abhandlung  über 
die  hypergeometrische  Keihe  (Werke  III.  129),  d.  i.  nach  der  ersten 
Formel  I.  300,  wenn  man  dort 

aM-62 
2ab      ~  h 

setzt,  eine  Gleichung,  die  sich,  nach  Einführung  der  Kugelfunction 
zweiter  Art  (I,  (19)  und  (38,  b))  in 

yj  —  cos(ö  —  j])  ™ 

verwandelt.     Hier  kann  man  auch  Ql~*  durch  die  Formel 

einführen. 

Man  findet  also  die  Entwickelung 

T  =  2  (<^XM)  J.  0-i(,)coS,(fl  -  ,). 


Dieselbe  Formel  für  Q  wie  oben  ergiebt  sich,  wenn  man 

77   cosvqfu/qp 
0 


/ 


]/j  — cosqp 
nach  I.  157  in 

(— l)y         p  d*(l-xy-i        dx 
1.3...(2i>— 1)./  — dxv~~  j/^T^ 

verwandelt.     Nach  v  maliger  Integration  durch  Theile  geht  dieser 

Ausdruck  in 

1     p(l-x*y-i        _    p[u(l-u)]"-idu 
VJ_X    (l-x)v+>     X~4     (S-2«  +  l)"-H 

über.     Eine  Entwickelung  nach  absteigenden  Potenzen  von  3  ver- 
schafft sofort  die  frühereu  Formeln. 
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Diese  Gleichung-  giebt  Qv~*  durch  ein  zwischen  0  und  n  ge- 
nommenes Integral,  nämlich 

Q     '(cosaO  =  /  Y    y =  y  A  /  y   y    —  • 

^      |  2cos<ri— 2cos<)p  ^       yl— 2Acosqp-|-Aa 

Differentiirt  man   die  vorstehende  Gleichung  (.i  mal  nach  cosff»,  so 
hat  mau  also  @£~*(cosff*)  durch  das  Integral 

/"  cos  vq>dg> 

(1— 2A  cos  g>4- **)«+* 

ausgedrückt. 

Schliesslich  führt  man  für  ()($)  seinen  durch  das  Additions- 
theorem 1,(55)  gegebenen  Ausdruck  ein.  Denkt  man  sich  t>  o, 
so  erhält  man  die  gesuchte  Entwickelung 

i*    t       /     m/-       >t  v"  cosv(0  — ??) 

J£'Pu    a(C0Sffi)C^    '(cOST0cositf(V"~W)" 

Die  Kugelf unetionen  P  und  0?  welche  hier  auftreten,  unter- 
scheiden sich  von  den  in  den  ersten  Kapiteln  vorkommenden  da- 
durch, dass  dort  der  obere  Index  eine  ganze  Zahl,  hier  eine  halbe 
ungerade  Zahl  ist.  Man  kann  dieselben  nach  den  Formeln  des 
ersten  Bandes  auf  verschiedene  Art  ausdrücken.  Z.  B.  hat  man 
nach  I,  (38,  b) 

Qvu  a(cosri) 
2"+i         2.4..  .2v         /**o        .....        .  .     ,       .      . 

=  -     —  •        0    r yzr -^  /       (COSlT+lSnUTCOS?u),_*COSU*l>tfV, 

TC  1.5.3. ..(.ZV—  \)J 

K  '    0 

wo  va  =  ^log(costT  +  l)  —  ^-log(costT  —  1)  ist,  und  aus  I,  207 

P'-WffO  -     1     3.5.. .(2,-1)  f"  cos^tfy 

r^    ^ooBai;       2v+i  2.4.. .(2v— 2)7      (cosi<r  +  tsmiffcosg))''+* 

Man    kann  aber   auch   die    zweite  der  I.  219    unter  3  gegebenen 
Reihen  anwenden  und  hat 

Endlich  erhält  man  auch  eine  ähnliche  Reihe  für  P,  nämlich 

PjT'(cosffi) 


/ 
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Die  letzte  Form  findet  man  aus  der  Gleichung  für  Q,  wenn  man  bemerkt, 
dass  die  Differentialgleichung  der  hypergeo metrischen  Reihe  F(ct,ß,y..r)  all- 
gemein auch  ein  Integral  F(a,  ß,  a-\- ß-\- \ —y,  \ —x)  besitzt.  Dadurch 
erhält  man   aus 

FCi  +  zu,  v  +  ^u+i.  w+i.  *8) 
die  zweite  Lösung 

Dasselbe  ergiebt  sicli  durch  eine  directe  Umformung  ans  dem  vorstellenden 
Ausdruck  von  V  durch  ein  Integral.  Dieses  ist  (abgesehen  von  dein  constanlen 
Paktor  vor  dem  Integral) 

,»•+*  fn cos /u(p dq> 

J      (l-(l-^cos9W+*" 

Entwickelt  man  den  Nenner  nach  dem  binomischen  Lehrsätze  und  benutzt  die 
Formel 

die  verlangt,  dass  von  den  (positiven)  Zahlen  et  und  ,u  die  erstere  die  grössere 
sei,  so   erhält  man  sofort  die  Gleichung  für  P. 

Auch  die  Reibe  für  Q  lässt  sich  durch  Transformation  des  Integrals  finden. 
andere  Formen  für  die  Functionen  Pu  und  Qfl,  die  hier  auftreten  mit  einem 
oberen  Index  v  —  ^ ,  findet  man  aus  den  im  I.  Baude  angegebenen  Ausdrücken 
für  diese  Functionen  mit  ganzzahligem  oberen  Index.  So  giebt  die  Form  1.  221 
im  vorliegenden  Falle  die  beiden  Lösungen  PVJ~ *(coso"j)  und  Qy~ '(cosert)  in 
der  mit  den  oberen  oder  resp.  mit  den  unteren  Zeichen  versebenen  Lösung 

(4e-r*(*-*  *+- '+-  -ffilr2L> 

Man  findet  als  schliessliches  Resultat  T  auch  in  der 
Form 

l  v=0  fj=ö  Ct  r         llf.1  1LV 

Hier  ist  gesetzt 

e-o  =  A,     e~z  =  l  ;       A   <  A  <  1 ; 


(o,  0)  =  ycosoi  —  cos#,     (t,  j?)  =  j'costi—  cos?;. 


Wir  wenden  die  vorstehenden  Entwicklungen  auf  die  Lösung 
von  Aufgaben  über  das  Potential  an: 

Führt  man  in  die  Gleichung  des  Potentials  v,  d.  i.  in  Jv  =  0, 
statt  v  eine  neue  Veränderliche  u  durch  die  Gleichung 

v  =  (<x,tf)D 
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ein,  so  erhält  mau  (vergl.  S.  285) 

-5-j-  4"  «COtgfft-5 T"3Z2 •    2     •      n     ••    +lÖ=0. 

da2  °      da        d02        sm2ö7    di/r       4 

Man  entwickele  ö  in  eine  nach  Sinus  und  Cosinus  der  Vielfachen 
von  6  und  xp  geordnete  Reihe 

8        00  00 

2'  2£' cos  (tip  cos  v0.suv, 

wo  Sf,v  eine  Function  von   a  allein  bezeichnet   und  das  vor  dem 

ganzen    stehende    j^  bezeichnet,   dass  man    zu    der  vorstehenden 

Doppelsumme  noch  die  drei  hinzufügen  soll,  welche  aus  derselben 
durch  Vertauschung  der  Cosinus  mit  Sinus  entstehen.  Die  Function 
sMy  genügt  der  Gleichung 

deren  allgemeines  Integral  von  der  Form 

sMr  =  a^PjT^cos  ai)  -t-bpy  OjT^CeoBoi) 
ist.    Man  hat  demnach  als  allgemeinsten  Ausdruck  für  das  Potential 
des  Ringes 


(M)S 


2'    [a^P1^  *(cosffi)  +  *vC^  h(cosai)\cos^.xpcosvd, 

[t=Q,y=Q 

Je  nachdem  der  Punkt  p  =  (o,  0,  ip)  im  äusseren  Räume,  in  welchem 
a  auch  den  Werth  Null  erhält,  also  A  gleich  1  wird,  oder  im 
inneren  Räume,  in  welchem  a  auch  unendlich,  also  l  Null  wird, 
liegt,  fallen  die  P  oder  die  Q  aus  dem  Ausdrucke  von  v  heraus. 
Beide  hat  man  beizubehalten,  wenn  man  das  Potential  in  einem 
Räume  betrachtet,  den  man  als  hohlen  Ring  bezeichnen  kann,  in 
welchem  o  alle  Werth e  zwischen  dem  kleineren  dj  an  der  äusseren, 
und  dem  grösseren  a0  an  der  inneren  Begrenzung  annimmt.  Ich 
behalte  im  Folgenden,  um  die  Ausdehnung  der  Formeln  zu  be- 
schränken, die  Functionszeichon  P  und  Q  bei,  ohne  die  Reihen 
oder  Integralausdrücke,  die  man  für  sie  S.  287  erhielt,  einzusetzen. 
Zunächst  lösen  wir  die  Aufgabe,  das  Potential  des  ring- 
förmigen Körpers  aufzufinden,  wenn  es  auf  der  Begrenzung 
o  =  a1  als  Function  von  0  und  \p  gegeben  ist.  Es  sei  diese  ge- 
gebene Function 

v  =  f(ö,y);      0  =  <O- 

Heine,  Anwendungen  der  Kugelfunctioucu.    L'.  Auil.  11) 
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Man  entwickele  den  Quotienten  von  /"  und  (on0)  in  eine  trigono- 
metrische Doppelreihe 

—     '^  'zl—    -  —  j^     Jp'     c^cos^cosvö, 

]/cOS  <ff ,  —  COS  0  /"=*>, y=o 

kann  also  annehmen,  dass  die  c  bekannt  sind.  Dann  ist  das 
Potential  des  Ringes  in  einem  Punkte  (ff,  0,  xp)  des  äusseren  Raumes 
(v„),  oder  des  inneren  (v,) 

/^^=0,r=0    *     (^    a(C0StffJ 
•       /inQ        ä,  P^(COSiff)  ,  . 

P=q,v=q       P     l'(cos^ffI) 

Z.  B.  ist  die  Green'sche  Function  für  einen  im  äusseren 
Räume  liegenden  Pol  (v,  r\,  w)  in  dem  Punkte  (ff,  6,  xp)  des  äusseren 
Raumes 

G  =  2  fo^*'1?)     J'     eos/M(^-a>)coB»(Ö-i?)X 

/C~*(cosiff.)    ^v-i/         ^nv-j       ,  .N 

/„  > rr"ö.«  "(cos  ex»)  (^  'cos(w). 

!/(?/<   "(cosiffj 

Die   Dichtigkeit  der  Masse,    welche    über    die  Oberfläche 

vertheilt  G  als  Potential  giebt,  findet  man  nach  (ff),  indem  man 

berücksichtigt,  dass  das  Element  der  Oberfläche 

—  iVsmio^Odxp 

ist.    Man  erhält  als  Dichtigkeit  im  Punkte  (ff,,  6,  xp)  der  Oberfläche 

"  =  Twnpr  J'  S"1.^  -»(»— w-a 

f  TT  (1—  /;      //=0,^=0^    I  (cos  fffj 

Vertauscht  man  die  ()  mit  den  P,  so  erhält  man  den  Ausdruck  für 
die  Dichtigkeit,  welche  einem  im  Innern  des  Ringes  befindlichen 
Pole  entspricht.  Dieselben  Formeln  für  x  hätte  mau  ähnlich  wie 
in  den  früheren  Kapiteln  auch  hier  durch  Differentiation  von  G—T 
nach  dem  Element  der  Normalen 

fdff 

(ff,  oy 

erhalten  können,  wenn  man  in  dem  entstehenden  Differential- 
quotienten ff  =  fft  oder  ff()  setzt  und  ihn  dann,  dem  vorliegenden 
Falle  entsprechend,  durch  +4n  dividirt. 
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§  75.     Noch  eine  Art  von  Aufgaben  ziehen  wir  in   unsere  Be- 
trachtung; während  wir  uns  im  §  72  mit  dem  Körper  beschäftigten, 
welcher  entsteht,  wenn  ein  Kreissegment  um  die  Axe  ay  rotirt,  so 
behandeln  wir  hier  die  Kugelkalotte, 
welche   dasselbe    Segment   erzeugt, 
wenn  es  sich  um  eine  Axe  Z  dreht, 
welche  im  Mittelpunkte  A   von  ay 
senkrecht  auf  ay  steht  und  sich  in 
der  Ebene  des  Segments    befindet. 
Da  das  Segment  das  Bild  der  Gera- 
don /itp  ist,  so  werden  wiederum  die 
Kegelfunctionen  in  die  Lösung  der 
betreffenden  Aufgaben  eintreten. 

Ueber  die  Lage  der  Axen  treffen  wir  dieselben  Bestimmungen 
wie  im  §  73,  nennen  also  Ay  die  positive  Axe  der  £  und  der  x 
zugleich,  die  auf  ay  senkrechte  Drehungsaxe  die  Axe  der  £  und  z 
zugleich.  Was  die  positive  Richtung  derselben  anbelangt,  so 
machen  wir  darüber  Festsetzungen,  welche  sich  dadurch  empfehlen, 
dass  mau  vermöge  derselben  das  Potential  in  äusseren  und  inneren 
Punkten  bei  noch  allgemeineren,  nämlich  linsenförmigen  Körpern 
durch  die  gleichen  Formeln  bestimmt. 

Ein  solcher  Körper  entsteht,  indem  sich  zwei  in  derselbeu 
Ebene  liegende  Kreissegmente,  welche  ay  zur  gemeinsamen  Sehne 
haben,  oder  vielmehr  nur  die  halben  Kreissegmente  mit  positiven 
£  sich  um  die  Axe  Z  drehen.  Diese  Segmente  können  entweder 
beide  auf  derselben  Seite  von  ay  oder  auf  verschiedenen  Seiten 
liegen;  wir  nennen  den  kleinsten  der  beiden  Winkel,  welchen  je 
eines  von  den  beiden  Segmenten  fasst  0O,  und  die  Seite,  auf  wel- 
cher es  liegt,  die  der  positiven  z;  für  den  grösseren  Winkel  setzen 
wir  die  Coordinate  0  gleich  0X ,  zählen  aber  die  Coordinate  0,  die 
auf  ay  selbst  tc  wird,  auf  der  Seite  der  negativen  z  über  n  hinaus, 
so  dass  die  Coordinate  0  auf  der  negativen  Seite,  wenn  sie  einem 
Winkel  a  entspricht,  gleich  2n  —  a  zu  setzen  ist.  Im  negativ  Un- 
endlichen wird  daher  6  =  2n.  Geht  der  Punkt  dann  zum  positiv 
Unendlichen  über  und  von  dort  bis  zu  dem  Segment,  welches  den 
Winkel  0(,  enthält,  so  zählen  wir  die  Coordinate  0  von  2ti  bis 
27r+0o.  Es  ist  dies  offenbar  gestattet,  da  die  rechtwinkligen 
Coordinaten 

19* 
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j.  _        — fisinia  r fsinö 

COS  1(7 — COS0    '  COSM7 — COS  6 

ihren  Wertli  nicht  ändern,  wenn  man  0  um  2n  wachsen  lässt. 

Nach  diesen  Festsetzungen  liegt  ein  Punkt  innerhalb 
oder  ausserhalb  der  Linse,  je  nachdem  man  hat 
ö0<ö<ö,     oder     0l<0<2n  +  00. 

Für  xp  hat  man  die  Werthe  von  0  bis  2rr,  für  o  von  0  bis  oc 
zu  nehmen. 

Der  Fall  der  Kugelkalotte,  welchen  ich  hier  behandele,  indem 
ich  der  Arbeit  des  Herrn  Mehler  im  68.  Bande  von  Bore  bar  dt 's 
Journal  folge*),  bildet  einen  Theil  des  Problems  der  zwei  Kugeln; 
während  wir  im  vorigen  Kapitel  die  beiden  Fälle  betrachteten, 
dass  die  Kugeln  aus  einander  liegen  oder  sich  berühren,  tritt  hier 
der  Fall  ein,  in  welchem  sie  sich  durchdringen  und  ein  gemein- 
sames Stück  besitzen. 

Für  die  Kalotte  hat  man  offenbar  dieselbe  partielle  Differential- 
gleichung wie  für  den  Ring  zu  integriren,  nämlich  (S.  285) 
B    [  siniff     d\  1        5    [~  sinia     8v  1  1  82v     _  - 

~dö  iJö^W  ~äo\      ~80  l(ö7Öy  ^dd\~  sin  tri.  (a,  0)2  3^"  =" 

Wir  beginnen  mit  der  Transformation  der  Function  T,  welche 
denselben  Ausdruck  giebt  wie  auf  S.  285,  nämlich 

T=(o,0X*j'l)  1 

f.)/2  )^-GOH(0-tj) 


*)  Es  sei  noch  an  die  Briefe  von  Herrn  Thomson  (Liouville  J.  d.  M. 
XII,  263,  so  wie  an  die  Abhandlung  des  Herrn  Lipschitz  im  58.  Bande  von 
Borchardt's  Journal  S.  152  „Ueber  die  Vertheilung  der  statischen  Elektricität  in 
einem  kreisförmig  begrenzten  Segment  einer  Kugelfläche"  erinnert.  M.  vergl.  hierüber 
auch  die  Arbeit  des  Herrn  Lipschitz  im  61.  Bande  S.  1.  und  den  von  Green  be- 
handelten besonderen  Fall  Bd.  47,  S.  174.  Herr  Mehler  giebt  im  Programm  von 
1870  an,  dass  man  mit  Hülfe  der  Kegelfunctionen  auch  die  entsprechenden  Unter- 
suchungen für  das  zweifache  Rotationshyperboloid  führen  könne,  während  das  Ro- 
tationsparaboloid  und  der  durch  Rotation  der  Cardioide  um  ihre  Axe  entstehende 
Körper  die  Cylinderfunction  erfordere  (S.  174).  Die  fertige  Lösung  der  Potential- 
aufgaben für  die  letzteren  beiden  Arten  von  Körpern  wird  man  in  einer  zur  Zeit 
mir  vorliegenden  und  nächstens  im  Druck  erscheinenden  Hallischen  Inaugural- 
dissertation des  Herrn  Carl  Baer  finden. 

Die  Monographie  des  Herrn  C.  Neumann  (Leipzig)  über  „die  Vertheilung 
der  Elektricität  auf  einer  Kugelkalotte"  und  über  die  bei  der  Untersuchung  anzu- 
wendenden Coordinaten,  für  die  er  den  Namen  der  peripolaren  einführt,  erschien  als 
dies  Kapitel  schon  zum  Druck  fertig  war  im  XII.  Bde  d.  math.  Klasse  d.  K.  S. 
Ges.  d.  Wiss. 
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Während  aber  die  dort  gegebene  Entwickelung  von  T  sich  auf  die 
Darstellung  von  T  für  alle  reellen  Werthe  von  0—r\  bezog,  werden 
hier  solche  Umformungen  vorgenommen,  die  für  alle  reellen  Werthe 
von  er,  t  und  ip—w,  also  auch  für  alle  Werthe  von 
g  =  cosiocosh  -{-  &miosinizcos(U>  —  w) 

gelten,  die  grösser  als  1  sind. 

Die  Differentialgleichung,  welcher  v,    daher  auch   T  genügt, 
giebt,  wenn  man  v  =  (a,  0).w  setzt, 

1        ö    I".    .    3wl  1        öhc        d'w    ,   , 

siniff    da  L  da  J       sin'eff    dt^-        dO'       4 

Setzt  man  für  w  das  Produkt  von  cosi{.tO  oder  sin^ö  mal  einer 
Function  von  o  und  ^  allein,  welche  nicht  mehr  0  enthält,  so 
genügt  diese  offenbar  der  bekannten  Gleichung  I,  (51)  der  Kugel- 
function  P"  mit  dem  Index  »=  —  ^-f/«,  wenn  man  in  derselben 
nur  iff  statt  6  setzt.  Daher  ist  eine  partikuläre  Lösung  der  Glei- 
chung Jv  =  0 

(ff,  0)  V  (3)  (4  cosi^uö  +  5  sin  i^tf), 
wenn  A  und  2?  Constanten  nach  0,  xp,  o  bezeichnen. 

Durch  eine  Summe  solcher  partikulären  Integrale  lässt  sich  T 
ausdrücken.     Man  findet  nämlich  (s.  u.)  mit  H.  M. 

(32)  . . .       ,      1  =  fiT  ™<<P-")V  n)d 

wenn  q>  positiv  und  kleiner  als  2rt  ist,  und  hieraus  folgenden  Aus- 
druck für  die  reciproke  Entfernung  T  der  Punkte  (ff,  0,  ifj) 
u  n  d  (t,  t],  to) 

(33)...  n  =  (a,eX^f^^^rm,, 

wenn  O  —  t]  positiv  ist  und  unter  2tz  liegt;  ist  aber  t]  —  0 
positiv ,  so  hat  man  unter  dem  Integrale  O  —  t]  durch  t]  —  0  zu 
ersetzen. 

Zum  Beweise  von  (32)  geht  mau  von  der  Gleicliuug  aus 

du 


2    /" 

(cosffi  —  cos<jp)— ^  —  -      / 


u3-\-  cos  ff  i  —  cos<jp 

Macht  man  hier 

'/    |-cosffi  =  cosai, 
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so  verwandelt  sich  die  rechte  Seite  in 

1  sina<(/« 


TL  J 


cos  ai  — cos  q>      ^f  cos  ai— cos  ai 
Deu  Ausdruck  unter  dem  Integral  transformirt  mau  durch   die  Formel 

,  /  n  <  •     i      -\  2sin«i 

eotg-Kop  —  ai)  —  co[g M w -\- ai)  =  : 

T  "  cosai  —  cos(p 

Ferner  drückt  man  die  Colangente  durch  die  hekannte  Gleichuug  aus,  die  mit 
den  Eigenschaften  der  Functionen   lF  zusammenhängt  (I.  112) 

ncolgln  =  /    — — j — az  =  2Tt/ 41 ca*. 

y         i — s  y  sm«7ri 

Ü  0  r 

Bier    ist   aber   der  reelle  Theil  von    X   positiv    und    kleiner  als   1    zu  nehmen. 
Macht   mau   die  angegebenen  Substitutionen,   dreht    dann   die  Integrationsfolge 
um,  so   dass  man  zuerst  nach  a  von  a  bis  oo   integrirt,   und  setzt  endlich   für 
i  /,0°         sin  a/ii  da 

si\\(.i7iiJ        |/cosai  —  cosiff 
den  Werth  aus  §60,  i,  a,  nämlich 

7i        f"  (cos  ia) 
|/2         cosjme      ' 
so  hat  man  (32)  gewonnen. 

Zugleich  zeigt  die  Ableitung,  dass  man  q>  in  (32)  um  eine  be- 
liebige rein  imaginäre  Zahl  H  vermehren  darf.     Es  ist  daher 
i  2  f    ^(ff-^.cosfy*    u 
"J  coSjum  ^  ' 

das  arithmetische  Mittel  aus  den  beiden  Ausdrücken 

1 


il  —  cos(qp  +  Af) 

Um  die  Green' sc  he  Function  für  den  linsenförmigen  Körper 
zu  finden,  geht  man  davon  aus,  dass  der  Ausdruck 

1  /     a\/      \  f°  «cos  0^1  + 6  sin  0/u*  fiu/NJ 

wenn  «  und  6  Constante  nach  o\  0,  t//  sind,  die  /*  enthalten,  wie 
aus  S.  293  erhellt,  der  Gleichung  z/v  =  0  genügt.  Wenn  man  a 
und  b  gehörig  bestimmt,  so  wird  man  leicht  erreichen,  dass  dieser 
Ausdruck  an  den  Begrenzungen  sich  in  die  Form  (33)  für  T  ver- 
wandelt, d.  i.  in  die  Reciproke  der  Entfernung  eines  Punktes  der 
Oberfläche  vom  Pole  (r,r\,  w).  Geschieht  dies,  so  ist  er  die  Green'- 
Bche  Function. 
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Erstens  im  äusseren  Räume  ist 

Auf  der  oberen  Kalotte  hat  man  0  =  0o-\-  2n,  an  der  unteren  0  =  0X 
zu  setzen ;  an  der  oberen  ist  0  —  r\  >  0,  au  der  unteren  0  —  77  <  0. 
Im  Zähler  von  (33)  hat  mau  daher  cos(0  — 77  — 71:)^  an  den  Ober- 
flächen in  cos(00—T]-\-n)/.ti  resp.  in  cos(0j  —  7]-\-n)(.ii  zu  verwandeln. 
Daher  sind  a  und  b  durch  die  Gleichungen 

aeos(0()^-2n')^d-\-bsm(00-\-2n)f.d  —  cos(Ou  —  T]-\-n)fd, 
acosOjd  -\-bsinOjii  =  cos(0,—  r]-\-7i)/*i 

zu  bestimmen.  Setzt  man  die  Werthe  in  den  obigeu  Ausdruck  ein, 
so  findet  man  als  Green'sche  Function  für  den  äusseren  Pol 
(t,  tj,  co)  im  äusseren  Punkte  (0,  0,  ip) 

/34n  G  =  (?,  0)(r,  y)   /*" T(S)wdfi 

!         J       cos^m.sin(27T-f  0O— djf.ti  ' 

wenn  man  zur  Abkürzung  setzt 

w  =  sin(27r+  0O  —  0)f.d.cos(n-{-01  —  rj)f.d 
-\-sm(0—  0l)f.d.aos(7i-\-  0o—rf)fii. 

Zweitens  für  den  inneren  Punkt  ist  in  dem  Zähler  von 
(33)  resp.  zu  setzen  cos(0(l-{-7i  —  r])id  und  cos(^  +  7r  —  O^fii,  und 
man  bestimmt  a  und  b  durch  die  Gleichungen 

a  cos  0oid-\-b  sin  d0[.d  =  cos(0o-{- 7i—ij)/.d, 
acos0lf.d-\-bsm01id  =  aos(r]-{-7i—01)(.d. 

Daraus  entsteht 


G  = 


_   (p,0)(t,rj)   f°  fu(£)wdp 


V 


l         J       Q,os(.im.sm(0l  —  0o)f.d  ' 

wenn  man  setzt 

10  =  sm(0l—0)/.d.cos(0(}-\-7i—rj)id-^-sm(0—0o)/iii.(iOs(r]-\-fi—0^)^i. 

Die  Dichtigkeit  x0  und  x,  der  Belegung  auf  den  Begrenzungen, 
welche  der  Green'schen  Function  entspricht,  findet  man,  iudem 
man  G  —  T  nach  der  Normalen  auf  der  Fläche  dn  differentiirt 
(S.  90),  die  in  unserem  Falle  ist 

(o,  oy 

Reducirt  man  gehörig,  so  ergiebt  sich  für  den  Fall,  dass  der  Pol 
{z,  tj,  co)   im    äusseren    Räume   (0,  <  t]  <  0,,-f  2n)    liegt,    für   die 
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Dichtigkeit  an  der  Fläche  0  =  00-\-2n 

"•  7  W^^'^'^/  «hKÄ>*  tsasi"«-r®i"li'- 

während  der  Ausdruck  von  xl  entsteht,  wenn  man  hier  (a,  0n)  mit 
(o,  0,)  und  siu(^—  OJ/ni  mit  sm(2n-\-0,t  —  T])lui  vertauscht. 

Auf  diesen  Ausdruck,  iu  der  Form,  in  welcher  er  auftritt,  wer- 
den wir  auf  S.  297  zurückkommen,  liier  wollen  wir  ihn  weiter,  in 
ein  einfaches  Integral,  transformiren,  in  welchem  unter  dem  Integral- 
zeichen nicht  mehr  die  Transcendente  !(»)  vorkommt.  Dazu  setzen 
wir  für  tangjUftt.f  (g)  den  Werth  aus  S.  219;  macht  man  5  =  cosiC, 
so  ist  dieser 

i]/2     /lco        sin  (.tadci 
71    «-£        )/cosai  —  costi 

Man  setze  denselben  in  x0  und  für  (.1  eine  neue  Veränderliche  s  ein, 
wobei  man  sich  folgender  Abkürzungen  bediene 

2n  +  eo-01  =  ~,     ft  =  ns,     n(rj  -  OJ  =  ß. 
Alsdann  wird 

(Mo)3fr,»yK    r  da  f°  smßsi 


7i- 1 ■  y  2        *f       y  cos ai  —  cos £i  •>;        s* 


sina/u>\.s<9s. 


Das  innere  Integral  lässt  sich  ausführen,    da  die  (positive)  Zahl  ß 
kleiner  als  n  ist.     Die  bekannte  Formel  *) 

sin/S«  »    v  cos  j>7r .  siu  vß 

%n  „i„„.i   —  —  ^ 


-v, 


sin7rsi  ,=1         v2-)-«'* 

zeigt,  dass  dasselbe  gleich  ist 

1  f)  1 

ivcQSV7ismvße-anr  = ^— sin/?-?; — —     — =-• 

2«  da     eosa/M-f-cos/J 

So  findet  man  schliesslich 

w2(r,  ^)((j,  0o)3sinw(7?  —  OJ   P™  (cosai  —  cos  £i)-*  sin  a«i  da 

2i}/2Vll  */        [cosa«t  +  cosw(jy  —  0,)]a 

während  xn   die  Dichtigkeit  der  Belegung  auf  der  Fläche  0  =  0n 
aus  dieser  Formel  gewonnen  wird,  wenn  mau  (a,  OJ  mit  (o,  ö,)  und 


*)    Cauchy,  Exercices  II,   1827.     Usage  du  calcul  des  r€sidus  pour  la  som- 
mation  ou  la  tra«eformation  des  sfiries,  Gleich.  (90),  S.  300. 
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im  Neuner  unter  dem  Integrale  cos« (77—  OJ  mit  —  cos«(^  —  0,)  ver- 
tauscht. 

In  dem  speciellen  Falle,  dass  n  eine  ganze  Zahl  ist,  lässt  sieb 
sowohl  in  G  als  auch  iu  x  die  Integration  ausführen,  und  man  erhält 
für  diese  Functionen  eine  endliche  Summe,  deren  Glieder  keine 
höhere  Transcendente  als  trigonometrische  Functionen  enthalten, 
und  die  hinreichend  andeutet,  wie  man  diese  Resultate  auch  durch 
das  Princip  der  Spiegelung  hätte  erhalten  können. 

Indem  man  einen  Ausdruck 

1-r2« 
l-\-2rncosny-\-r-n 
in  die  Summe 

-i+    -1 .   +      x 


und  dann  jeden  von  den  beiden  Brüchen  in  Partialbrüche  zerlegt, 
findet  man  sofort 


n  sin  am 


_  *-*         sinat    /  2vn\ 

cosa«i-)-cosw(^  —  6J       y=0  cosae  —  cosjv '     \*"~~  '       °*      n   ) 

Setzt  man  dies  in  den  Ausdruck  von  G  oder  %  ein,  so  erhält  man 
sogleich  diese  Gleichungen  in  der  angegebenen  Form,  erhält  z.  B. 

x  =  (T^Xo^ej    d   *£         1 

2rcj/2fa  d*l  v=o  yg-cosyy 
Dieselben  Mittel  gestatten  die  Ausführung  der  Integration,  wenn  n 
die  Hälfte  einer  ganzen  Zahl  wird,  während  die  Integrale  schon 
elliptische  werden,  wenn  erst  3ra  eine  ganze  Zahl  ist.  Es  wird 
überflüssig  sein,  hier,  wo  es  sich  um  eine  Uebersicht  über  die  An- 
wendung der  Methoden  auf  verschiedene  Körper  und  nicht  um  eine 
Monographie  der  einzelnen  handelt,  die  Formeln  zu  häufen.  Ich 
übergehe  deshalb  den  ganz  ähnlichen  Ausdruck  für  jc„  und  ebenso 
die  Formeln  für  die  Dichtigkeit  *0  oder  x,  der  idealen  Masse,  mit 
welcher  die  Grenzflächen  zu  belegen  sind,  um  die  Green'sche 
Function  für  einen  im  Innern  gelegenen  Pol  (t,t],w)  als  Potential 
darzustellen. 

Gehen  wir  auf  die  Formel  für  x0  auf  S.  296  zurück,  in  der 
t'"(g)  noch  nicht  durch  das  Integral  ersetzt  war.  Das  Flächenelement 
der  Fläche  0  =  0U  ist,  wie  man  aus  S.  285  weiss, 

.  iVsinai  „    ~ 

d°  =  ~  la,üj   dod^' 


o,K 


Potential. 


§  75,  36. 


Hieraus  folgt,  mit  Hülfe  von  (6)  auf  S.  90,  als  Ausdruck  für  das- 
jenige Potential  va  im  äusseren  Punkte  (t,  t],  w),  welches  au  deu 
Grenzflächen  0  =  0O  und  0  =  Öx  sich  in  ft,(o,  I/O  resp.  /*,(ff,  xp)  ver- 
wandelt 

Diese  Formel  lässt  sich  zusammenziehen,  wenn  man  für  x0  und  xi 
ihre  Werthe  einsetzt.  Wir  übergehen  diese  Umgestaltung  ebenso 
wie  einen  ähnlichen  Ausdruck  für  v4,  und  betrachten  das  Resultat, 
welches  man  erhält,  wenn  man  den  Punkt  (r,  r\,  w)  auf  eine  der 
Grenzflächen,  sie  sei  0=  ö0,  rücken  lässt,  so  dass  man  zu  setzen 
hat  rj  =  2u  -f-  0,j.  In  diesem  Falle  wird  xl  =  0  und  x0  nimmt  den 
Werth  an 

*«  =    ^  °Wnl  °0)  /~tang7mU"(s).M<, 

0 

während  vu  in  f0(r,  rj)  übergeht.  Führt  man  statt  der  Function  f0 
eine  andere  rp  durch  die  Gleichung  ein 


f0(a,  xp)  =  ^costa  —  cosö0  q>(a,  \p\ 
so  erhält  man  daher  die  zusammeugehörenden  Gleichungen 
(36)  ...     §  =  cosfficosT£  +  si1iff*siimcos(V;~-w)? 

cp(x,to)= ^ —  /    tSLUg/.mi.f.id/.i/     sinoidö  J      f"(^)(p(o,ifj)dip. 

o  o  o 

Diese  dieuen  ebenso  zur  Darstellung  einer  Function  <jp(t,  w),  die  für 
t  =  oo  gleich  0  wird,  und  zwar  so,  dass  sie  mit  i/eosiz  multiplicirt 
noch  endlich  bleibt,  auf  einer  Kalotte  wie  die  oft  benutzte  Gleichung 
von  Laplace  I.  433  zur  Darstellung  einer  Function  auf  einer  Kugel- 
fläche. 

Hier  möge  eine  Anwendung  von  (36)  Platz  finden,  welche 
analog  derjenigen  ist,  welche  man  von  den  Formeln  macht,  nach 
denen  man  eine  Function  von  zwei  Veränderlichen  durch  Kugel- 
functionen  oder  durch  Cylinderfunctionen  darstellt.  Wird  (p  in  (36) 
von  lo  unabhängig,  so  erhält  man 

(p(x)  =  —l     l"(mMt)tmgi*i.fidi*J     t"  (cos  ai)q>(o)s\noido. 
o  o 

Hier  drücke  man,  im  inneren  Integrale,  !"(cos0/)  nach  S.  219  als 
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Integral  von  0  bis  a  aus,  kehre  die  Integrationsfolge  um,  so  dass 
mau  zuerst  nach  o  von  a  bis  oo  und  danu  nach  a  von  0  bis  oo 
integrirt.     Dann  findet  man  sofort 


qr(V)= /    !"(costj)  tang'jtu.  fidfil     cos/imö«/ 

n  J  J  J      ycosai-cosai 

0  0  a  • 


HU\oi(f(o)do 
•jUüiij  mugfii.fiufi  i      cusjUKo«/ 

0  a 

Man  setze  z.  B. 

q>(a)  =  (cosw— y)~y, 

wo  y  kleiner  als  1  und  v  grösser  als  ^  zu  nehmen  ist.  Führt  man 
für  o  eine  neue  Veränderliche  z  durch  die  Gleichung 

cosai  —  cosai  =  (cosai—  y)a 
ein,  so  giebt  das  Doppelintegral  nach  a  und  a 

i\nr(v  —  ^)    /"°       cos  fta  da 

rv  J       (cos  ai  —  y)v~*  ' 

also  im  wesentlichen  einen  Differentialquotienten  von  T(—y)  nach  y. 
Für  v  =  1  endlich  erhält  man,  wenn  man  noch  coszi  =  x  setzt,  die 
Gleichung 

(37)...      —  =  71/"°  tm^mi  r(x)l(-y).fidfi,     (y<l<x), 

welche  der  Gleichung  I,  (11)  entspricht,  durch  die  man  den  Aus- 
druck auf  der  linken  Seite  nach  Kugelfunctionen  entwickelt. 

Die  Formel  welche  (37)  dann  entspricht,  wenn  statt  der  i  die 
Cylinderfunctionen  J  und  K  auftreten,  findet  man  auf  demselben 
Wege  aus  I,  (74);  zunächst  erhält  man  nämlich 

g>(x)  =  /     J{fix)fidfi  I     J(fia)<t(a)aöa. 
o  o 

Setzt  mau  schliesslich 

xv  '         x  -j-  y 

und  l)erücksichtigt  den  Ausdruck  der  Cylinderfuuction  zweiter  Art 
K  durch  (e)  in  I.  197,  so  findet  man 

(38)  . . .     pi^.  =f'j{fix)K(fiyi).fi  dfi. 

Selbstverständlich  bedarf  es  noch  einer  genaueren  Untersuchung, 
wie  wir  sie  für  die  Entwickeluug  von  Functionen  zweier  Veränder- 
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liehen  nach  Kugelfuuctionen  besitzen,  um  die  näheren  Bedingungen 
festzustellen,  unter  welchen  die  rechten  Seiten  von  (36)  und  den 
daraus  abgeleiteten  Formeln  die  linken  Seiten  darstellen.  Die  Glei- 
chungen 36 — 38  sind  von  Herrn  Mehler  gegeben. 

Vermittelst  des  Satzes  (36)  über  die  Darstellung  von  Functionen 
durch  das  dreifache  Integral  findet  man  die  schliessliche  Form  für 
«las  Potential  vt  und  va  unserer  Kalotte  im  Räume,  wenn  es  an  der 
Begrenzung  als  Function  f0(a,  yj)  und  f\(o,  \p)  gegeben  ist.    Man  setze 

fo  fo  V)  =  (°>  0o)  <Po  (°>  V),     /".  (°>  V)  =  (a>  °i )  %  0>  # 
Die  Untersuchung  über  particuläre  Lösungen  von  z/v  =  0  zeigt 
dann,  dass 

(o,d)   r\         .    a   r° .    .. 

=  — —   /       \2LYlgll7ll.[.lÖ(lI       SrnziÖT  X 


V 

0 

f  ■"  (j)(a  eosf-iOi  -j-  b  sm  f.iOi)dto 

0 


/ 


der  Gleichung  z/v  =  0  genügt,  wenn  a  und  6  von  o,  0,  ip  unab- 
hängig sind.     Bestimmt  man  diese  Constanten  so,  dass 

acosf.i0oi-\-bsm(.td0i  =  —  (jp0(t,  co), 

aco$i*Oli-\-bsmi.iOli  =  —q>^x,to) 

wird,  so  ist  v  das  gesuchte  Potential  vt  für  den  inneren  Raum;  es 
wird  aber  gleich  v«,  dem  Potential  im  äusseren  Räume,  wenn  man 
die  erste  dieser  linearen  Gleichungen  durch  die  folgende  ersetzt 

avo&iä(00-{-2Ti)-\-b§mi.ii(0Q-\-2n)  =  —  <jp0(t,  o>). 
Im  ersten  Falle  z.  B.  ist 

acowOi+bsmpßi  =  ™ffl~?)^ »o+mg-JW-y,  . 

§  76.  Die  Integration  der  Differentialgleichung  z/v  =  0,  in  der 
v  zugleich  gewissen  gegebenen  Bedingungen  genügen  sollte,  gelang 
in  den  hier  behandelten  Fällen,  wenn  es  sich  um  Rotationskörper 
handelte,  indem  man  statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y  von 
Punkten  der  Meridianebene  andere  orthogonale  einführte,  welche 
die  Integration  nach  derselben  Methode  gestatten,  nach  welcher  die 
Gleichung  für  die  Rotationsellipsoide  im  26.  Bde  von  Cr  eile's  Journal 
integrirt  wurde.  Bezeichnet  man  die  neuen  Coordinaten  durch  t 
und  u  und  durch  a  eine  Constante,  so  hängen  t  und  u  mit  x  und 
y  durch  die  nachfolgenden  Gleichungen  zusammen: 
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Bei  dem  Rotationsellipsoid  wird  gesetzt 
x  -\-iy  =  acos(/  +  *'0; 
bei  dem  von  excentrischeu  Kugeln  begrenzten  Räume,  dem  Kreis- 
ringe, dem  rotirenden  Kreissegment  und  der  Linse 

x  +  iy  =  aaotg^(t-\-iu)] 
bei  dem  Grenzfall  der  sich  berührenden  Kugeln 

i   •  l 

3         t — m  ' 

bei  dem  Cylinder  und  Kegel  benutzt  man  die  gewöhnlichen  Polar- 

coordiuaten 

x  -\-iy  =  teiu. 

Die  Fürstlich  Jablonowski'sche  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften hatte  für  das  Jahr  1874  die  Preisfrage  gestellt:  „Auf 
einem  Rotationskörper,  dessen  Meridian  durch  die  Lemniscate 
(Cassini 'sehe  Curve) 

02+*/2)2-2a202-*/2)  =  64-a4 
dargestellt  ist,  soll  die  Vertheilung  der  Elektricität  unter  dem  Ein- 
flüsse gegebener  äusserer  Kräfte  ermittelt  werden." 

Diese  hat  Herr  Wangerin  gelöst*),  indem  er  x  und  y  als 
elliptische  Functionen  von  t  und  u  darstellt,  nämlich  eine  von 
folgenden  Formen  der  Abbildungsfunction  wählt: 

x-\-iy  =  a  sin  am  (t  -f-  im), 

x-\-iy  =  acosain(f-f-  iu\ 

x-\-iy  =  a  J 2Lva(t -\- iu). 
Nach  Einführung  der  neuen  Coordinaten  gelingt  es  Herrn  Wangerin 
die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung  auf  die  von  ge- 
wöhnlichen mit  zwei,  nämlich  einer  unabhängigen  und  einer  ab- 
hängigen Veränderlichen  zurückzuführen.  Wenn  alles  allgemein 
bleibt,  so  haben  ihre  Lösungen  den  Charakter  einer  Lame'schen 
Function  dritter  Ordnung.  Die  Absicht,  über  einige  Einzelheiten 
später  weitere  Untersuchungen  anzustellen,  veranlasst  mich,  auf  die 
interessante  Arbeit  des  Herrn  Wangerin  nur  hinzuweisen  ohne 
hier  auf  ihren  Inhalt  näher  einzugehen. 


*)    Preisschriften  gekrönt  und  herausgegeben  von  der  Fiirstl.  J  ab  Ion.  Ges.  zu 
Leipzig.     Leipzig  1875.     S.  Hirzel. 
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§  77.  Fourier  handelt  in  seiner  Theorie  analytique  de  la 
chaleur  *)  über  die  Wärmebewegung  in  einem  homogenen  Körper, 
dessen  Begrenzimg,  die  auch  aus  mehreren  getrennten  Stücken  be- 
stehen kann,  entweder  selbst  in  einer  gegebeneu  Temperatur  er- 
halten wird  oder  von  einem  Gas  umgeben  ist,  welches  eine  ge- 
gebene Temperatur  besitzt.  Die  Aufgabe,  die  Temperatur  des 
Körpers  zu  ermitteln,  assimilirt  er  einer  mathematischen  Aufgabe, 
indem  er  Gesetze  zu  Grunde  legt,  welche  nur  eine  Annäherung  an 
den  wahren  Sachverhalt  geben,  so  dass  die  Lösung  des  mathe- 
matischen Problems  nur  eine  Annäherung  für  das  physikalische 
verschafft. 

Den  Körper  assimilirt  man  einem  Aggregat  materieller  Punkte, 
die  starr  mit  einander  verbunden  sind,  so  dass  die  Ausdehnung 
durch  die  Wärme  nicht  berücksichtigt  wird.  Eine  directe  Wärme- 
wirkung findet,  nach  unseren  Annahmen,  nur  zwischen  unendlich 
nahen  Punkten  statt,  und  zwar  denkt  man  sich,  dass  eine  positive 
Wärmemenge  von  einem  wärmeren  zu  dem  kühleren  Punkte  in  der 
Zeit  dt  fortschreitet,  welche  proportional  ist  dt  und  der  Differenz 
der  Temperaturen  beider  Punkte. 

Wir  sagen  von  einem  Körper,  die  Wärme  sei  in  ihm  im 
Gleichgewicht,  wenn  er  so  viel  Wärme  in  jeder  beliebig  kleinen 
Zeit  empfängt,  wie  er  in  derselben  Zeit  au  seine  Umgebung  ab- 
giebt,  so  dass  seine  Temperatur  sich  nicht  ändert.  Wir  handeln 
hier  über  diesen  Zustand  des  Gleichgewichts. 

a)  Giebt  man  jedem  Punkte  eines  Körpers  mit  den  recht- 
winkligen Coordinaten  £,  q,  £  eine  Temperatur  n,  welche  durch  die 

Gleichung 

n  =  A  —  a£ — ßq  —  yL 

*)    Paris,  1822. 
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ausgedrückt  wird,  wo  A,  a,  ß,  y  Constante  bezeichnen,  und  erhall 
man  die  Punkte  der  Begrenzung  in  der  nach  diesem  Gesetze  ihnen 
zukommenden  Temperatur,  so  ist  dieser  Zustand  ein  Zustand  des 
Gleichgewichts.  In  der  That  kann  man  zu  jedem  Punkte  [£,  r\,  £] 
die  Punkte  paarweise  so  zuordnen,  dass  er  von  dem  einen  so  viel 
Wärme  empfängt,  wie  er  an  den  zweiten  abgiebt.  Nimmt  man  als 
den  ersten  den  Punkt  [§-\-h,  rj-\-k,  C  -M]»  dessen  Temperatur  w,  sei, 
so  ist  der  zweite  [§ — h}  r\— k,  £—  fj.  Seine  Temperatur  sei  w2.  In 
der  That  ist  dann 

u  —  ?/,  =  u.,  —  u  =  ah  -f-  ßk  4- ;'/. 

b)  Wir  bestimmen  die  Wärmemenge,  welche  durch  ein  Element 
do  einer  Ebene  in  der  Zeit  dt  hindurchgeht. 

Dazu  gehen  wir  von  dem  specielleu  Falle  aus,  dass  dem  vor- 
liegenden Körper  eine  Temperatur 

u  =  1— | 

ertheilt  wird.  Die  Wärmemittheilung  erfolgt  dann  nur  in  der  Rich- 
tung der  |,  indem  die  Temperaturdifferenz  von  Punkten  mit  dem- 
selben £  Null  ist,  und  zwar  strömt  die  Wärme  in  der  Richtung  der 
positiven  £,  so  dass  durch  das  Stück  do  der  Ebene  in  der  Zeit  dt 

ein  Wärniequantum 

Kdodt 

hindurchgeht,  wenn  K  eine  von  der  Beschaffenheit  des  Stoffes,  aus 

welchem  der  Körper  gebildet  ist,  abhängende  Constante  bezeichnet, 

welche  man  die  innere  Leitungsfähigkeit  des  Körpers  nennt. 

Hätten  wir  dem  Körper  die  Temperatur  ertheilt,  welche  durch 

die  Gleichung 

u  =  A—  a| 

ausgedrückt  wird,  so  würde  aKdodt  die  Wärmemenge  gewesen  sein, 
welche  in  der  Zeit  dt  durch  do  geht.  In  der  That  ist  die  Tempe- 
raturdifferenz  zwischen  zwei  Punkten  [|,  rj,  £]  und  [£,,  j?n  tj  das 
erste  Mal  |j— i-,  das  zweite  Mal  a (£,  —  £),  also  das  zweite  Mal  die 
Wärmemenge  das  a-  Fache  der  ersten  Wärmemenge. 

Ist  endlich  die  Temperatur,  wie  im  allgemeineren  Falle, 

u  =  A  —  orif —  ßr)  —  yC, 

so  lege  man  eine  Ebene,  parallel  der  Ebene  der  HZ,  durch  den 
Punkt  [|,  i],  £]•  Jedem  Punkte  [i;-\-h,7]-\-k,£-\-l]  ordne  ich  einen 
anderen  [£  -{-h,  -q  —  k,  t  —  l]  zu.      Die  Temperaturen  der  erwähnten 
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drei  Punkte  seien  u,  «,,  w8.     Dann  wird 

u  —  w,  =  ah-\-ßk-\-yl, 

u  —  u.,  =  ah  —  ßk  —  yl, 
so  dass  die  Wärmemenge,  welche  u  au  «,  und  «2  abgiebt,  propor- 
tional ist  2ah,  also  dieselbe  als  ob  die  Temperatur  A  —  a£  gewesen 
wäre.  Ueberträgt  man  die  Untersuchung  auch  auf  Ebenen,  die  auf 
der  Axe  H  oder  Z  senkrecht  stehen,  so  erhält  man  schliesslich  das 
Resultat : 

Haben  die  verschiedenen  Punkte  eines  Körpers  die  Temperatur 

u  =  A  —  a%  —  ßr}  —  yt, 

so  ist  dies  ein  Zustand  des  Gleichgewichts  der  Wärme  und  durch 
ein  ebenes  Stück  do,  welches  senkrecht  auf  der  Axe  der  £,  H  oder 
Z  steht,  geht  in  der  Zeit  dt  eine  Wärmemenge  resp. 

aKdodt,     ßKdodt,     yKdodt. 
Diese  Wärmemengen,  von  dem  Faktor  dodt  befreit,  nennen  wir  den 
Wärmefluss  durch  die  betreffenden  Ebenen.    Derselbe  ist,  bei  dem 
obigen  Zustand  des  Gleichgewichts,  für  parallele  Ebeuen  der  gleiche. 

§  78.  Wir  betrachten  nun  die  veränderliche  Wärmebewegung 
im  Körper,  also  den  Fall,  in  welchem  das  Gleichgewicht  der  Wärme 
nicht  besteht. 

a)   Der  Wärmefluss  bei  dem  veränderlichen  Wärmezustande. 

Die  Temperatur  u  in  jedem  Punkte  des  Körpers  ist  eine 
Function  von  den  rechtwinkligen  Coordinaten,  die  x,  y,  %  heissen, 
und  der  Zeit  t.  Man  nimmt  an,  dass  die  Temperatur  im  Innern 
des  Körpers  sich  nicht  continuirlich  ändert,  sondern  dass  sie  in 
dem  unendlich  kleinen  Zeitabschnitt  von  t  bis  t-{dt  constant  bleibt, 
und  nach  Verlauf  dieser  Zeit  sich  plötzlich  ändert.  Ist  u  oder 
w  [x,  y,  z,  /]  die  Temperatur  in  einem  bestimmten  Punkte  [x,  y,  5],  so 
wird 

»[*+£  y  +  y>  *-f  C>  '] 

die  Temperatur  in  Punkten 

l>+£  y-\-y,  *  +  £]. 

In  Punkten,  welche  dem  ersten  [x,  y,  z]  unendlich  nahe  liegen,  deren 
Coordinaten  in  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  System  (dessen  An- 
fangspunkt in  [x,  y,  z]  liegt)  £,  tj,  C  sind,  ist  daher  die  Temperatur 

.   ,.  du     .       du     ,    y.  du 
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Dieser  Temperaturzustand  ist  aber,  nach  der  zu  Grunde  liegenden 
Vorstellung  von  der  Art  wie  die  Temperaturänderung  vor  sich  geht, 
ein  Zustand  des  Gleichgewichts  für  die  Zeit  von  t  bis  t-\-dl,  und 
zugleich  eine  lineare  Function  der,  Coordinaten  f,  r\,  £.  Wir  wenden 
auf  ihn  die  Sätze  des  vorigen  Paragraphen  an  und  erhalten: 

Der  Wärmefluss  im  Innern  des  Körpers  durch  drei  im  Punkte 
[x,y,z\  auf  einander  senkrechte,  den  Coordinatenebenen  parallele 
Ebenen  ist  zur  Zeit  t  resp. 

v  du  du  du 

_/r^'     ~K~dy-^     -K~d^' 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  durch  eine  Drehung  des  Axensystems, 
dass  der  Wärmefluss  durch  ein  ebenes  Stück,  welches  auf  einer 
Richtung  n  senkrecht  steht  (M.  vergl.  §  17,  S.  43),  gleich  ist 

K  du  , 
du 

b)    Die  Gleichung  der  Wärmebewegung  im  Innern  des  Körpers. 

Um  diese  Gleichung,  über  deren  Ableitung  Einiges  bereits  I.  348 
gesagt  wurde,  zu  erhalten,  mache  man  [x,  y,  z]  zum  Eckpunkt  eines 
unendlich  kleinen  Parallelepipedums,  dessen  Kanten  den  Coordinaten- 
axen  parallel  und  gleich  l,  u,  v  genommen  werden.  Durch  die  Fläche 
desselben,  welche  im  Punkte  [x,  y,  z]  parallel  der  Ebene  YZ  gelegt 
ist,  geht  in  der  Zeit  dt  in  der  Richtung  der  positiven  x  die  Wärme- 
menge (s.  o.) 

—  K— uv  dt; 

dx  f 

folglich  geht  durch  die  parallele  Ebene,  welche  durch  den  Punkt 
[x  -f  l,  y,  z~]  gelegt  wurde ,  in  derselben  Richtung  die  Wärmemenge 

du       .  d'2u 
~dx~  +  A~dP 

so  dass  der  Ueberschuss  der  in  positiver  Richtung  durch  die  erste 
Ebene  eintretenden  Wärme  über  die  durch   die  gegenüberliegende 

austretende 

„  d2u   , 
K^-j-lfivdt 

ist.  Stellt  man  die  entsprechende  Betrachtung  in  Bezug  auf  die 
beiden  anderen  Ebenenpaare  au,  welche  zur  Begrenzung  des  Pa- 
rallelepipedums gehören,    so  ergiebt  sich,    dass  die  Wärmemenge, 

Heine,  Anwendungen    lei    Eugell i n.    ?.  Aufl.  "20 
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die  dasselbe  in  der  Zeit  dl  gewinnt,  gleich 

ist.  Dividirt  man  diese  Wärmemenge  durch  das  Volumen  luv,  die 
Dichtigkeit  q  und  die  speeifische  Wärme  C  des  Materialcs  aus  dem 
der  Körper  bestellt  (die  wir  als  von  der  Temperatur  unabhängige 
Constante  betrachten),  und  führt  eine  positive  Constante  a  durch 
die  Gleichung  K=a2qC  ein,  so  ist  der  Tempera turzuwachs  der 
Punkte  des  Parallelepipedums  einerseits 

a2Judl, 

andererseits 

du 
dt—?—. 

dt  ' 

so  dass  die  Temperatur  u  im  Punkte  [x,  y,  jb]  des  Innern,  zur  Zeit  /, 
der  partiellen  Differentialgleichung  genügt 

,1*  du  „/  d2u         d2u     ,    d*u  \ 

(l)...    -sr  =  a\-^r  +  -w-+-s-r} 

c)  Die  vorstebende  Gleicbung  allein  reicht  zur  Bestimmung 
von  u  nicht  aus;  sie  ist  eine  der  Bedingungen,  welche  u  erfüllen 
muss,  und  führt  häufig  den  Namen  der  Hauptbedingung.  Ich  stelle 
hier  noch  andere  Eigenschaften  von  u,  die  Nebenbedingungen,  zu- 
sammen und  zeige  im  §  79,  dass  sie,  zu  (l)  hinzugefügt,  eine  einzige 
Function  u  eindeutig  bestimmen. 

Bei  der  Aufsuchung  der  Temperatur  u,  die  zu  einer  beliebigen 
Zeit  t  im  Körper  herrscht,  denken  wir  uns  die  anfänglichen  Tempe- 
raturen gegeben,  so  dass  die  gesuchte  Function  u,  von  /  und  den 
Coordinaten,  sich  für  /  =  0  in  eine  gegebeue  Function  der  Coordi- 
naten  verwandelt  und  wir  eine  Nebenbedingung  der  Form 

u  =  f(x,  y,  z),     (t  =  0), 
erhalten. 

d)  Ausserdem  ist  uns  an  der  Begrenzung  entweder  u  selbst 
oder  die  Temperatur  des  Gases,  mit  dem  die  Oberfläche  in  Berüh- 
rung steht,  gegeben. 

Im  ersten  Falle  hat  man,  wenn  man  durch  uc  die  Temperatur 

an  der  Oberfläche  bezeichnet,  unmittelbar  eine  Nebenbedingung  der 

Form 

us  =  q>(x,  y,  z,  *), 
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wo  <p  eine  gegebene  Function  vorstellt,  und  die  Coordinaten  x,  y,  z 
nicht  völlig  unabhängig,  sondern  durch  die  Gleichung,  welche  die 
Begrenzung  auferlegt,  verbunden  sind. 

Im  zweiten  Falle  geht  man  von  der  Erwägung  aus,  dass  der 
Wärmefluss  in  einem  Punkte  der  unendlich  nahe  einem  Tunkte  /> 
der  Oberfläche,    auf  der  Normalen  an  der  Oberfläche  in  p,    liegt, 

insofern  er  als  dem  Iunern  angehörend  betrachtet  wird,    —K ~^— 

ön 

ist,  wenn  n  die  nach  aussen  gerichtete  Normale  bezeichnet.  Anderer- 
seits ist  aber  die  Wärmemenge,  welche  von  einem  solchen  Punkte, 
dessen  Temperatur  nahe  u0  gleich  kommt,  zu  einem  unendlich 
nahen  Punkte  des  Gases  von  der  gegebenen  Temperatur  </>(  r,  y,  z,  /) 
übergeht,  proportional  uc  —  q>.  Bedeutet  H  eine  positive  Constante, 
die  äussere  Leitungsfähigkeit  genannt,  so  hat  man  als  Gleichung 
für  die  Begrenzung  *) 

Bezeichnet  man  die  Constante  H:K  durch  h,  so  verwandelt  sich  die- 
selbe in 

-~-  +  h  [uB  -  <f{x,  y,  z,  0]  =  0. 

e)  Die  vorhergehenden  Betrachtungen  beruhen  auf  der  Voraus- 
setzung, dass  u  differentiirbar  sei,  und  dass  u  und  die  Differential- 
quotienten von  u  nach  jeder  Richtung  im  ganzen  Innern  des  Kör- 
pers, und  zwar  u  bis  in,  die  Differentialquotienten  nur  bis  an  die 
Begrenzung,  endlich  und  stetig  bleiben. 

§  79.  Aus  den  Voraussetzungen,  welche  wir  über  die  Wärme- 
mittheilung machten,  ergab  sich,  dass  der  Wärmezustand  u  den  Be- 
dingungen, die  im  vorigen  Paragraphen  unter  (6) — (e)  aufgestellt 
wurden,  genügt.  Wir  beweisen  nunmehr,  dass  diese  Bedingungen 
eine  Function  u  eindeutig  bestimmen,  indem  wir  uns  einer  Methode 


*)  Im  Monatsbericht  der  Berliner  Akademie  d.  W.  Mai  1880,  S.  457— 478 
macht  Herr  II.  F.  Weber  eine  Untersuchung  bekannt,  aus  der  er  das  Resultat  zieht, 
dass  das  Verhältniss  des  Leitungsvermögens  für  Wärme  und  Elektricität  nicht,  wie 
man  bisher  annahm,  für  alle  Metalle  constant  sei.  Er  legt  hier  die  Annahme  zu 
Grunde,  dass  die  nach  aussen  abgegebene  Wärmemenge  nicht  proportional  ifo  —  7 
sei,  sondern  durch  einen  Ausdruck  von  der  Form  //(>/.- — 7 )  -{-  //, (^L-  —  </>)9  darge- 
stellt werde. 

21 1  * 
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bedienen,  welche  derjenigen  nachgebildet  ist,  die  Dirichlet  für  die 
ähnliche  Untersuchung  bei  dem  Potential  anwandte.  Es  ist  also 
nachzuweisen  für  die  erste  Art  von  Problemen,  dass  u  bestimmt 
sei  durch  die  Bedingungen  unter  e)  der  Contiuuität  etc.,  ferner  durch 
die  Hauptbedingung 

,  s  du  Y  d'~u     ,     d'-n         d~u\ 

«...  -gr-tn^p.+-sgr+-s?.) 

und  die  Nebenbedingungen 

0?)  ...     u  =f(x,y,z)    für     t  =  0, 
(y)  ...     u0  =  <p(x,  y,  s,  /), 

während  für  die  zweite  Art  von  Problemen,  wenn  nämlich  der  feste 
Körper  mit  einem  Gas  umgeben  ist,   statt  (y)  die  Nebenbedingung 

(<*)  •  •  •     -q^~  +  h [«„  —  (p[x,  y,  z,t]=0 

auftritt. 

Beweis.  Würde  noch  eine  zweite  Function  U  existiren,  welche 
denselben  Bedingungen  genügt,  so  würde,  wenn  man  U—u  =  w 
setzt,  eine  von  0  verschiedene  Grösse  w  ausser  e)  noch  den  Bedin- 
gungen genügen 

/    \  die  2  . 

(aj  . . .     -tj—  =  a'/Jw, 

(#)...         w  =  0    für     /  =  0, 
(y.)  ...       w0  =  0, 
oder  statt  (y,)  der  Gleichung 

Man  multiplicire  (a,)  mit  w,  und  integrire  die  so  entstehende  Glei- 
chung über  den  ganzen  Körper,  und  ausserdem  nach  /  von  0  an. 
Dadurch  entsteht 

0  J 

wenn  die  dreifachen  Integrale  nach  x,  y,  z  sich  über  den  ganzen 
Körper  erstrecken,  das  doppelte  nach  o  über  die  Begrenzung  aus- 
gedehnt wird. 
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Erfüllt  u  zuerst  die  Bedingung  (yj,  so  wird  das  Integral  nach 
o  Null,  da  w  an  der  Begrenzung,  nach  (y,),  Null  und  dw.dn  nach 
e)  endlich  ist.  Das  dreifache  Integral  der  Linken  ist,  der  Natur 
der  Sache  nach,  nicht  negativ,  das  auf  der  Rechten  mit  dem  Vor- 
zeichen nicht  positiv.  Daher  müssen  ihre  Elemente,  also  niuss  w  im 
allgemeinen,  und  wegen  der  Continuität  im  ganzen  Körper  Null  sein. 

Würde  u  aber  nicht  (y,)  sondern  (dj  erfüllen,  so  wird  das 
Flächenintegral  nach  o 

=  —h  I  Jwldo, 

also  nicht  positiv.    Hieraus  folgt,  wie  oben,  dass  w  überall  im  Körper 
Null  ist. 

Diese  Beweisführung  muss  gerade  in  den  einfachsten 
Fällen  modificirt  werden,  wenn  es  sich  nämlich  um  Körper 
handelt,  die  nach  einer  oder  mehreren  Dimensionen  sich  in's  Un- 
endliche erstrecken.  Hierher  gehört,  um  ein  sehr  einfaches  Beispiel 
zu  nennen,  die  Aufgabe,  den  Wärmezustand  des  unendlichen  Raumes 
zu  bestimmen,  wenn  derselbe  eine  gegebene  Anfangstemperatur  hat, 
welche  nur  von  der  einen  Coordinate  x  abhängt.  Man  hat  also  u 
so  zu  bestimmen,  dass  sei 

,  N  du  o  d2u 

(ß)  ...  u  =  f(x)  für  t  =  0, 
und  zwar  für  alle  Werthe  von  x,  von  x  =  —  oo  bis  x  =  oo. 
Schliesslich  muss  u  den  Bedingungen  e)  der  Endlichkeit  etc.  genügen. 
Der  vorige  Beweis  lässt  sich  hier  deshalb  nicht  anwenden,  weil 
keine  Bedingung  vorliegt,  welche  den  Werth  von  u  in  der  Unend- 
lichkeit, die  hier  der  Begrenzung  entspricht,  giebt,  so  dass  dort  eine 
etwaige  zweite  Lösung  U  nicht  mit  u  übereinstimmen,  also  w  im 
Unendlichen  nicht  nothwendig  Null  sein  muss.  Während  ein  Po- 
tential im  Unendlichen  Null  sein  muss,  so  ist  dies  nicht  mit  u  der 
Fall.  In  der  That  findet  man  eine  den  Bedingungen  genügende 
Function  u  auch  in  Fällen,  in  denen  die  gegebene  Anfangstemperatur 
f(x)  nicht  im  Unendlichen  Null  ist,  sondern  um  Null  oscillirt  und 
unendlich  viele  Maxima  und  Minima  besitzt.  Setzt  man  f(x)  =  cos#, 
so  kann  man  überhaupt  keinen  Werth  für  u  finden,  wohl  aber  für 
f(x)  =  cosica;.  Im  ersten  Falle  bleiben  die  Abscissen  x  der  grössten  und 
kleinsten  Werthe  von  f  immer  um  ein  endliches  Stück  von  einander 
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entfernt,  wie  gross  mau  auch  x  uiiuiut,  während  mit  wachsendem  x 

die  Abscisseu,  welche  cosavr  zum  Maximum  oder  Minimum  machen, 

beliebig  uahe  zusammeufückeu.     Die  Function  u,  welche  dem  An- 

faugszustaud 

u  =  cosxx    für     /  —  0 

entspricht  und  den  übrigen  Bedingungen  genügt,  wird,  wie  mau  aus 
bekannten  Formeln  findet,  durch  die  Gloichuug  gegeben 

u  =  ^go&  0  e-^^i,l2t'cos(x''Goa'  0  -\r  Mß): 

wenn  man  statt  der  Zeit  t  zur  Abkürzung  die  Veränderliche  0 
durch  die  Gleichung 

4a3/  =  tang# 
einführt. 

Es  wird  genügen,  wenn  hier  gezeigt  wird,  wie  in  einem  der 
erwähnten  Fälle  der  Beweis  für  die  Einheit  der  Lösung  geführt 
wird,  z.  B.  in  dem  obigen  Falle,  wo  es  sich  um  einen  nach  allen 
drei  Dimensionen  in's  Unendliche  ausgedehnten  Raum,  speciell  um 
die  Bedingungen 

du  „  ö'u 

u  =  f(x)    für     *  =  0 

handelt.  Es  ist  daher  zu  beweisen,  dass  u>  Null  sei,  wenn  die 
Gleichungen  bestehen  sollen 

dw     _    2  d~w 

^df  ~  a  ~dxr' 

w  =  0    für     t  =  0. 
Multiplicirt  man  die  erste  von  ihnen  wiederum  mit  w  und  iu- 
tegrirt  nach   x  von  einem  Werthe  b  bis   c  und  nach  t  von  0  an, 
so  erhält  man 

h  o  o  /. 

Bringt  man  das  letzte  Glied  auf  die  linke  Seite,  so  zeigt  sich  sofort, 
dass  das  nunmehr  allein  auf  der  Rechteu  befindliche  Glied  mit  in's 
Unendliche  wachsendem  c  oder  zu  —  cc  abnehmendem  b  unendlich 
wird,  wenn  nicht  w  für  unendliche  Werthe  von  x  zu  Null  con- 
vergirt.     (Es  würde  nämlich  soust 

ir:  d.r 


f 
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unendlich  sein.)     Dann  ist  aber 


/[ 


dw  I 

Wärl       ,//  =  °' 


weil,  wie  eben  bewiesen,  w  im  Unencllichen  Ö,  und  sein  Üifie- 
rentialquotient  (Bedingung  e)  nicht  oc  wird.     Man  hat  also 

V     »***  =  -*[/#/     KßDdx; 

—  x>  0  —x 

da  die  linke  Seite  nicht  negativ,  die  rechte  nicht  positiv  ist,  so 
müssen  beide  Null  seiu.  Also  ist  w  im  allgemeinen  und,  wegen 
der  Bedingung  der  Stetigkeit,  überall  Null. 

§  80.  Jede  von  den  beiden  Arten  von  Aufgaben,  um  die  es 
sich  handelt,  sowohl  die  erste,  bei  welcher  u  aus  (a),  (/?),  (y),  als 
die  zweite,  bei  welcher  u  aus  (a),  (/?),  (d)  bestimmt  werden  soll, 
lässt  sich  auf  zwei  einfachere  Gattungen  reduciren. 

Wir  beschäftigen  uns  zunächst  mit  der  ersten  Art,  und  setzen 

indem  wir  die  Bedingungen,  denen  u  unterworfen  ist,  auf  v  und  w 
folgendermaassen  vertheilen : 

(/?)...  v  =  0,  iV  =  f(x,y,z)    für     t  =  0, 

0)  ...  V0  =  cp(x,  y,  z,  0,  W0  =  0. 
Die  Aufgabe,  die  Temperatur  mj  zu  ermitteln,  lässt  sich  nicht  weiter 
reduciren,  und  bildet  die  eine  von  den  soeben  erwähnten  beiden 
einfacheren  Gattungen,  wohl  aber  die  andere,  v  zu  ermitteln.  Es 
genügt  nämlich,  wenn  man  letztere  unter  der  Voraussetzung  löst, 
dass  cp  von  t  unabhängig  ist,  in  Worten,  dass  die  Temperatur,  in 
welcher  man  die  Oberfläche  erhält,  zu  allen  Zeiten  die  gleiche, 
nämlich  dieselbe  bleibt  wie  sie  zu  einer  Zeit  l  ist,  wo  l  eine  Zahl 
zwischen  0  und  t  bezeichnet.     Ist  nämlich 

ö  =  x(x>  y>  z>  K  0 

die  Lösung  der  Aufgabe 

-er  =  a^ 

D  =  0     für     *  =  0, 
ü„  =  q>(x,  y,  *,  X), 


312  Wannetlieoiic  §80,2. 

so  erhält  man  als  Werth  von  o  (s.  d.  unten  folgende  Anmerkung) 

(2)         v=j*ex(x,y,*,i,t-X)  dL 

0 

Man  bestimmt  ö,  indem  man  diese  Temperatur  wieder  in  die 
Summe  zweier  zerlegt.    Mau  setzt  nämlich 

0  =  Jv,  -§-  =  crJt, 

v0  =  <p(x,  y,  z,  l),        tc  =  0, 

£=—  v     für     *  =  0. 

Die  Function  v  ist  demnach  denselben  Bedingungen  unterworfen, 
wie  ein  Flächenpotential,  welches  sich  an  der  Begrenzung  in  eine 
gegebene  (von  der  Zeit  unabhängige)  Function  cp(x,  y,  z,  X)  ver- 
wandeln soll.  Ist  v  gefunden,  so  hat  man  die  Function  £  zu  er- 
mitteln, welche  denselben  Bedingungen  unterworfen  ist  wie  oben 
w;  es  ist  offenbar  unwesentlich,  dass  der  Werth  von  w  für  t  =  0  un- 
mittelbar gegeben  ist,  gleich  f(x,  y,  s),  und  der  von  £  erst  mittelbar, 
nämlich  gleich  —  v,  wo  v  die  Lösung  einer  Potentialaufgabe  bedeutet 
In  der  That  ist  also  die  Aufsuchung  von  n,  welches  den  Bedin- 
gungen a,  ß,  y,  genügen  soll,  auf  zwei  einfacheren  Gattungen  reducirt 

1)  ein  Potential  v  zu  finden, 

2)  eine  Function  w  zu  finden,  welche  den  Bedingungen  unter- 
worfen ist 

-«—  =  a2Jtv;      w  =  f(x,  y,  z)     für     t  =  0;       w0  =  0, 
ot 

wenn  f  eine  beliebig  gegebene  continuirliche  Function  bezeichnet. 
Nur  mit  der  zweiten  Aufgabe  haben  wir  uns  in  diesem  III.  Theile 
zu  beschäftigen. 

Anmerkung.  Zum  Beweise  der  Formel  (2)  theile  man  die  Zeit  /  in  n  un- 
endlich kleine  (gleiche)  Theile,  deren  jeder  x  sei.  Die  Temperatur  v  zur  Zeil  / 
wird  dann  durch  Superposilion  (Addition)  von  n-\-\  Temperaturen  des  Körpers 

tiu,      D1?      D,,      ...      Ö„ 
erhallen,    von   denen  jede  einzelne   nach   der  Zeit  nx  =  t  entsteht,    wenn    zur 
Zeit  0  seine  Anfangstemperatur  0  war.    Feiner  wird,  um  die  einzelnen  Tempe- 
raturen n0 ,  üj ,  etc.  zu  gewinnen,  die  Ohcrfläche  *)  erhallen 

*)  Wir  unterdrücken  im  Folgenden,  der  Kürze  wegen,  hinter  den  Functions 
zeichen  <p  und  %  die  Buchstaben  x,  y,  z,  schreiben  also  y  (A),  ^(J,  t)  statt  (p(x,y,  z,  l), 
X(x,y,z,X,t). 
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wegen  u0,  die  ganze  Zeit  von  0  liis   t  in  der  Temp.   <JP(0); 
wegen     \)r    von  0  bis      x        in  Null,  von       x        bis  /  iu  <jp(t)— ^)(0); 

\).,,      „  0  „     2t       „     „      „       2t       „  t  ,,         qp(2r)-qp(T); 

wegen  D„_i,  von  0  bis  (w-l)r  in  Null,  von  (n-\)x  bis  <  in  rp(n-l)x-rp(n-2y  ; 
\)n,     ».    0   ,,        m      ,,     ,,  . 

Wenn  aber  die  Oberfläche  eines  Körpers  von  der  Anfangstemperatur  0  eine 
Zeil  ?ni  hindurch  in  der  Temperatur  0,  dann  die  Zeit  t — im  in  einer  anderen 
Temperatur  erbalten  wird,  so  kommt  es  auf  dasselbe  hinaus,  wenn  man  den 
ersten  Akt  übergeht  und  von  Anfang  au  die  Oberflächentemperatur  die  Zeit 
/ — mx  wirken  lässt.     Man  hat  daher 

o0     =  x(0,  0, 

0,       =%(?,  t  —  T)-x(9,  t—t), 
öa      =  x(2x,  t  -  2x)  -X(t,  t -  2t), 

D„_,  =  x(f>-l>,  t—  («-1»  —  x((»-2>,  t—(n— 2», 
Ö«      =  %(m,  /  -  wt)  =  xO,  0). 

Offenbar  ist  /(/,  0)  in  dem  ganzen  inneren  Räume  des  Korpers  gleich  Null. 
Die  Summe  der  Ausdrücke  Ö(1  bis  \)„  giebt  für  v  die  Gleichung  (2),  wenn  mau 
n  =  x  nimmt. 

Die  Reduction  der  zweiten  Art  von  Aufgaben,  wenn  nämlich 
die  Bedingung  (d)  statt  (y)  erfüllt  werden  soll,  gestaltet  sich  ähnlich. 
Man  setzt 

u  =  v-\-w 
und  vertheilt  die  Bedingungen  auf  folgende  Art 

(o)  ...    -^—  =  a'/lv,  -^—  =  aaJa>, 

G»)  ...      o    =0,  «,   =f(x,y,*)  für  *  =  o, 

(<*)  •  •  •   -<£-  +  Ä  [yc  -  g>0,  y,  »j  0]  =  o,    -q£-  +  Aw0  =  o. 

Auch  hier  wird  die  Aufgabe,  w  zu  bestimmen,  nicht  weiter  reduciit, 
während  man  v  durch  (2)  aus  einem  Werthe  ü  findet,  der  den  Be- 
dingungen für  v,  nachdem  t  mit  X  vertauscht  ist,  genügt.  Man 
zerlegt  wieder  ü,  indem  man  setzt 

ö  =  C  +  v, 

0  =  Jy,  ^jj-  =  a-JC, 

■4g-  +  h  (v0  -  <pß))  =  o,    4jj-  +  ä£0  =  o, 

£  ==  —  v     für     <  =  i  >. 
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Die  Function  v  ist  von  der  Zeit  unabhängig  and  spielt  eine  Rolle, 
die  man  mit  der  des  Potentials  vergleichen  kann,  während  £  der- 
selben Art  von  Bedingungen  wie  w  genügt.  Wie  im  vorigen  Falle 
ist  also  auch  hier  die  Aufgabe,  u  zu  bestimmen,  auf  die  beiden 
einfacheren  zurückgeführt,  v  und  w  zu  ermitteln. 

Die  folgenden  Kapitel  enthalten  die  Anwendung  der  allge- 
meinen Sätze  auf  die  Untersuchung  der  Wärmebewegung  im  Cyliu- 
der,  welcher  durch  Rotation  eines  Rechtecks  um  eine  Seite  erzeugt 
ist,  in  der  Kugel  und  dem  Rotationsellipsoid.  Es  kam  hier  wesent- 
lich darauf  an,  die  Methoden  auseinander  zu  setzen  und  zu  zeigen, 
dass  man  zum  Ziele  gelangt.  Ich  habe,  um  diese  Arbeiten  nicht 
zu  weit  auszudehnen,  nicht  überall  das  sckliessliche  Resultat  ent- 
wickelt und  nicht  solche  Fälle  verfolgt,  in  welchen  besondere  An- 
nahmen über  die  gegebenen  Functionen  eine  Vereinfachung  gestatten. 
Es  werden  auch  nur  die  beiden  extremen  Fälle  behandelt,  in  wel- 
chen entweder  die  ganze  Oberfläche  in  einer  gegebenen  Temperatur 
erhalten  wird  oder  mit  einem  Gas  in  Berührung  ist.  Solche  Fälle, 
in  welchen  für  einen  Theil  der  Oberfläche  das  Erste,  für  den  anderen 
das  Zweite  eintritt,  übergehe  ich.  So  behandeln  wir  beim  Cylinder 
nicht  den  Fall  noch  besonders,  in  welchem  der  Mantel  und  die 
eine  begrenzende  Ebene  mit  einem  Gas  in  Berührung  ist,  die  andere 
Ebene  aber  in  einer  gegebenen  Temperatur  erhalten  wird,  die 
übrigens  eine  etwas  einfachere  Behandlung  gestattet  als  der  Fall, 
in  welchem  der  ganze  Körper  sich  in  einem  Gase  befindet.  Die 
weitere  Ausführung  und  strenge  Untersuchungen  über  die  Möglich- 
keit der  verschiedeneu  Eutwickelungen  in  Reihen,  eine  Anzahl 
interessanter  Aufgaben,  muss  ich,  um  endlich  zum  Abschluss  meiner 
Arbeit  zu  gelangen,  anderen  Forschern  überlassen. 


/weites  Kapitel. 

Der    Cylinder. 

§  81.  Die  Bewegung  der  Wärme  wird  in  diesem  Kapitel,  um 
die  Untersuchungen  nicht  zu  weit  auszudehnen,  nur  in  einem  vollen 
Cylinder  untersucht.    Wir  denken  uns,  dass  seine  Begrenzung,  d.  i. 
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der  Mantel  und  die  begrenzenden  parallelen  Kreise,  deren  .r-Coor- 
dinaten  x  =  h  und  x  =  —  h  sind,  in  einer  gegebenen  Temperatur 
erhalten  wird.  Da  wir  die  Potentialaufgabe  für  den  Cylinder  be- 
reits im  IV.  Kapitel  des  II.  Theiles,  §  56  gelöst  haben,  so  handelt 
es  sich  nach  §  80,  S.  311  nur  noch  um  den  Wärmezustand,  der  dort 
mit  w  bezeichnet  wurde.     Dieser  wird  bestimmt 

1)  durch  die  Hauptbedinguug 

dw  .,  , 

-w  =  aJw> 

oder,  wenn  man  für  y  und  z  die  Polarcoordinaten  r  und  xp  ver- 
mittelst der  Formeln 

y  =  rcosip,     z  —  rsini//,       (0  <  r  <  r) 

einführt,  durch  die  Gleichung 

dw  „T  d~w         d'w         1    dw         1     d'wl 

HT   =  a~l~dx~r~]~~drr  +  T~W  +  l<J  dipJ' 

2)  durch  die  Nebenbedingung 

w  =  f(x,  r,  \p)    f  ü  r     /  =  0, 

wenn  f  eine  gegebene  Function  bezeichnet; 

3)  durch  die  Nebenbedingung,  dass  w  an  der  Begrenzung  Null 
sein  soll,  welche  in  die  drei  zerfällt 

(a)  . . .     10  =  0    für     s  =  h, 

(b)  . . .     io  —  0      „      z  —  —  h, 

(c)  . . .     w  =  0      „      r  =  x. 

Particuläre  Integrale  der  partiellen  Differentialgleichung  sind  Aus- 
drücke von  der  Form 


wenn  a,  ß,  y  irgend  welche  Constante,  v  positive  ganze  Zahlen 
oder  Null  sind.    Hieraus  kann  mau  ein  particuläres  Integral  bilden 

(bcosvifj  +  bsmvxp)  sin  - — -^r Jv(lr)e     u      u     , 

in  welchem  ausser  v  auch  n  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet, 
X  aber  eine  "Wurzel  der  Gleichung  J, ,(Ar)  =  0,  b  und  b  Constante 
sind.     Diese  Lösung  genügt  den  Bedingungen  unter  1)  und  3). 

Man  entwickele  nun  f(x,  r,  i//)  in  eine  Reihe,  die  nach  Cosinus 
und  Sinus  der  Vielfachen  von  ip,  und  nach  Sinus  der  Vielfachen 
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von       Ti.        fortschreitet.     Die  Coofficienten,  welche  noch  r  ent- 

halten,  entwickele  man  nach  Cylinderfunctionen  und  zwar  so,  dass 
man  den  Coefficienten  von  cosnp  und  den  von  sin vifj  nach  Cylinder- 
functionen mit  dem  unteren  Iudex  v  entwickelt,  nach  Functionen 
Jy(lr\  wo  die  l  die  Wurzeln  der  Gleichung  Jy(Xx)  =  Ö  vorstellen. 
Dadurch  findet  man 

f(x,r,  \p)=2'2  O(^cos^-f  bsinyi/7)sin  ^    T>, «WO» 

wo  die  Summe  j^  sich  auf  alle  X  bezieht  und  die  b  und  b  bekannte 

numerische  Constante  vorstellen,  die  vou  drei  Indices  n,  v,  l  ab- 
hängen.    Der  gesuchte  Wärmezustand  w  ist  dann 

w  =  2  2  fo(bcosvip-\-bsmvip)$m^-^f — Jv{lr)e      L       **     . 

n=l  —  A 

Unter  den  verschiedenen  specielleren  Fällen,  die  in  diesem 
allgemeineren  enthalten  sind,  sei  derjenige  erwähnt,  in  welchem  h 
unendlich  ist,  also  der  Fall  der  Wärniebewegung  in  einem  unend- 
lichen Cy linder.  Der  Theil  der  Lösung,  welcher  ein  Potential  vt 
giebt,  ist  bereits  im  §  54  (m.  vergl.  dort  den  Werth  von  Ut  und  11,) 
gegeben;  es  handelt  sich  also  auch  hier  nur  darum,  die  Function 
w,  den  Grenzfall  des  vorstehenden  Ausdrucks  für  h  =  -x>,  zu  er- 
mitteln. Man  findet  denselben  leicht  direct,  indem  mau  zunächst 
f(x,  r,  yj)  in  eine  trigonometrische  Reihe  in  Bezug  auf  tp  entwickelt. 
Sie  sei 

f(x,  r,  ip)  =  J£'co8vif)Fv(x,  r)-\-smvip%y(a;,  /')• 

Die  beiden  Functionen  F  und  %  entwickele  man  nach  Functionen 
Jy(lr)  mit  festgehaltenem  Iudex  v,  wo  l  die  Wurzeln  der  Glei- 
chung J,.(lx)  =  0  vorstellt.     Dadurch  erhält  man 

f(x,r,y)  =  J£'$[eofiviltFiy(x)  +  Biiivty%Xy(x)]Jy(Xr)} 

wenn  F  und  %  von  den  zwei  Indices  abhängige  Functionen  von 
x  sind.  Diese  drückt  mau  durch  das  Fourier'sche  Doppelintegral 
aus  und  erhält  dann  eineu  Ausdruck 

w  =  ~-I'  §/  f   [coavipFlv(ß)  -l-  Bmvif>%h  (/?)]  X 

CO         CO 

cosaO  -  ß)J,  (Xr)e-«:('-+'^dccdß, 
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der  allen  Bedingungen  1)  bis  3)  genügt.    Von  den  zwei  Integrationen 
lässt  sich  die  nach  a  ausführen,  indem  man  hat 

r  1    ln~   -£=# 

/      e-"'aV cos a(x  —  ß)da  =  —  1/ e      4"v  . 

— 00 

§  82.  Der  Cylinder  sei  mit  einem  Gas  in  Berührung.  Statt 
des  Potentials  ist  dann,  nach  S.  313,  zuerst  eine  ähnliche  Function 
durch  die  Bedingungen  /Jv  =  0  und 

+  h[ve  —  <p(x,y,  *)]  =  0 


dn 

zu  ermitteln,  wenn  q>  eine  gegebene  Function  der  Coordinaten  allein 
bedeutet,  die  dort  als  q>(X)  oder  cp(x,  y,  z,  X)  auftrat,  weil  sie  noch 
einen  Parameter  1  enthielt.  Eine  solche  Function  findet  man  zwar 
nicht  fertig  gebildet  im  IV.  Kapitel;  doch  kann  sie  durch  ein  Ver- 
fahren gebildet  werden,  welches  der  dort  angewandten  Methode 
sehr  ähnlich  ist. 

Zunächst  führe  man  in  q>  die  Coordinaten  r  und  tp  statt  y 
und  z  ein.  Ohne  uns  eines  neuen  Functionszeichens  zu  bedienen, 
nennen  wir  die  so  transformirte  Function  q>(x,  r,  ip).  Es  soll  dann 
v  ausser  der  Bedingung  /Jv  =  0  noch  der  einen  für  die  Oberfläche 
genügen,  welche  nunmehr  in  folgende  drei  zerfällt  *) 

—  -}-Äv  =  cp(x,  r,  i/O         für     r  =  r, 
-fa  +  Äv  =  g>(x,  r,y)  „      x  =  x, 

-^-—hY  =  q>(-x,r,yj)      „      x  = —x. 

Wir  stellen  v  als  Summe  von  zwei  ähnlichen  Functionen  X  und  Y 
dar,  die  nämlich  den  Gleichungen  z/X  =  0  und  JY  =  0  genügen. 
Der  ersten  schreiben  wir  die  Bedingung  vor 

r~)  V 

(a)  ...     — g—  -\-hX  =  (p(x,  r,  I/O     für     r  =  v. 

Denken  wir  uns  die  Aufgabe  gelöst,  eine  solche  Function  X  zu 
finden,  so  geht  diese  Function  X  von  x,  r  und  ip  für  x  =  x  und 
x  =  —  x  in  Functionen  über,  die  bekannt  sind  und  die  vorüber- 

*)  Um  Verwechselungen  zu  vermeiden  nennen  wir  hier  die  Höhe  des  Oylinders 
nicht  mehr  2h  sondern  2x,  und  setzen  daneben  zur  Vereinfachung  der  Schreibung 
unserer  Formeln  k  für   1 :  x. 
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gehend  mit  f(r,xp)  und  f\(r,  ifi)   bezeichnet  werden  mögen.     Wir 
bestimmen  dann  die  Function    1   so,  dass  man  erhält 

(o)  ...      ~ -+AY  =  0     für     r  =  r, 

(y)  ...      -gj— AF=  g>(— x,r,  vO-/;(r,V/)       »       a?— — x, 

dass  also  die  linken  Seiten  sich  bei  der  ersten  in  0,  bei  den  beiden 
anderen  in  gegebene  Functionen  von  r  und  tp  verwandeln.     Dies 
hier  Angedeutete  wird  folgendermaassen  ausgeführt. 
Wir  bestimmen  erstens  X.     Der  Ausdruck 

.   n  JyCinnkr) 

§  =  (acoRimfcr-f-  asmrmA-.r)cos^  hjr{innkvH ilmkf(iu^x)  ' 

worin  n  und  v  ganze  Zahlen  (incl.  0)  vorstellen,  a  und  a  aber 
beliebige  Constante,  die  n  und  v  enthalten,  giebt  für  r  =  r 

-^-  -f  /'£  =  (acosM7r/t,a'4-asinw7j;/i\r)cosj'i/). 

Ferner  ist  z/£  =  0.  Vertauscht  man  in  £  den  cosvi//  mit  sinj-ii»,  so 
enthält  auch  das  Vorstehende  sinj>^  statt  cosnp.  Hieraus  ist  klar, 
dass,  durch  Summation  nach  n  und  v  über  alle  ganzen  Zahlen,  aus 
den  Ausdrücken  £  und  den  ähnlichen  sini-t^  enthaltenden  ein  Aus 
druck  X  entsteht,  bei  dem,  wie  verlangt  wird, 

-M-+AX    für     r  =  x 
ör 

eine  trigonometrische  Doppelreihe  giebt,  die,  wenn  man  die  a  und 
q  gehörig,  nach  bekannten  Regeln,  wählt,  die  Function  y(x,  r,  tp) 
als  Summe  hat. 

Man  kennt  daher  X,  und  hieraus  f(r,  ip)  und  /",  (r,  y). 
Wir  bestimmen  zweitens  Y.  Als  Ausgangspunkt  dient  ein  Glied 
rj  =  (acosU#4-ösiuU.r)cosi'»/J./,.(Ar). 
Nimmt  man  für  l  die  Wurzeln  der  Gleichung 

kA  (Ar)  -\-hJv  (Ix)  =  0, 
so  wird  i]  einer  Gleichung  wie  (a),  nämlich  der  Gleichung 

4^+/„?  =  0     für     r  =  r 

ör 
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genügen,  während  für  x  —  +  x  wird 

-~-t  +  hrj  =  [a(iXcosikX-{-hsm  ikX)+a(kcosikX—iXsh\ikX)]Qi)*v\pJr(Xr). 

Indem  man  den  Constanten  a  und  a  für  die  verschiedenen  ?.  und 
v  geeignete  Wcrthe  beilegt,  kann  man  den  Ausdruck  in  der  eckigen 
Parenthese  mit  dem  oberen  und  mit  dem  unteren  Zeichen  gleich 
jeder  beliebig  gegebenen  Constanten  2e/r  resp.  2gi,  machen;  man 
setzt  da/Ai  (wenn  man  die  Indiccs  fortlässt) 

e  +  9 


a  — 


iX  cos  ikX  -f-  h  sin  ikX 
e—g 


h  cosikX  —  iXsm  ikX 
Der  auf  der  rechten  Seite  von  (ß)  befindliche  Ausdruck,   die   ge- 
gebene Function,  lässt  sich  aber  nach  Cosinus  und  Sinus  der  Viel- 
fachen von  \p  und  nach  den  Cylinderfunctionen  in  eine  Reihe 

2j?'  j^(e;.,,cos!>i//  -f  Zivmav\p)  Jv(Xr) 

entwickeln,  und  der  auf  der  rechten  Seite  von  (y)  befindliche  in 
einen  ähnlichen,  der  aus  dem  obigen  entsteht,  wenn  man  in  ihm 
e  und  e  mit  anderen  Constanten  g  und  g  vertauscht.  Mau  findet 
also  als  Werth  von   Y  die  Summe  von 


i'S(«2,i 


,cosU#  -f  a/vsmiXx)cosvip  J,.(Xr) 

und  einer  Reihe,  die  smvip  statt  cosvxp  enthält,  und  statt  a  und  a 
andere  Constanten  b  und  b,  die  ebenso  aus  g  und  g  gebildet  wer- 
den, wie  die  ersteren  aus  e  und  e. 

§  83.  Nachdem  wir  v  gefunden  haben,  bleibt  noch  übrig 
(s.  §  82),  zweitens  auch  w  zu  bestimmen.  Es  ist  diese  Function 
den  Bedingungen  unterworfen 


für     t  =  0, 


x  =  x, 


X  =  —  X. 


(«0  . . 

.     -=—  =  a2Jw, 
dt 

(6)  .. 

w  =  f(x,  r,  xp) 

(c)  .. 

dw        .           ~ 

.     -— -  -|-  hw  =  0 

(d)  .  . 

dx 

(e)  .. 

.     -= Ate  =  U 

dx 

320  Wärmetheorie.  £  83    '2. 

Den  Zustand  //•  findet  man,  indem  man  w  =  X-\-  Y  setzt,  durch 
Superposition  der  beiden  X  und  Y,  von  denen  jeder  denselben  Be- 
dingungen wie  to,  mit  Ausnahme  von  (6),  genügen  soll.  Au  die 
Stelle  von  (b)  sollen  aber  die  Bedingungen  treten 

X  =  W(*,r,ip)-f(-x,r,ij,)]     für     f  =  0, 
Y  =  \[f(x,  r,  t/0  +  K-  *,  r,  vO]       ,       i  =  0. 
Um  X  zu  finden,  geht  man  von  dem  partikulären  Integral  aus 

£  =  sm  fnx  cos  vipJyßr^e-'W+f'K 

Dieses  genügt  der  Bedingung  (o),  ferner  (c),  wenn  man  für  X  die 
Wurzeln  der  Gleichung 

CQ...    MyQ.T)+hJvQx)  =  0 

setzt.     Ferner  genügt  es  (d)  und  (e),  wenn  man  /u   gleich   macht 
den  Wurzeln  der  Gleichung 

(g)  ...     fncosx/u  -f-ÄsinxjU  =  0. 

Dieselben  Eigenschaften  hat  eine  Function,  die  aus  £  durch  Ver- 
tauschung von  cosvip  mit  sinv^  entsteht. 
Man  entwickele  nun 

£  l/0>  r>  V)  —  /"(—  x>  r>  VO] 
in  eine  Reihe,  die  nach  Cosinus  und  Sinus  der  ganzen  Vielfachen 
von  \p  geordnet  ist.  Den  Faktor  von  cosj>V  und  den  von  sinai/y 
entwickele  man  nach  Cylinderfunctioneu  Jv(Xr)  mit  festgehaltenem 
v,  wo  A  jede  Wurzel  von  (f)  vorstellt,  und  die  entstehenden 
Faktoren  entwickele  man  nach  Sinus  der  ^u -fachen  x,  wo  f.i  jede 
Wurzel  von  (g)  bedeutet.  Man  erhält  dann  für  jene  Function 
eine  Reihe 


wo  die  a  und  a  bekannte  von  den  Zahlen  X,  /n,  v  abhängende 
Zahlen  sind,  das  Zeichen  ^",  wie  früher,  eine  Summation  über  die 

ganzen  Zahlen  v,  die  J^  über  alle  X  und  ^u  anzeigen.  Der  Wärme- 
zustand X,  der  allen  Bedingungen  genügt,  ist  der,  welcher  entsteht, 
wenn  man  dem  allgemeinen  Gliede  der  obenstehenden  dreifachen 
Summe  den  Faktor 

hinzufügt. 
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Um  schliesslich  auch  Y  zu  finden,  geht  man  von  einem  parti- 
eulären  Integrale  /;  aus,  welches  cos^a;  enthält  statt  des  Faktors 
sin^x  in  |.     Hier  muss  aber  ft  nicht  durch  (g)  sondern  durch 

h  cos  x(.t  —  ^sinx^*  =  0 

bestimmt  werden.     Schliesslich  findet  man 

r  =  2!  ^i^^^frCOHrifj  4-  b  xltv  sinvip)  cos /itxJy  (lr)es-""<l-+fi)', 

wenn  die  Constanten  b  und  b    so  gewählt  werden,  dass  der  für 
/  =  0  entstehende  Ausdruck  eine  Eut Wickelung  von 

riebt 


Drittes  Kapitel. 

Die    Kugel. 

§  84.     Die  Gleichung  für  die  Bewegung  der  "Wärme  im  Innern 
einer  Kugel  geht  nach  Einführung  der  Polarcoordinaten  r,  6,  xp  in 


(3)...  r  w  =  a 


dr  +  sinö  dtf  +  sin20   ör/r  J 

über.  Ist  die  Kugel  ganz  mit  (homogener)  Masse  erfüllt,  so  ist 
ihre  Begrenzung  eine  zusammenhängende  Kugelfläche  r  =  r,  und 
die  Nebenbedingungen  werden  sein 

{ß)  ...     u  =  f(r,  0,  tfj)    für     t  =  0 
uud  entweder  die  erste  oder  zweite  von  den  folgenden 
0)  ...     u  =  q>(0,  xp,  /)    für     r  =  r, 

(d)  ...     ^-+ä[«-9>(ö,V/,0]    für     r  =  r. 

Hier  bezeichnen  f  und  gp  gegebene  Functionen. 

Die  Aufgabe,  u  zu  bestimmen,  wird  nach  §  80  auf  die  Be- 
stimmung erstens  einer  Function  v,  zweitens  einer  Function  w 
zurückgeführt. 

Erstens,  Bestimmung  von  v.  Nennt  man  die  Function 
(p(ft,  ip,  0,  wenn  mau  /  mit  einer  Constanten  vertauscht  qp(0,  ip),  so 

Heine,  Anwendungen  dei  Kngelfanctionen     2    Aufl.  "2\ 
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sind  die  Bedingungen  für  v,  je  nachdem  die  Oberfläche  in  der 
Temperatur  q>(0,  y>)  erhalten  wird,  oder  mit  einem  Gas  in  Be- 
rührung ist,  ausser  Jv  =  0  noch  für  r  =  r  die  erste  resp.  zweite 

der  folgenden 

öv 
v  =  cp(0,  ,/,),     ^r  +  h[v-  cP(0,  i/0]. 

Im  ersten  Falle  ist  v  denselben  Bedingungen  wie  ein  Potential 
der  Kugel  unterworfen,  daher  nach  §  2G  die  Reihe 

oo  2w.  4- 1  /  r  \"  rn  /*■ ' 

2  ~Ä^~  \  r  )  I    siu  ?  dri  I     VÜ'  w)  P^K^sy)dtof 

0  0 

oder  wenn  man  summirt 

v  =  — ^—. -/     smndn  /  yw  — r-« 

4^      {  V        (r2-2rrcosy  +  r^ 

Um  v  auch  im  zweiten  Falle  aufzusuchen,  setze  man,  indem 
mau  v  und  cp  nach  Kugelfunctionen  entwickelt 

v  =  J;  rn,Xin\     y(ß,  if>)=  J;  FW; 

tt=0  n=0 

um  dann  XW  aus  dem  bekannten  FW  zu  finden,  bedient  mau  sich  der 
Gleichung  für  die  Oberfläche  und  erhält 

und  hieraus  schliesslich 

7  =  l^J„SÄF(T)"/"siü'?^/",f'r(">  "')PMC^r)SM. 

0  0 

§  85.     Zweitens,  Bestimmung  von  w.    Es  bleibt  noch  übrig, 

die  Temperatur  w  aufzusuchen,  welche  der  Gleichung  (3)  genügen 

soll,  nachdem  in  derselben  u  mit  w  vertauscht  ist,  und  den  Neben- 

bedinguugen 

(ß)  ...     w  =  f(r,0,xp)    für     <  =  Q, 

so  wie  einer  der  folgenden  Bedingungen  (y)  oder  (ö),  nämlich  der 

Bedingung 

(y)  ...     «o  =  0     für     r  =  r, 

wenn  die  Oberfläche  selbst  der  Kugel  in  einer  gegebenen  Tempe- 
ratur erhalten  wird,  und 

(ö)  . . .     -s — r-  /«r  =  0    für    r  =  r, 

wenn   sie  sich  in  einem  Gase  von  gegebener  Temperatur  befindet. 
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Mau  denkt  sich  ?r  in  eine  Reihe  vor  Kugolfunctioneu  in  Beziig 
auf  0  und  \p  entwickelt 

(a)  ...     w  =  j£  XW, 

n=0 

in  der  also  /  und  r  die  Rolle  von  Constanten  spielen.    Unsere  Auf- 
gabe ist  gelöst,  wenn  wir  XW  bestimmt  haben. 

Nach  (ß)  soll  w  sich  für  r  =  r  in  die  bekannte  Function  f  ver- 
wandeln, die  wir  nach  Kugelfunctioncn  )  in  Bezug  auf  0  und  \p  ent- 
wickelt denken.  Die  Y,  in  welchen  r  die  Rolle  einer  Constanten 
spielt,  sind  bekannt;  wir  haben  nämlich 

(b)  . . .     F<»>  =      4       y     sinridy      f(r> ;/-  w)fw(cosy)öw. 

0  0 

Bezeichnet  man,   wie  1.  320,   die  Kugelfunctionen 

Py  (cos  6)  cos  )■»/.',     P,"  (cos  #)sin )-?// 

durch   C"(0,il>)   und   S'j.(0,  t/>),   und  gewisse    bekannte  Functionen   von  r  mit 
B  und  3i,  so  hal    V  die  Form  (I.  323) 

fö  ...    r«  =  i:' Ä« CW  +  &W SW. 

In  der  Tlmt,  löst  man  P  in  (/;)  nacli  dem  Additionstheoreme  I.  312  auf,  so 
iindel    man 

'    =  — -j üy    I     P^ (cos if) sin r\dr\  I      f(r,  rj,  w) cos vio dto, 

o  o 

und    JR,    wenn   man   rechts  cosyw   durch   sinj'W  ersetzt. 

Die  Bedingung  (ß)  stellt  also  die  Forderung,  dass  sich  X("> 
für  r  —  r  in  FW  verwandeln  solle. 

Setzt  man  (a)  in  die  partielle  Differentialgleichung  für  w  ein, 
so  kann  man  den  entstehenden  Ausdruck  durch  die  Differential- 
gleichung der  Kugelfunctionen  I,  (51)  reduciren.  Nach  derselben 
hat  man 

/         3XW  \ 

i    d^°-9e-)        i     a.XM 


und  erhält  daher 


OD  ÖYW 

n=0  C'i  \n=i 

Da  die  />'"'  Glieder  unter  dem  Summationszeichen  £  auf  der  linken 
und  auf  der  rechten  Seite  Kugelf unetioflen  w'"'  Grades  sind,  so  sind 

21* 
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nicht  nur  die  Summen,  sondern  «auch  die  fiten  Glieder  selbst  ein- 
ander gleich,  und  die  Kugelfuuction  XW  genügt  daher  zugleich 
der  Gleichung 

»...    r'^~  +  2r    r..     _w(„+l)XC«)  =  __. 

Particuläre  Integrale  dieser  Gleichung  fiuden  wir,  indem  wir  ver- 
suchen, diese  Gleichung  durch  das  Produkt  einer  Function  von  r 
allein,  die  B  heisse,  und  einer  von  t  allein,  die  T  sei,  zu  iutegrireu. 
Dann  muss 

dT 
T  "öT 


oa  r .,  aj/?  .  .  aß  1      1 


also  zugleich  eine  Constante  sein,  die  wir  —  a'X-  nennen.     Daher 

ist  ein  particuläres  Integral 

e-"')v .  B, 

wenn   X  eine  beliebige  Constante  und   B  eine  von  /  unabhängige 

Function  bezeichnet,  welche  der  Gleichung  genügt 

r2^*-  +  2r^  +  [^8-»(»-M)]ß  =  0. 

Nach  I.  240  ist  die  allgemeine  Lösung  derselben  eine  Cylinder- 
function  erster  und  zweiter  Art  von  der  dritten  Ordnung 

und  wenn  sie,  wie  das  hier,  bei  der  Vollkugel,  der  Fall  sein  muss, 
auch  für  r  =  0  endlich  bleiben  soll,  c\pH(Xr),  wo  c  eine  Constante 
in  Bezug  auf  r  und  t  vorstellt.     Es  soll  aber 

c\pn{lr)e-'nH 
nicht  nur  (d)  genügen,  sondern  auch  eine  Kugelfuuction  nten  Grades 
sein;  setzen  wir  dazu  c  gleich  einer  solchen  von  0  und  rp,  die  ZW 
heisse,   übrigens  noch   den  Buchstaben  X  enthalten  darf,  den  wir 
deshalb  als  Iudex  anhängen,  so  ist 

eine  Lösung,  die  der  Forderung  genügt,  erstens  eine  Kugelfuuction 
wte"  Grades,  zweitens  ein  Integral  vou  (d)  zu  sein.  Indem  wir  X 
verschiedene  Werthe   beilegen  und  eine  Summation   nach   X  durch 

j^  andeuten,  ergiebt  sich  also: 

Der  Differentialgleichung 

dw  2 

öl 
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genügt 

(a)  ...     w  —  J"A», 

wo  V")  einen  Ausdruck  vorstellt 

wenn  Z  irgend  eine  Kugelfunction  von  0  und  xp  vom  wten  Grade, 
und  die  l  beliebige  Constante  bezeichnen. 

Die  Bedingung  (y)  wird  durch  X  erfüllt,  wenn  man  für  l  die 
Wurzeln  der  Gleichung  ipn(kx)  =  0  nimmt,  die  Bedingung  (d),  für 
die  andere  Art  von  Problemen,  wenn  man  die  Wurzeln  von 

(/•)...     Iip'n(h)  +  lapn(lx)  =  0 
für  l  setzt. 

Um  noch  der  letzten  Bedingung  (ß)  zu  genügen,  bestimmt  man 
Z  so,  dass  die  Gleichung  erfüllt  wird 

^xpn(lr)Z^  =  r». 

Dies  geschieht  nach  dem,  was  in  diesem  Bande  im  Zusätze  S.  215 
gesagt  wurde,  wenn  man  Z\  den  Werth  ertheilt 


^flY^xp)L{lryr\lr, 


wo  zu  setzen  ist 

(g)  ...     b  =±  ix3[ifJn+ißV)]2 
in  dem  Falle,  dass  l  eine  Wurzel  von  \pH{Xx)  ==  0  vorstellt,  aber 


Co...  *  =  i[-*4 


[hx(hx-l)  +  ¥.?-  «(»  +  !)] 


wenn    für    X   eine  Wurzel   der   transcendenten   Gleichung   (/')   ge- 
nommen wird. 

Wir  erhalten  schliesslich  für  X(ra)  den  Ausdruck 

(4)...     XM  =  S  ^|r    -fXY(»)il>„(lryrulr, 

o 
wo  Y  durch  (6)  gegeben  ist,  (b)  durch  (</)  oder  (</).    Aus  Ar(">  erhält 
man  durch  (a),  also  durch  eine  Summation  nach  n,  den  gesuchten 
Wärmezustand  w. 

§  86.  Die  Temperatur  in  jedem  Punkte  der  Kugel  tritt  hier, 
in  (4),  als  Function  der  Polarcoordinaten  r,  0,  \p  auf,  nämlich  als 
eine  Summe  von  Gliedern,  deren  jedes,  abgesehen  von  einem  ein 
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fachen  die  Zeit  enthaltenden  Factor,  das  Produkt  einer  trauscen- 
denten  Function  von  r  allein,  und  einer  ganzen  Function  von  costf, 
sintfcos»/>,  sintfsintf>  ist.  Derselbe  Ausdruck  lässt  sich  aber 
auch  als  Function  der  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  >/,  z- 
darstellen  und  zwar  als  Summe  von  Gliedern,  die  für  u  gesetzt 

einzeln  die  Gleichung 

du  ,  , 

— —  =  a-Ju 
dt 

erfüllen.  In  der  That  kann  man  zeigen,  dass  die  rechte  Seite  in 
ein  Aggregat  von  Gliedern  zerfällt,  deren  jedes  das  Produkt  von 

in  eine  Function  von  a,  b,  c  ist.  Diese  Buchstaben  bedeuten  aber 
solche  von  x,  y,  z  unabhängige  Constantc,  für  die  mau  hat 

a-'-Kb'-'-K-'  =  1. 
Dass  in  der  That  jedes  von  diesen  Gliedern  ein  particuläres  Integral 
der  partiellen  Differentialgleichung  sei,  ist  klar. 

Den  Nachweis  für  die  Möglichkeit  der  Umformung  hat  man 
nur  für  ein  einziges  Glied 

(ä)  ...  ^„(Ar)P(»)(cosy) 
zu  führen,  wenn  y,  wie  im  Vorhergehenden,  die  dritte  Seite  des 
sphärischen  Dreiecks  ist,  dessen  beide  anderen  Seiten  //  und  0 
sind  und  welche  dem  Winkel  xp—io  gegenübersteht.  Denn  das 
allgemeine  Glied  in  (4)  ist,  abgesehen  von  dem  Faktor  der  t  allein 
enthält,  das  Produkt  einer  Function  von  r  allein,  nämlich  von 
tpn().r),  und  einer  Kugelfunction  ZW  der  beiden  Veränderlichen  6 
und  ifj.  Nach  I.  328  erzeugt  man  aber  ein  solches  Z  aus  P(cosy) 
durch  eine  doppelte  Integration  nach  den  Buchstaben  /;  und  w, 
welche  Constante  in  Bezug  auf  r,  Ö,  \\)  sind.  (M.  vergl.  auch  die 
Gleichung  (c)  in  I.  322,  und  in  der  Einleitung  I.  4  die  hervor- 
gehobenen Worte.) 

Die  Transformation  des  Gliedes  (/<)  in  die  angegebene  Form, 
welche  die  rechtwinkligen  Coordinaten  enthält,  geschieht  mit  Hülfe 
der  Formel  I.  346 

ipn(b')P"(vo*y)  —   j"    f  Vs>(eos0')sin0'd0y  ^en^rrnndtp^ 

0  0 

wenn  man  setzt 

cosy,  =  cosycos0'-[-sinysin0'cosqp\ 
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Es  kommt  darauf  an,  in  den  Ausdruck  rcosy13  der  sich  unter 
dem  Integrale  nach  rp'  betiudet,  statt  r,  0,  \p  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  x,  y,  %  einzuführen.  Dahin  führen  die  Formeln  (a)  in 
I.  309.     Dort  wurde  ein  Bogen  ö  bestimmt  durch  die  Gleichungen 

cosy  =  cos0cos/;4-sinösin/;cos(»/>— «0, 
sinycosd  =  costfsin/;  —  siu0cos/;cos(»//  —  w), 
sin  y  sind  =  sin  0  sin  (i//  —  co). 

In  dem  erwähnten  Integrale  nach  cp'  führe  man  statt  cp'  die  Ver- 
änderliche cp'—ö  ein,  wodurch  es  in 

/'2/i 
g-i/.rcosy.Qfpi 

0 

übergeht,  wo  y.,  aus  dem  Ausdruck  von  y,  durch  Vertauschung 
von  cp'  mit  (p'  —  ö  entsteht.     Mau  hat  demnach 

rcosy2  =  (/-cos7)cosÖ'+(rsinycos(5)sinö'cos^)'+(rsiu7sin(J)sinö'sinr/)'. 

Nun  ist,  in  Folge  des  obenstehenden  Systems  der  drei  Gleichungen, 
rcosy  =  xcosrj -\-y sin tj cos co  -f:ssin/;sinw, 
rsin^cosd  =  #sin?;  —  #  cos»;  cos  w  —  3  cos/;  sin  w, 
r  sin;'  sind  =  —  y&mco  -j-acos«. 

Setzt  man  diese  Ausdrücke  ein,  so  erhält  mau 

reosya  — •  ax  -f  by  -f-  cz, 
wo  a,  b,  c  folgende  von  x,  y,  z  unabhängigen  Coustanten  vorstellen 

a  =  cos/;cos#'-f  sin/;sin#'cos<//, 

b  =  sin/;  cos  co  cos  0' — cos^coswsinö'cosr//  —  sinwsin0'sin<jp', 

C  =  sin/;  sin w cos  ö'—  cos/;sinwsin#'cosr//-f  coswsinö'cosr/)'. 

Daher  geht  in  der  That  der  Ausdruck 

xpn  {lr)e'a'lH  PM  (cos  y) 

in  eine  Function  von  /,  x,  y,  z  über,  nämlich  in 

(li)  . . .     er*lHfnpM (cos  ö')  sin  Ö'  d0'/  "*-*««*+-***">  <9f/>', 
o  o 

und  der  Ausdruck  X(")  in  (4),  also  auch  io,  wird  in  der  That  eine 
Summe,  in  der  Kegel  von  unendlich  vielen  Summanden,  deren  all- 
gemeines Glied  der  vorstehende  Ausdruck  multiplicirt  mit  Functionen 
von  rj  und  to  ist,  wenn  die  Summation  sich  auf  Glieder  mit  ver- 
schiedenen //  und  üj  bezieht. 
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Viertes  Kapitel. 

Ueber  das  Rotationsellipsoid. 

§  87.  Die  Gleichung  für  die  Temperatur  u  im  Innern  eines 
BotationsellipBoid.es  mit  den  Halbaxen  hv  und  Ä.^r8 — 1  bringt  man 
in  eine  bequeme  Form,  indem  man  statt  der  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  diejenigen  einführt,  welche  in  diesem  Bande  bereits  im 
II.  Theil,  2.  Kapitel  S.  98  vorkamen.     Wir  setzen  also 

x  =  hrcoaO,     y  ==  h)!r—  1  sin  0  cos  tp,     2  =  /&)V2—  1  sin  0  sin  xp, 
und  transformiren  die  bekannte  Gleichung  für  die  Wärmebewegung 
im  Innern  mit  Hülfe  von  I,  §  71.     Dasselbe  Resultat  erhält  man 
selbstverständlich,  wenn  man  in  (3)  neue  Coordiuateu  q  und  y  statt 
der  dort  vorkommenden  r  und  0  einführt,  indem  mau  dort  setzt 

rcosö  =  (jcosgp,     rsmO  =  j^2— 1  sinqp; 
schliesslich  hat  man  noch  q  und   cp  durch  die  Buchstaben  r  und 
6,  rein  formell,  zu  ersetzen.     Mau  erhält  dann  die  Gleichung 

cos'-'0  du  9    T  . .  /i  3«  1  ,       1       d*u 

shr#   dtp2 
d2u 
exp' 

Wir  handeln  von  dem  Wärmezustande,  der  nach  der  Zeit  t 
eintritt,  wenu  die  Oberfläche  des  Ellipsoides  nicht  mit  einem  Gas 
umgeben  ist,  sondern  in  einer  gegebenen  Temperatur  erhalten  wird. 
Man  weiss  aus  dem  1.  Kapitel,  dass  dann  u  in  die  Summe  von  v 
und  w  zerfällt,  wo  v  der  Gleichung  Jv  =  0  genügt  und  an  der 
Oberfläche  gegeben  ist.  Man  kann  daher  v  nach  den  Regeln  des 
2.  Kapitels  im  vorigen  Theile  bestimmen,  so  dass  es  sich  nur  um 
die  Ermittelung  einer  Function  w  handelt,  die  derselben  Gleichung 
(5)  wie  u  genügt,  sich  zweitens  für  t  =  0  in  eine  gegebene  Function 
f(r,  0,  \p)  verwandelt  und  die  für  r  =  r  verschwindet. 

Das  übliche  Verfahren,  durch  welches  man  eine  derartige 
Function  w  aufzusuchen  pflegt,  besteht  darin,  dass  man  sie  aus 
solchen  particulären  Lösungen  der  partiellen  Differentialgleichung 
zusammensetzt,  von  denen  jede  das  Produkt  einer  Function  von  t 
allein,  die  T  heisse,  und  einer  Function  der  Coordiuateu  wird,  die 
l  heisse. 


,rN  /•'  — cos2ö  du  1         d    [  .    a  du  ] 

er  dt  sin0    80  L  dO  J 
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Das  bekannte  Verfahren  zeigt,  dass  dann 

1    8T         d\ogT 
T    dt  dl 

eine  Constante  sein  mnss.  Setzen  wir  diese  gleich  —  a*X\  so 
hat  man 

T  =  e-a*~'-H, 

indem  es  überflüssig  wäre,  dem  T  einen  coustanten  Faktor  hinzu- 
zufügen. Setzt  man  TC  statt  u  in  (5)  hinein,  so  ergiebt  sich,  dass 
t  folgender  Gleichung  genügen  muss: 

3  f(1_,.:)  ac.1  +    i     3;?  +  r(1_,,oc 

dr   Lv  J  dr  J   '    1—  H   <3i/r    '       v  J- 

i     ö  [..an,    i    vi  .  ,., .  8flJ. 

sin0    dO  L  <90  J       sm-Ö    öi/r 

Entwickelt   man  £  in  eine  trigonometrische,  nach  Cosinus  und 
Sinus  der  ganzen  Vielfachen  von  ip  fortschreitende  Reihe 

£  =  J£  («„iCoswi^-J-UmSinrnvO, 

>/(=:0 

so  müssen  u  und  it,  jedes  für  sich,  einer  Differentialgleichuug  mit 
den  beiden  unabhängigen  Veränderlichen  r  und  0  genügen,  die  aus 
der  vorstehenden  hervorgeht,  wenn  man  in  ihr  £  mit  u  resp.  u, 
den  zweiten  Differentialquotienten  von  £  nach  v  aber  mit  —  vr  u 
resp.  — mau  versucht.  Man  versucht  endlich,  diese  durch  das 
Produkt  einer  Function  R,a  von  r  allein  und  Qllt  von  0  allein  zu 
lösen,  so  dass  man  hat 

(»))  ...     £  —  jt  ß,J,0„,(aI/1cos«*V/  +  a,„sinwi/»), 

»«=0 

wo  a  und  a  Constante  bezeichnen,  die  allerdings  auch  von  den 
Indices  n  und  l  abhängen  können.  Damit  aber  u  in  ein  solches 
Produkt  zerfallen  könne,  muss,  wenn  /t  eine  Constante  bezeichnet, 
Rm  eine  endlich  bleibende  Lösung  der  Gleichung 

d 


CO-. 


^-i)^+N-i)-.-Ä]Ä=° 


sein,  und  Qm  von  derjenigen,    welche  aus  ihr  durch  Vertauschung 
von  r  mit  cosö  entsteht. 

Die  Function  B  ist  also  eine  Cylinderfunction  dritter  Ordnung 
(I.  448),  aber  eine  spezielle,  jedoch  noch  allgemeiner  als  eine  Func- 
tion xpn,  in  der  (I.  445)  drei  Constante  «,,  «,,  a,  einander  gleich  ge- 
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worden  siiul.  Denn  hier  nehmen  nur  zwei  von  ihnen  denselben 
Werth  an.  Um  von  den  allgemeinen  Lame 'sehen  Functionen  dritter 
Functionen  auf  die  hier  auftretende  Gattung  zu  kommen,  hat  mau  in 

tili   =  ± 


\  x  —  a0^x  —  a,  ]/#  —  a2  }U  —  a3 
a0  gleich  —1  zu  machen,  ferner 

b2  c'  : 

a.  =  0,     ct.,  =  — tt  ,     ct..  =      .,  ,     x  = 

n  *         n  n 

zu  setzen.     Dann  wird  mit  wachsendem  n 

1  cte 

Daher  verwandelt  sich  die  Gleichung  der  allgemeinen  Lame 'sehen 
Function  dritter  Ordnung  I,  (75) 
il:\Y 

da,   -W[n(n  +  2)x°  +  *1x  +  *,]  =  0, 
für  «  =  oc,  in  die  Form 
4yt(«-6«)(,-o»)A[y,(,-.6«)(«_0«)i^.    _  \\  [Ä3+cl2+c3]  =  0. 

Setzt  man  Ua;  für  j/ä  und  lässt  6  =  0  =  il  werden,  so  entsteht  (7). 
Aus  den  allgemeinen  Untersuchungen  I.  450  ersieht  mau,  dass 
diese  Differentialgleichung  auf  eine  einfachere  reducirt  werden  kann. 
Während  nämlich  in  (7),  wenn  man  die  Coefncienteii  von  R  und 
seinen  Differentialquotienten  durch  Multiplication  mit  r3— 1  zu  ganzen 
Functionen  von  r  macht,  der  Faktor  von  R  und  R"  auf  den  vierten 
Grad  steigt,  nämlich  r°,  r\  rA  enthält,  so  kann  man  /-4  aus  ihnen 
fortschaffen,  indem  man 

Rm  =s,„(H- Um- 
setzt.   Dann  genügt  sm  der  Gleichung 

(8)...  (ra-l)-^-+2(m4-l)r-^+[r(r8-l)-Ae+m(m4-l)]S=0, 

die  man  auch,  wenn  r'  —  \  =  q  gesetzt  wird,  in  die  Form  bringen 
kann 

^(e-H)  jp    \2[Q-\(2m\-2XQ^)}  f  -\WQ  \m(m\\)-,i)s  8=0. 
Noch  gelang  es  nicht  alle  »Schwierigkeiten  zu  überwinden,  auf  welche 
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der  Versuch  stiess,  für  diese  Gleichungen  Resultate  zu  gewinnen, 
wie  die,  welche  man  I,  §  103 — 106  für  die  Functionen  des  ellip- 
tischen Cylinders  erhielt.  Es  bleibt  also  noch  nachzuweisen,  dass 
man  für  jedes  X  eine  oder  mehrere  Zahlen  ft  bestimmen  kann, 
welche  ein  endliches  Integral  s  oder  Rm  verschaffen.  Ferner,  setzt 
man  r  =  cosO,  so  muss  diese  Function  Rm  oder  (s.  o.)  Qm  eine 
periodische  von  0  sein.  Im  vorigen  Bande  habe  ich  derartige 
Untersuchungen  geführt,  indem  ich  mich  der  Integration  durch 
Keihen  bediente  und  nachwies,  dass  bei  gehöriger  Wahl  der  /u  ent- 
sprechenden Constanten  das  Integral  sich  durch  eine  convergente 
trigonometrische  Reihe,  die  nach  ganzen  Vielfachen  des  Winkels 
fortschreitet,  darstellen  lasse.  Dieser  Weg  führte  hier  bisher  nicht 
zum  Ziele.  Die  Untersuchungen  des  Herrn  Hermite  über  die 
Lame  'sehen  Functionen,  und  die  Fälle,  in  welchen  sie  sich  in 
periodische  Functionen  der  Veränderlichen  verwandeln,  an  die  sich 
dann  die  Entwickelungen  des  Herrn  Fuchs  schlössen,  haben  viel- 
leicht den  Weg  zur  Behandlung  der  Integrale  unserer  Gleichung, 
eines  Grenzfalles  der  Gleichung  für  die  Lame'schen  Functionen 
bereits  eröffnet. 

Hat  man  Rm  als  Function  von  r  dargestellt,  als  jfm(r),  wo  % 
ausser  der  Veränderlichen  r  noch  die  Constanten  l  und  ji«  enthält, 
so  wird  l  als  Wurzel  der  Gleichung  jc,„(r)  ==  0  bestimmt.  Es  wird 
dann 

wo  das  Zeichen   |S   eine  Summation  über  alle  l  und  {u  andeutet, 

der  Differentialgleichung  (5)  genügen  und  sich  für  r  =  v,  wie  ver- 
langt wurde,  in  0  verwandeln.  Die  Constanten  a  und  a  sind  schliess- 
lich so  zu  bestimmen,  dass  w  sich  für  /  =  0  in  f(r,  0,  i/<)  verwandelt. 
Dies  geschieht  durch  die  bekannte  Methode  mit  Hülfe  des 
Satzes,  dass 

/    /    (r8— 6OS*d)Xm(r)%m(GO&0)x'm(r)%m(GOs0)dr8iü  0 dO 

o 

Null  ist,  wenn  y'  eine  Lösung  bezeichnet,  in  der  die  Indices  X,  (.i 
von  denen,  welche  in  x  vorkommen,  entweder  beide  verschieden 
sind  oder  wenigstens  nicht  zugleich  mit  beiden  übereinstimmen. 
Ist  aber  tf  =  %,  so  wird  das  Doppelintegral  eine  von  0  verschiedene 
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Constante.  Das  Integral  nach  r  wird,  je  nachdem  v  reell  oder  ima- 
ginär ist,  von  1  oder  von  "Null  an  genommen.  Das  Verfahren,  durch 
welches  mau  zeigt,  dass  das  Doppelintegral  verschwindet,  wenn  nicht 
%'  —  %  ist,  ist  das  bekannte,  welches  man  im  §  58  dieses  Bandes  bei 
den  ähnlichen  Untersuchungen  über  die  Functionen  des  elliptischen 
Cvlinders  fiudet. 


IV.  Theil. 

Zur   Hydrodynamik. 


§88.  Die  Arbeiten  Dirichlet's  über  Hydrodynamik  werden 
durch  seine  Mittheilung  in  den  Monatsberichten  der  Berliner  Aka- 
demie*) eröffnet.  Er  handelt  dort  über  den  Widerstand,  den  eine 
in  einer  unendlichen  ruhenden  Flüssigkeit  fortbewegte  Kugel  von 
dieser  erleidet,  indem  er  die  Euler' sehen  Gleichungen  der  Hydro- 
dynamik zu  Grunde  legt,  welche  die  Reibung  unberücksichtigt  lassen, 
und  gelangt  so  zu  völlig  unerwarteten  Resultaten,  die  wesentlich 
modificirt  werden,  wenn  man  den  Widerstand,  den  die  Reibung  ver- 
ursacht, nicht  vernachlässigt.  Dirichlet  giebt  zwar  nur  für  die 
Kugel  das  Resultat  an,  sagt  aber  (S.  13),  dass  das  Problem  auch 
für  ein  bewegtes  Ellipsoid  sich  vollständig  behandeln  lasse.  Im 
Crelle'schen  Journal  Bd.  52,  S.  103— 132  und  Bd.  53,  S.  287—291 
hat  Clebsch  die  Rechnung  für  das  Ellipsoid  angestellt;  wenn  auch 
wir  hier  das  Problem,  und  zwar  im  engsten  Anschluss  an  die  Mit- 
theilung von  Dirichlet,  lösen,  so  geschieht  dies,  weil  es  in  dieser 
Darstellung  ein  sehr  einfaches  Beispiel  für  die  Anwendung  der  Kugel- 
funetionen  und  der  Lame' scheu  Functionen  darbietet. 

§  89.  Mit  Dirichlet  denken  wir  uns  nicht  die  Flüssigkeit 
ruhend  und  den  festen  Körper,    also  zunächst  die  Kugel  bewegt, 


*)  Ueber  einige  Fälle,  in  welelien  sich  die  Bewegung  eines  festen  Körpers  in 
einem  incompressibelo  flüssigen  Medium  theoretisch  bestimmen  lüsst;  8.  Januar  1852, 
S.  12—17. 
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sondern,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  Kugel  ruhend  und  die 
Flüssigkeit  bewegt.  Der  Mittelpunkt  der  Kugel  sei  der  Anfangs- 
punkt rechtwinkliger  Coordiuaten  x,  y,  %,  ihr  Radius  sei  c.  Auf  die 
anfänglich  ruhende  homogene  unendliche  Flüssigkeit,  deren  Dichtig- 
keit mit  ö  bezeichnet  werden  soll,  wirke  eine  beschleunigende 
Kraft  a,  die  zu  derselben  Zeit  t  überall  dieselbe  Intensität  und  Rich- 
tung habe,  sich  aber  mit  der  Zeit  beliebig  ändern  kann,  so  das> 
ihre  Componenten  a,  ß,  y  beliebige  Functionen  von  t  sind.  Wir  be- 
zeichnen mit  p  den  zur  Zeit  /  im  Punkte  (x,  y,  z)  stattfindenden 
Druck  und  mit  u,  v,  w  die  Componenten  der  Geschwindigkeit,  und 
nehmen  an,  dass  ein  Geschwindigkeitspotential  cp  existire,  d.  i.  eine 
Function  cp  der  Coordiuaten,  die  nach  x,  y,  z  differentiirt  resp.  u,  v,  w 
giebt.  Es  handelt  sich  hauptsächlich  um  dessen  Auffindung. 
Die  Bedingungen,  welchen  derselbe  unterworfen  ist,  sind: 

1)  Es  muss  Jcp(x,  y,  z)  =  0  sein. 

2)  Da  wir  annehmen,  es  sei  keine  Reibung  vorhanden  und  die 
Flüssigkeit  gleite  an  der  Oberfläche  der  Kugel,  so  hat  man 

d(f*(x,  y,  z) 


dr 


=  0     für     r  = 


wenn  r  =  }^x~-\-  if-\-  z\    also  r  die  Entfernung  eines  Punktes  vom 
Mittelpunkte  der  Kugel  ist. 

3)    Die  drei  DifTerentialquotienten 

dcp        dcp        dq> 

dx"1       dy  '       dz 

sind  für  die  unendlich  entfernten  Punkte  gegeben,  da  die  Bewegung 

dieser  Punkte  offenbar  durch  das  Eintauchen  der  in  der  Endlichkeit 

befindlichen  Kugel  nicht  modificirt  wird.      Unter  der  Wirkung  der 

beschleunigenden  Kraft  o  bewegen  sich  aber  Punkte  x,  y,  z,  so  dass 

man  hat 

drx  d*y  d2z 


Setzt  man 


dl'  dt'         r         dt'         r 


I  adt  =  l,      /  ßdt  =  m,      /  ydt  —  n, 


so  wird  daher  im  Unendlichen 


dcp         „        dcp  dcp 

'     —  |  '     —  nt       — —  =  11 

dx  dy  dz 
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ij  (.»().  Um  die  Function  qn  zu  bestimmen,  führe  man  in  Jcp  —  Vi 
Polarcoordinaten  ein,  r,  0,  \p.     Alsdann  hat  man 

ör'J  T*     dr  T    siuÖ  rfl  r   sinÖ     d\p'' 

Diese  Differentialgleichung  braucht  aber  nicht  schon  von  r  =  0  an. 

sondern  erst  von  r  =  c  an  erfüllt  zu  werden.    Dalier  hat  cp  die  Form 

wenn  X  und   I7  Kugelfunctionen  von  0  und  ?/>  bezeichnen. 

Aus  der  zweiten  Bedingung  findet  man 

J  nc"-1  A»  —  (» 4-1)c-"-2 )"(")  =  0, 

eine  Gleichung,  die  auch  ohne  das  Summenzeichen  bestehen  muss, 
da  das  unter  dem  Summenzeiclien  befindliche  allgemeine  Glied 
selbst  eine  Kugelfunction  ist.     Mau  hat  also 

w  =  j?  J(») (rn  4-  -  ^—  c-'^1  r-"-1)- 

Die  dritte  Bedingung  verlangt,  dass  die  Differentialquotienten 
von  cp  nach  x,  y,  %  im  Unendlichen  gleich  l,  in,  n,  also  gleich  Aus- 
drücken werden,  die  keine  andere  Veränderliche  als  /  enthalten, 
daher  im  Unendlichen  zunächst  endlich  bleiben.  Ohne  die  Diffe- 
rentiationen wirklich  auszuführen,  kann  man  hieraus  schliessen,  dass 
die  Summe  2  in  cp  nur  aus  zwei  Gliedern  besteht,  nämlich  dem 
Gliede,  in  dem  n  =  0,  d.  i.  gleich  einer  Coustanten  ist,  welche  man 
fortlassen  kauu,  und  dem  Gliede,  wo  n  =  1  ist,  d.  i. 


X»0-+,*7r) 


In  der  That,  differentiirt  man  nur  in  der  Richtung  r.  die  man  als 
eine  Axe  annehmen  kann,  so  würde  ciu  späteres  Glied,  welches  die 
n—lu  Potenz  von  r  enthält,  für  r  =  oo  unendlich  werden.  Man  hat 
also  zunächst  für  cp  die  Form 


[»£] 


rA'O); 


das  Glied  rX^  ist  aber  von  der  Form 
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wenn  die  x  Constante  bezeiehuen,  und  hieraus  erkennt  mau.  dass 
für  ein  unendliches  x,  ;/  oder  z  sein  muss 

dw  drp  dw 

1_    —   v         —    — —    v  T_     —   v 

dx     ~  *'      dy    ~    "      dz    ~    -•• 
Andererseits  sollen  diese  Difterentialquotienten  I,  m,  n  werden;  als.» 
findet  man 

(1)  .  .  .     tp(x,y,  :•)  =  (l+  ^:;)(U  +  m.V  +  U:.)- 

Hieraus  erhält  man  durch  Differentiation  nach   r.  y  und  :• 

11  =   l(1+2r0-^^  +  ^+»^ 

»  =  n  C1  +  -|.t)  -  -^ G*  + 111//  +  tta). 
Endlich  tiudet  man  den  Druck  p  aus  der  bekannten  Formel 

wo  T  eine  Constaute  nach  <r,  ?y,  2  bedeutet  und  nur  die  Zeit  ent- 
halten kann,   V  aber  das  Kräfte-Potential,  also  bei  uns 

ax  +  ßy  +  ys 

ist.     Setzt  man  für  q>  seinen  Werth  aus  (1)  ein,  so  erhält  man 

y  -  T-^(ax+ßy  +  yz)-$(iu*  +  v*  +  iö*). 

Die  Druckkräfte,  welche  auf  die  einzelnen  Punkte  der  Kugel 
ausgeübt  werden,  setzen  sieh  selbstverständlich  zu  einer  einzigen 
Kraft  zusammen,  welche  im  Mittelpunkte  der  Kugel  wirkt.  In  dia- 
metral gegenüberliegenden  Punkten  hat  ir-\-v2-{- w~  denselben  Werth, 
kann  also  in  dem  Ausdruck  von  p  bei  der  Berechnung  des  gesamuiten 
Druckes  fortgelassen  werden,  ebenso  wie  T.  Es  bleibt  demnach  nur 
das  Glied 

im  Ausdrucke  für  p  zu  berücksichtigen;  die  Componenten  dieses 
Theiles  sind  das  Produkt  des  vorstehenden  Gliedes  res]),  in  cos0, 
siuöcos?/;,  siu0sint/>.  Multiplicirt  man  noch  mit  dem  Flächenelement 
(s]\\0d0drf'  und  integrirt  nach  0  von  0  bis  -r.  nach  ip  von  <>  bis 
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2n,  so  erhält  man  als  Componenten  des  gesaminteu  Druckes 

2  TT  ^Tt  "^  7T 

g-  ade3,     —  -s    /?oV:, g-  yöV;- 

2rc 
also  für  den  ganzen  Druck  —  "     öac\      Dieser  ist  daher,    ausser 

o 

von  Constanten,  nur  noch  von  der  augenblicklich  wirkenden  be- 
schleunigenden Kraft  abhängig,  und  dieser  parallel.  Hört  die  be- 
schleunigende Kraft  auf  zu  wirken,  ist  also  o  =  0,  so  wird  1,  m,  n 
constaut  und  damit  u,  v,  w  von  der  Zeit  unabhängig,  also  die  Be- 
wegung eine  permanente,  und  mau  hat  durch  Elimination  aus  den 
Gleichungen  für  u,  v,  w 

mu  —  \v     =  —  h  (n\x  — lt/), 

tut  —xaw  =  —h(ny  —  ms), 
wenn  man  zur  Abkürzung  setzt 


Hieraus  fotet 


h  =   -^p    0-r  f  W  +  *»)■ 


^-log(m.r— \y)  =  -^  log(ny— ms) 


und,  wenn  k  eine  Constante  bedeutet, 

mx  —  \y  =  k{\\y  —  ms). 

Die  einzelnen  Punkte  bewegen  sich  also  in  ebenen  Curven,  deren 
Ebenen  sämmtlich  durch  die  Gerade 

x:y:z  =  l:m:tt 
hindurchgehen.  Nimmt  man  diese  Gerade,  —  Dirichlet  neunt  sie  die 
Axe,  —  zur  Axe  der  z,  so  sind  l  und  ju  gleich  0.    Dreht  man  die 
Ebene  der  Curve  um  die  Axe,    so  werden  die  Coordinateu  x,  y,  z 
eines  Punktes  der  Curve,  wenn  der  Drehungswinkel  %  heisst, 
#cosx-f  #sin#,    rcsin%  —  #cosx,     s; 

die  Coordinateu  der  so  entstandenen  Curve  genügen  also  gleichfalls 
den  Gleichungen  für  u,  v,  w  und  den  Bedingungsgleich ungcn  des 
Problems,  und  man  findet  alle  Curven,  auf  welchen  sich  Theilchen 
bewegen,  wenn  man  die  in  einer  beliebigen  Ebene  liegenden  um 
die  (in  derselben  Ebene  liegende)  Axe  drehte. 

Wir  suchen  die  Gleichung  dieser  Curven  auf,    wobei  es  also 
hinreichend  ist,  die  Gleichung  derjenigen  zu  ermitteln,   welche  in 


§91,1.  Ellipsoid  :-,:;7 

der  XZ-Ebene  liegen.     Wir  haben  daher  zu  setzen 
\  =  m  =  0,    y  =  0, 


und  finden 

<lx               3nc! 
<//                  2r5 

eb              3nc3          / 

c8 

2r 

r> 


Statt  der  rechtwinkligen  Coordinäten  x  und  ss  führt  man  Polar- 
coordinaten  ein,  nämlich  ausser  r  den  Winkel  /;,  den  r  mit  der  Axe 
der  Z  bildet,  setzt  also 

x  =  rsmrj,     z  =  rcos^. 

Bildet  man  aus  den  Gleichungen  für  u  und  w  die  Combinationen 

xdx-\-zdz  =  rdr,     zdx — xdz  =  r^drj, 

so  erhält  man 

,  r3-  c3  ,  ,  2r3+  c3 

rdr  =  vz z ,     r^dw  =  —  vx ^ — , 

r        7  '  2r 

und  hieraus  sofort 

cotgj^-f-^d^log  —        —1  =  0. 

Die  Gleichung  der  Curven  ist  also 

(r 3  —  c 3)  si  n 3  77  =  xr, 
wenn  x  eine  Constante  bezeichnet,  die  alle  positiven  Werthe  von  0 
bis  cx>  annehmen  muss,  um  alle  Curven  in  der  Ebene  XZ  zu  geben. 

§  91.  Die  Untersuchung,  welche  bisher  für  den  Fall  einer  ein- 
getauchten Kugel  geführt  war,  wird  jetzt  auf  den  Fall  eines  ein- 
getauchten Ellipsoides  übertragen.  Die  rechtwinkligen  Coordinaten- 
axen  legen  wir  in  die  Hauptaxen  des  Ellipsoides,  die  der  Grösse 
nach  2r,  2|V  —  62,  2  jV—  cs  sein  mögen.  Neben  den  rechtwinkligen 
Coordinäten  bedienen  wir  uns  auch  der  elliptischen  q,  (.1,  v  wio 
I,  352  u.  f. 

Von  den  Bedingungen,  welche  für  das  Geschwindigkeits- 
Potential  cp  im  §  89  aufgestellt  sind,  bedarf  die  zweite  einer  Modi- 
fication,  indem  q>,  nach  der  Richtung  der  Normalen  auf  dem  Ellipsoid 
differentiirt,  Null  sein  muss.     Da  das  Element  der  Normalen 


Heine,  Anwendungen  der  Kugelfunctionen.    2.  Antl.  22 
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ist,  so  hat  man  statt  der  frühoreu  Bedingung  jetzt  zu  setzen 

=  u     für     o  =  r. 
dg 

Die  Function  cp  muss,  nach  der  ersten  Bedingung,  der  Gleichung 
(1.361;  in.  vergl.  in  diesem  Bande  §48) 

(<?  -  "  )  -q^t  +  (e  -  /O  -^'   -I-  (^  - »  )  ß&  =  0 

geniigen.    Entwickelt  man  die  Function  <jp  in  eine  Reihe  von  Kugel- 
functionen  in  Bezug  auf  0  und  xp 

(f  =  2ZW, 
so  ist  Z  von  der  Form 

z('°  =  J(a.«J°(»)-+6.Jtf,)(ff))Ä}*0«)Äf0(^ 


\v<»  a  und  &  Constante  nach  (.i,  v,  q  bezeichnen,  die  nur  noch  t  ent- 
halten können. 

Dio  zweite  Bedingung  bestimmt  das  Verhältnis«  der  Constanton 
a  und  b  zu  einander;  differentiirt  man  nämlich  nach  q,  so  bleiben 
die  Differentialquotienten  von  ZW  Kugelfunctionen  von  0  und  ip, 
müssen  also  für  sich  Null  werden,  wenn  die  Summe  0  sein  soll. 
Daher  hat  man 

In 

Z{n)  =  2ba(Fs(Q)EXT)-E8(Q)Fs(x))EMEt(v\ 

s=0 

wenn  in  F  und  allen  E  der  obere  Index  n  ist  und  das  Zeichen  ' 
eine  Differentiation  nach  dem  Argumente  andeutet. 

Diesen  Ausdruck  transformiren  wir  mit  Hülfe  von  I,  (62).  Setzen 
wir  nämlich 

0)  /    —  ,  ,-,.,  /-T^-j-,  rr — 8  =  Afe)> 

so  wird,  al)gesehen  von  constanteu  Faktoren, 

FS(Q)  =  Es(qMq) 
und  daher  für  jeden  Index  s 

ho)  =  B(s)Kq> 


ECqW-Vi/q'-c* 
Bedoutet  c  eine  Constante  wie  5,  so  wird 

ZW  =  JZcE(tiEQi)E(v)\EXTXf(Q)-f(xy)+  g,  .  rr-L  ,=  .  I, 
»=o  L  E(x)\x"  —  b-yx-  —  c-  I 

wo  sämmtliehe  #,  /"  und  c  den  unteren   Index  s  erhalten. 
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Ferner  sagt  die  dritte  Bedingung,  dass  für  unendlich  entfernte 
Punkto  die  Differentialquotienten  von  <p  nach  x,  y,  z  endlich,  und 
zwar  gleich  l,  m,  n  sind.  Diese  Differentialquotienten  bildet  man, 
indem  man  die  Differentialquotienten  von  q>  nach  q  mit 

dg         8q         öq 
ö#  '      dy  '      dz 
niultiplicirt.     Diese  erhält  man  aus  der  Gleichung 

(b)   ...       K  +  -X-^r  +  -^Ur   -   1. 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

*!.,    _f ,__^! _i_ 

(wo  Ä  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  von  der  Tangentialebene 
bedeutet,  welche  an  das  Ellipsoid  (6)  im  Punkte  x,  y,  z  gelegt  ist; 
die  Normale  daselbst  sei  JY),  so  wird 

ÖQ         1.2    x 

Q^-  =  h*     y 


dy  Q*-b*  ' 

K   dz  Q  —° 

so  dass  die  drei  Differentialquotienten  von  q  nach  x,  y,  z  für  q  =  oo 
endlich  bleiben,  nämlich  cosö,  sinöcosi//,  smOsmip  geben.  Es 
kommt  also  darauf  an,  dass  Z(w)  nach  q  differentiirt  endlich  bleibt; 
E(q)  ist  von  der  «tcn  Dimension.    Das  Glied  der  höchsten  Dimension 

in  öZ<"> :  dg  ist 

-cf(x)E(j*)E(v)EXx).E'(gy, 

dies  hat  die  n— lte  Dimension.    Diese  muss  Null,  also  «.=  1  sein, 

also  g>  =  Z«. 

Man  setzt  nun  für  E  und  F,    oder  vielmehr  f,   ihre  Werthe. 
Die   drei,    dem    Falle    n  =  1  angehörenden   Werthe    von   £   sind 

(I.  365  u.  367)  

Q,     )V-&2,     jV-c2. 

Wir  setzen  ferner 

(2)  (  dQ  =  P 

f-    a_       -p   r       d* 


|/^-7>2V^-c2  iV-V(iV-^: 

22* 


=  *« 
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und  diese  Integrale  von  y  =  r  an  genommen  gleich  ,H(I,  SR,,  SR,. 
Zwischen  den  P  bestehen,  wie  man  sofort  durch  Differentiation 
nach  o  zeigt,  die  Gleichungen 

(c)  .  .  .     P0  +  f,  +  P.  =±=  -  _J   , , 

welche  dazu  dienen,  P,  und  Pa  durch  das  elliptische  Integral  erster 
Gattung  auf  der  Rechten  und  das  zweiter  Gattung  P0  auszudrücken. 
Wir  behalten  aber  in  unseren  Formeln  die  drei  Integrale  sämint- 
lich  bei. 

Nach  (a)  setzt  man  für  [(q)  und  f(x)  dio  P  und  SR,  berück- 
sichtigt auch,  dass  die  drei  Aggregate  E([i)E(v)E(())  sich  nur  durch 
eine  (gleichgültige)  Constante  von  x,  y,  3  unterscheiden.  Sind  u,  6,  c 
Constante,  so  hat  man  aus  q>  =  Z, 

9>te  * »)  =  -7T=r7==r  —  +  -p=5  +  /-5iL- 
yx  —  63yra— c2  L  i         pr  — &         pra  — c8-1 

+  0*(P0  -  SR,,)  +  ^Ä^  (/>,  -  SR, )  -h  -4^-  (I, -  »O. 
yr'  —  b~  yx'  —  zi 

In  dieser  Form  findet  man  leicht  die  Differentialquotienten  von 
<p  nach  x,  y,  z  für  ^  =  <x>,  welche  mau  gleich  l,  m,  n  zu  setzen  hat. 
Macht  man  (vorübergehend) 

r  l/r 2  —  62i/r2— ca  =  — , 
P 
so  wird 

a(p-9U=  l, 

c(p-SR3)=n   '    r  — 

Benutzt  man  noch  (c)  um  /»  zu  entfernen,  se  erhält  man  schliess- 
lich 

(3) ...  ,(*».)  =  i-(i+ ;Hi'":K  Vi  ^(i+1^) 

wo  die  P  durch  (2)  gegeben  werden,  und  die  SR  aus  den   /'  durch 
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Vertauschung  von  q  mil  r  entstehen.  Das  Geschwindigkeitspotential 
ist  demnach  in  Bezug  auf  q  ein  Aggregat,  welches  ein  elliptisches 
[ntegral  erster  und  /weiter  Art  enthält,  zugleich  eine  lineare  Function 
von  cos0,  smdcosxp,  sin ö sin i//. 

§  92.  Durch  Differentiation  von  qp  nach  #,  ?/,  z  entstehen  u,  v,  w. 
Mit  Benutzung  des  Ausdrucks  von  h  auf  S.  339  erhält  man 

wenn  mau  unter  C  den  Ausdruck  versteht 

J. I"      l         fta;  m  hij  n  Äa 

Indem  man,  wie  obou,  die  Normale  N  an  das  Eilipsoid  einfuhrt, 
welches  dem  gegebeneu  confocal  ist  und  durch  den  Punkt  (x,y,z) 
geht,  kann  mau  die  Ausdrücke  für  u,  v,  w  auch  mit  den  folgenden 
vertauschen : 

u  =  l(1+^+i:)_^cos(iV,x)' 


Q\rQ- 


in 


w=   "(1+^TfT^-)-Ccos(JV,Z), 
1  r]cos(AUQ       m cos (JV,  F)        ncos(JV,Z)   I 

Den  Druck,  welcher  auf  ein  Element  der  Oberfläche  des  Ellip- 
soides  ausgeübt  wird,  findet  man  durch  die  Gleichung 

Wir  schliessen  die  Untersuchung  mit  diesen  Formeln  ab,  die 
sich  allerdings  in  speciellen  Fällen,  z.  15.  wenn  der  eingetauchte 
Körper  ein  Rotationsellipsoid  ist,  noch  vereinfachen.  Der  besondere 
Fall,  welcher  für  jetzt  das  grosste  Interesse  in  Anspruch  nimmt, 
scheint  der  in  §<S(J— 90  behandelte  zu  sein,  in  welchem  die  drei 
Axen  des  Ellipsoides  gleich  werden,  das  Eilipsoid  sich  also  in  eine 
Kusrel  verwandelt. 


Zusätze  zum  ersten  Bande. 


Zu  S.  1—2  und  S.  188. 

Auf  S.  1 — 2  wurde  die  Einführung  des  Potentials,  wie  es 
bisher  gewöhnlich  geschah,  auf  eine  Arbeit  von  Laplaee  aus  dein 
Jahre  1782  zurückgeführt.  In  der  That  gehört  aber  der  wichtige 
Satz  über  das  Potential,  um  den  es  sich  handelt,  Lagrange  an, 
der  ihn  fünf  Jahre  vor  Laplaee  bekannt  machte.  Man  findet  ihn 
in  den  Nouvoaux  Mcmoires  de  l'Academie  des  Sciences  et  belies 
Lettres,  de  Berlin,  annee  1777.  Remarques  geuerales  sur  lc  niouve- 
rnent  de  plusieurs  Corps,  qui  s'attireut  mutuellement  eu  raison  inverse 
des  carres  des  distauces.     Lu  le  2.  Octobre  1777. 

Dort  liest  man: 

No.  1.  Soient  M,  M',  M", ...  les  masses  des  corps  qui  composent 
le  Systeme  donne;  x,  y,  z  les  coordounees  rectangles  de  M,  x',  y' ,  z' 
celles  de  M\  ....    Qu'on  fasse,  pour  abreger, 

MM'  ,  MM" 

n  =  + 

,//„         _f\2    I     f..        ..t\2    I     /„         „f\2     ' 


mr_ 


im  aura 


i    <jß      i    dn      i    an 


M     dx   '      M     dy   '      M     dz 

pour  les  forces  avec  les  quelles  le  corps  M  est  attire  par  les  autres 

corps  M',  M",  ...  suivant  les  directious  des  trois  coordounees  x,  y,  z, 

de  meine 

1_    (in         \^JSi_        1      dn 

M    dx'  '     M'    dy'   '     M'    dz'  ' 
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Cette  maniere  de  representer  les  forces  est,  comme  Ton  yoit, 
extremement  eommode  par  sa  simplicite  et  par  sa  generalitö;  .... 

Die  Herren  Bai tz er  und  Schering  hatten  die  Güte,  mich  auf 
diese  Stelle  in  der  Arbeit  von  Lagrange  aufmerksam  zu  machen. 
M.  vergl.  die  seitdem  erschienene  Arbeit  des  Herrn  Baltzer  in 
Borchardt's  Journal,  Bd.  86,  S.  213—216:  Zur  Geschichte  des 
Potentials. 

In  Betreff  der  Einführung  der  Cylinderfunctionen  ist  zu 
bemerken,  dass  Herr  Grian  Antonio  Maggi*)  die  Function  J0(x) 
bereits  in  einer  Arbeit  von  Daniel  Bernoulli,  Theoremata  de 
oscillationibus  corporum  lilo  llexili  connexorum  et  catenae  verti- 
caliter  suspensae**)  gefunden  hat.  Es  kommen  dort  auch  schon 
die  angenäherten  numerischen  Worthe  der  beiden  kleinsten  Wurzeln 
von  J0(x)  =  0  vor.  Herr  Maggi  erwähnt  und  beleuchtet  dann  die 
ferneren  Untersuchungen  von  D.  Bernoulli  im  VII.  Bde,  sowie  die 
ebendaselbst  befindlichen  und  späteren  (M.  vergl.  z.  B.  Acta  Acad. 
Petrop.  17S1)  von  Euler  über  die  J,  welche  die  Entdeckungen 
von  Fourier  über  dieselben,  den  Satz  über  die  Entwickelungen 
nach  Cylinderfunctionen,  vorbereiteten. 


Zu  S.  37  und  38. 

Die  Function  V"(x)  wurde  zwar  eingeführt  als  wl"  Coefficient 
iu  der  Eut  wickeluug  einer  Quadratwurzel  nach  Potenzen  einer  Ver- 
änderlichen a,  dann  aber  auf  S.  37  allgemein,  nicht  nur  für  ganze 
positive  Zahlen  n,  sondern  für  beliebige  Zahlen  n,  durch  das  Integral 
von  Laplace  (Mec.  cel.  T.  V,  Livre  XI,  No.  3,  S.  33  der  Ausgabe 
von  1825)  definirt 

1         /'n  

(a)  ...     Pn(x)  =  —  /     (#4-  cos  cp.yx~—V)'  (hp. 
ö 

Dies  Integral  hat  die  durch  die  Gleichung 

pn(x)  =  r"-\.P) 

ausgedrückte  Eigenschaft. 


*)    Sulla  storia  delle  funzioni  cilindriche;  Reale  Accademia  dei  Lincei,  Vol.  1V°, 
Serie  3a,   1880. 

**)    Commentarii   Ae.  Sc.  Imp.  Petrop.  anni    1732-    33,  T.  VI. 


:',4  1  Zu  S.  37  und  38. 

Auf  S.  38  wurde  erwähnt,  dase  man  auch  andere  Ausdrücke, 
welche  für  ganze  positive  n  denselben  Werth  P"  geben,  als  De- 
liiiitinn  der  Function  Pn  für  beliebige  Werthe  von  n  betrachten 
könne.  Diese  Ausdrücke,  welche,  wenn  //  aufhört  eine  ganze  positive 
Zahl  vorzustellen,  unendliche  Reihen  werden,  könne  man  freilich 
nur  anwenden,  wenn  sie  für  den  betreffenden  Werth  von  x  con- 
rergiren,  womit  aber  nichl  gesagl  sein  soll,  dass  die  auf  verschiedene 
Art  delinirten  Functionen  im  ganzen  Verlaufe  die  gleichen  Func 
tionen  darstellen.  Die  Form  (a)  wird  nur  für  ein  rein  imaginäres«, 
und  auch  für  ein  solches  nur  dann,  wenn  n  einen  negativen  reellen 
Theil  besitzt,  unendlich.  Ueber  diesen  Gegenstand,  welcher  auch 
für  die  Entwicklungen  auf  S.  203  von  Interesse  ist,  werde  ich  hier 
etwas  ausführlicher  handeln. 

Die  mit  (d)  und  (e)  bezeichneten  auf  S.  l'.i  angegebenen  Formen 
für  Pn  siud 

(b)  ...     «f  *(-*«,  }2-in,  1,  -^i), 

Heide  Fuuctioueu  von  n  stimmen,  die  Convergenz  voraus- 
gesetzt, für  alle  n  mit  Pn(x),  wie  es  durch  (a)  definirt  ist, 
überein.  Bei  (6)  ist  dies  unmittelbar  klar  durch  die  Ableitung 
dieser  Formel;  dass  aber  (c)  mit  Qj)  und  daher  mit  (a)  überein- 
kommt, folgt  aus  einer  Gleichung,  die  sich  in  der  Abhandlung  des 
Herrn  Kummer  über  die  hypergeometrische  Reihe*)  findet,  näm- 
lich aus 

F(a,  ß,  a-0+1,  »)  =  (1  +  z)-aF(}2 a,  £«+*,  «-/J  +  l,    ^^  ), 

x—  1 

für  a  =  ß  =  —n,  y  =  1,  z  =  — — r--    Uebrigens  zeigt  dio  Eni  er'- 

sehe  Gleichung 

F(°,  ß,  T,  x)  =  (l-xy-a-ßF(y-a,  y-ß,y,  x) 
sofort,    dass  (6)  und  (c)  sich   nicht  ändern,    wenn   man  in  dieseu 
Reihen  n  mit  —  n — 1  vertauscht. 

Anders   würde   es  sich   verhalten,    wenn    man   als  De- 
finition der  Function  P  dio  dritte  der  auf  S.  38  erwähnten 


*)    Grelle,  Journal  f.  M.  Bd.  XV.  §  19.   Gleich.  50. 
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Reihen,  die  Reihe  ('2)  wählen   würde,  <l.  i. 

(,/)  •••  jTi«n(i«-^)  '  'v  '-'"'  *  **  *  "'  W 
Diese,  welche  wir  hier  der  Deutlichkeit  wegen  />"(V)  ueunen  wollen, 
stimmt  in  der  That  nur  für  positive  ganze  n  mit  der  von  uns 
(durch  («))  definirten  Function  P"0*0  überein.  Sehen  wir  davon 
ah,  dass  (</)  für  solche  w  unendlich  wird,  welche  die  Hälfte  einer 
ungeraden  positiven  Zahl  sind,  so  erkennt  man  sofort,  dass  p~ n~ ' 
hier  nicht  mehr  dieselbe  Function  von  x  wie  P"  ist;  man  hat  vielmehr 

p— "    '(.c)  =  — tan zrm.q* (./■), 

wenn  man  diejenige  Function  mit  </*  bezeichnet,  welche  für  ein 
ganzes  positives  n  gleich  Qn,  der  Function  zweiter  Art  war,  d.  i. 

Man  wird  diese  Eigenschaft  der  Reihe  (ß)  bei  der  Integration  von 
Differentialgleichungen  für  die  Produkte  von  zwei  Kugelfunctioncn 
verwerthen  können  (M.  vergl.  §  4  im  Zusatz  zu  S.  259),  ebenso 
(l  258  —  259)  um  von  den  Recursionsformeln  für  die  P  auf  die  für 
die  Q  zu  gelangen. 


Zu  S.  40. 

Herr  Schering  hat  schon  in  seiner  Preisschrift  vom  4.  Juni 
L858  „Ueber  die  conforme  Abbildung  des  Ellipsoids  auf  der  Ebene" 
im  Art.  YII  bemerkt,  dass  wenn  der  imaginäre  Theil  iQ  von  arccos« 
eine  Constante  ist,  die  complexe  Zahl  x  durch  die  Punkte  einer 
Ellipse  mit  der  halben  grossen  Axe  cosiQ  und  mit  der  Excentricität  1 
dargestellt  wird. 


Zu  S.  50. 


Der  Eingang  des  Zusatzes  über  Eisenstein's  Satz  wird  klarer 
durch  die  bestimmtere  Fassung:  es  solle  eine  solche  „ganze0  Zahl  x 
existiren,  dass  die  Coofficienten  von  xy  durch  Vertauschung  von  x 
mit  „xxu  ganze  Zahlen  werden. 


B46  Zu  s.  57    .1 

Zu  S.  57—64 

1)  Eine  contmuirliche  Function  /'(./■)  die  zwischen  zwei  Grenzen 
einmal,  für  x  a,  vom  Wachsen  zum  Abnehmen  tibergeht,  oder  um- 
gekehrt vom  Abnehmen  zum  Wachsen,  lässl  sieb  als  Summe  zweier 
continnirlichen  Functionen  darstellen,  von  denen  die  eine  zwischen 
den  Grenzen  nicht  zunimmt,  die  andere  nicht  abnimmt. 

In  {\c\-  Thai  kann  man  f(x)  in  die  Summe  zweier  continuir- 
lichen  Functionen  zerlegen 

/(./•)  =  q>(x)-\-if,(x), 

wo  g>(x)  und  yj(x)  durch  folgende  Festsetzungen  bestimmt  sind: 
Es  ist 

für  x  :2_  a  für  x  >  a 

<p(x)  =  f(x)-f(a),  </>(*)  =  0, 

ip(x)  =  /•(«),  ffß(x)  =  ftx). 

Besitzt  /"(.*•)  /;  Punkte,  in  welchen  ein  Wechsel  v Ab 

nehmen  zum  Zunehmen  oder  umgekehrt  eintritt,  so  kann 
mau  daher  /'(.;•)  in  die  Summe  von  />  |  1  solcher  contiuuir- 
lichen  Functionen  zerlegen,  die  nicht  abnehmen  oder  nicht 
zunehmen. 

2)  Eine  zwischen  den  Grenzen  x  =  g  und  x  =  h  endlich  blei- 
bende Function  F(x),  die  für  x  =  a  unstetig  ist,  lässt  sich  in  die 
Summe  einer  stetigen  Function  f(x)  und  der  Function 

[F(a-0)-F(a  +  0)]X(«) 

zerlegen,  wo  %(x)  von  x  =  g  bis  x  =  a  gleich  1   wird,  von  x  =  a 
bis  x  =  h  aber  Null.    Geometrisch  wird  %(x)  vou  x  =  g  bis  #  =  a 
durch  eine  der  Abscissenaxe  parallele  Gerade,    von  «  bis  h  durch 
die  Abscissenaxe  selbst  dargestellt. 
Iu  der  That  kann  mau  setzen 

f(x)  =  F(x)  +  [F(a+O)-F(a-0)]X(x)1 

wo  offenbar  f(x)  continuirlich  ist. 

3)  Aus  2)  erhält  man:  Wenn  F(x)  eine  von  g  bis  h  endliche 
Function  bedeutet,  welcho  für  x  —  a,  x  =  a,,  etc.  unstetig  wird; 
nennt  man  ferner  %(x),  %i(x)i  e*c-  Functioneu ,  dio  von  x  =  g  bis 
x  =  a,  resp.  bis  x  =  an  etc.  gleich  1,  von  x  =  a,  resp.  von  x  =  an  etc. 
bis  x  =  h  gleich  0  werden,  so  ist 

lXx)  =  F(x)+[F(a+(y)-F(a-0)]x(x^+[F(al+oyF(a-0)]Xl^)  +  ^- 
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eine  von  y  bis  h  stetige  Function  von  x.  Man  kann  also  eine  ge- 
gebene endliche  unstetige  Function  F(x)  zerlegen  in  die  Summe 
einer  stetigen  Function  f(x)  und  einer  endlichen  Anzahl  von  un- 
stetigen Functionen  derselben  Art,  deren  vw,  d.  h.  mit  dem  Index  v 
versehene,  das  Produkt  der  Constanten  F(ay  —  0)  —  F(ay-\-0)  mal 
Xv(x)  ist,  wo  x  di©  Function  bedeutet,  welche  von  x  =  g  bis  x  =  av 
gleich  1  ist,  dann  zu  Null  springt  und  von  x  =  ay  bis  h  Null  bleibt. 

4)  Dies,  angewandt  auf  den  Fall  wo  g  —  —  n,  h  —  u  ist,  zeigt, 
wie  eine  Fourier'sche  Reihe,  für  eine  endliche  unstetige  Function  F 
mit  einer  endlichen  Anzahl  von  Maxiina  und  Minima  und  von  ün- 
stetigkeitspunkten,  sich  von  der  Reihe  für  eine  stetige  Function  f(x) 
unterscheidet  (wobei  man  sich  des  Satzes  erinnern  mag,  welcher 
aussagt,  dass  eine  solche  Function  f(x)  eine  zwischen  x  =  —  n  und 
x  —  7i  in  gleichem  Grade  convergente  Reihe  giebt),  und  wie  sie  aus 
einer  solchen  Reihe  entsteht.  Dieser  Reihe  für  /'(./•)  hat  man  näm- 
lich, um  F(x)  zu  gewinnen,  eine  endliche  Zahl  von  Reihen  hinzu 
zu  addiren,  welche  sämmtlich  von  derselben  Art  sind,  deren  vu' 
nämlich  aus  dem  Produkt  der  Constanten 

F(av  —  0)  —  F(ay  +  0) 
mit  der  Reihe 

7i  4-  av  »   sinw(a,,  —  x)     ,    .      ..     sin//.*- 

*«  =  - -h~+£-    ™      +(-1}  na 

besteht.  Dies  ist  nämlich  die  Reihe,  welche  von  x—  —  n  bis  a, 
gleich  1,  von  da  au  0  wird. 

5)  Die  vorstehenden  sehr  nahe  liegenden  Bemerkungen  klären 
nicht  nur  die  Beschaffenheit  solcher  Fourier'schen  Reihen  auf, 
welche  endliche  Functionen  (hier  und  im  Folgenden  sind  nur  solche 
mit  einer  endlichen  Anzahl  der  Maxima  und  Minima  gemeint)  dar- 
stellen, sondern  erleichtern  auch  nicht  unerheblich  die  Redaction 
der  Beweise  des  1.  und  vorzugsweise  des  2.  Satzes  auf  S.  58,  um 
die  es  sich  in  dem  ganzen  Abschnitte  von  S.  57— G4  handelt.  Von 
vorn  herein  sind  Bedenken  beseitigt,  wie  sie  Herr  Schläfli*) 
äusserte,  ob  die  Sätze  ihre  Gültigkeit  in  der  Umgebung  derjenigen 
Punkte  behalten,  in  welchen  ein  Maximum  oder  Minimum  stattfindet. 

Der  1.  Satz  besagt,  dass  die  Fourier'sche  Reihe  für  eine  end- 
liche Function  f(x)  zur  Summe 

*)    Einige    Zweifel    an    iler    allgemeinen    Darstellbarkeit    durch    eine    trigono- 
metrische Reihe.     Universitätsprogramm.     Bern,   1874. 
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W(.r  './-Cr    -0) 

bat;  für  x  =  +57:  ist  es,  wie  S.63  bemerkt  wurde,  nichl  erforderlieb, 
den  Satz  zu  modifieiren,  wenn  man,  bei  Betrachtang  dieser  Stellen, 
f(«)  ausserhalb  der  Grenzen  —  nr  und  n  periodisch  so  Portsetzt,  dass 
/"(>4  2n)  —  f{x)  wird,  bo  dass  f(n  |  0)  mit  f(— n+0)  and  f(—n—0) 
mit  /"(tt — 0) tibereinstimmt.  Indem  man  dann  das  Coordinatensystem, 
etwa  um  n,  verschiebt,  also  y  für  x  durch  die  Gleichung  ?/  =  »;+;« 
einführt,  fasst  man  die  Function  als  Function  von  y  auf,  und  der 
1  'unkt  für  den  x  —  -f  n  war,  mit  den  Punkten  -f  re-fO  und  -|-7r  —  0, 
tritt  jetzt  in  Bezug  auf  #  als  der  Tunkt  0  mit  seiner  Umgebung  auf, 
bedarf  also  keiner  besonderen  Untersuchung. 

In  dem  Beweise  des  1.  Satzes,  den  Dirichlct  gegeben  hat,  und 
ebenso  in  dem,  welcher  an  der  betreuenden  Stelle  des  Handbuchs 
vorliegt,  hat  man,  nach  unserer  Bemerkung,  unter  1)  nicht  mehr 
nöthig,  in  den  zu  behandelnden  Integralen,  die  zu  integrirende  Func- 
tion noch  in  solche  Theile  zu  zerlegen,  welche  entweder  nichl  ab- 
nehmen oder  nicht  zunehmen  und  den  Beweis  für  jeden  einzelnen 
Theil  zu  führen;  man  zerlegt  vielmehr  die  Function  f(x)  sofort  in 
die  Summe  Bolcher  Functionen,  die  zwischen  x  =  —  n  und  x  —  n 
weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  besitzen  und  führt  den 
ganzen  Beweis  nur  für  diese  Functionen.  So  ist  z.  B.  bei  uns  auf 
S.  f)(.)  und  60  das  überflüssig  geworden,  was  sieh  auf  solche  Zer 
legung  bezieht,  und  der  3.  Satz  S.  60  ist  nunmehr  bereits  am 
Schluss  von  S.  59  bewiesen. 

Wesentlicher  als  die  erste  Bemerkung  in  diesem  Nachtrag  zur 
Kürzung  im  Beweise  des  1.  Satzes  tragen  die  erste  und  zweite  Be- 
merkung zur  Vereinfachung  des  Beweises  für  den  2.  Satz  hei,  wel 
eher  sich  auf  die  Convergenz  in  gleichem  Grade  bezieht.  Die 
Schwierigkeit,  bei  der  Anzahl  der  zu  unterscheidenden  Fälle,  den 
Beweis  so  zu  redigireu,  dass  die  Darstellung  nicht  einen  Umfang 
erfordert,  welcher  wenig  mit  der  Einfachheit  der  Sache  harmonirt, 
hatte  mich  veranlasst,  an  einzelnen  Stellen,  z.  B.  beim  4.  Satz 
S.  G2,  den  Beweis  nicht  vollständig  durchzuführen,  sondern  die  Fort- 
führung dem  kundigen  Leser  zu  überlassen.  Ich  werde  hier  nun- 
mehr den  Beweis  des  2.  Satzes  vervollständigen. 

Im  71.  Bde  von  Borchardt's  Journal  stellte  ich  den  2.  Satz. 
in  der  Form  auf:  Die  Fourier'sche  Reihe  für  die  endliche  Function 
\{x)  convergirt  in  gleichem  Grade,  wenn  f(x)  von  —  n  bis  n  eon- 
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tinuirlich  ist;  in  allen  anderen  Fällen  ist  sie  nur  „im  allgemeinen" 
in  gleichem  Grade  eonvergent  —  nämlich  selbstverständlich  mit 
Ausnahme  der  Discontinuitätsstellen  event.  der  Stellen  x  =  -i  n. 
Im  Handbuch  wählte  ich  die  Einkleidung,  welche  dasselbe  besagt, 
aber  für  derartige  Beweise  zuweilen  bequemer  ist  (z.  B.  wählte  ich 
eine  ähnliche  auch  in  dem  folgenden  Zusatz  zu  S.  G7),  es  lasse  sich 
11  so  gross  nehmen,  dass  s  —  sn  (d.  h.  die  continuirliche  Summe  der 
unendlichen  Reihe  weniger  der  Summe  von  n  Gliedern  der  Reihe) 
kleiner  bleibt,  als  eine  gegebene  Grösse,  während  x  dio  Werthe 
von  —Ti  bis  n  durchläuft,  selbstverständlich  mit  Auslassung  der 
Umgebungen  von  Discontinuitätsstellen,  die  man  von  vorn  herein 
in  einer  beliebigen,  dann  aber  festgehaltenen  Entfernung  von  der 
Ordinate  durch  zwei  Ordinaten  abschliesst.  Da  s  gleich  f(x)  ist, 
so  soll  also,  wenn  man  die  gegebene  Grösse  2yc  nennt  (nämlich  wie 
früher  mit  y  den  grössten  Werth  von  f(x)  bezeichnet,  mit  c  aber 
eine  vorgegebene  kleine  Grösse),  nachgewiesen  werden,  dass  für 
hinlänglich  grosse  n  sei 

f{x)  —  sn<2yc. 

Nach  der  obigen  Bemerkung  über  die  Behandlung  der  Stellen, 
für  welche  x  =  +  /r  ist,  genügt  es,  den  Beweis  für  die  Curve  mit 
Ausschluss  dieser  Stellen  und  ihrer  Umgebung  zu  führen;  der  Be- 
weis für  den  ausgeschiedenen  Theil,  dem  man  nur  noch  benach- 
barte Stücken  hinzuzufügen  hat,  wird  dann  ebenso  geführt,  als  ob 
es  sich  um  die  Umgebung  des  Punktes,  für  den  x  =  0  ist,  handelte. 

Wir  haben,  nach  4),  den  Satz  nur  in  zwei  Fällen  zu  beweisen: 

a)  wenn  f(x)  continuirlich  bleibt  und  nie  wächst  oder  nie  ab- 
nimmt. Zur  Bequemlichkeit  nehmen  wir  beim  Beweise  an,  f(x) 
sei  positiv  und  nehme  nie  zu; 

b)  wenn  f(x)  eine  Function  wie  %(x)  in  2),  also  geometrisch  eine 
gewisse  gebrochene  Gerade  vorstellt.  Wir  behandeln  zunächst  den  Fall 

ä)  Es  bleibt  f(x)  continuirlich  (ist  positiv  und  nimmt  nicht  zu). 
Mau  beachte,  dass  der  Beweis  nicht  für  ein  x  in  der  von  vorn 
herein  ausgeschiedenen  Umgebung  von  x  =  ^n  zu  führen  ist! 
Nach  (2)  auf  S.  58  ist  nsn  die  Summe  der  zwei  Ausdrücke 

J  sina  J  sin« 

(I  0 

deren  jeder,  nach  S.  63,  für  n  =  00,  gleich   \nf(.r)  wird. 
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Ich  zeige,  dass  der  erste  bei  hinlänglich  grossem  n  sich  von 
\nf'{x)  um  weniger  als  yc  unterscheidet.  Von  dem  zweiten  gilt 
dasselbe. 

Man  nehme  eine  Zahl  rj  so  klein,  dass  f(x-\-'2rj)  sieh  von  /'(.r) 
gleichmässig  für  alle  Werthe  von  x,  die  in  Frage  kommen,  um 
weniger  als  0,1  yc  unterscheidet.  Dies  kann  geschehen  (und  hier- 
auf beruht  die  Beweiskraft  unserer  Schlüsse),  weil  f  eine  continuir- 
liche  Function  ist.    Nach  der  Gleich.  (3)  auf  S.  61,  die  wir  hier 

für  den  speciellen  Fall  v  =  1  anwenden  (man  setzt  ij  für    —  J  unter- 
scheiden sich  die  Integrale 

/'J(/,~-r)„       -.  n  sin(2»  +  l)o    .         fn  büi(2»+1)o   , 

/  f(x-t-2a)-       .     [^—da,      I    f(x  +  2d)-       .  da, 

J  ,y     '       '         sina  J       v  '         sma 

o  o 

die  wir  hier  mit  o»  und  xn  bezeichnen  wollon,    von   einander   um 

weniger  als 

rjn 
wo  s   eine  feste  Zahl,   die  nach  S.  59  unter  6  liegt,   bezeichnet. 
Nehmen  wir  zunächst  n  so  gross,  dass 

£ 

<c 

rjn 

wird,  so  hat  man  an  —  xn  <  0,  1  yc.    War  die  Grenze  \{n— x)  schon 
hinlänglich  klein,  um  unsere  Forderung  zu  erfüllen,  so  ist  die  Ein- 
führung von  t  überflüssig  und  man  setzt  o  selbst  für  t. 
Man  beachte,  dass 

Gr<7„  =  GrTn  =  $nf(x) 
in  Folge  des  1.  Satzes  ist;  zu  beweisen  hat  man,  dass  sei 

\nf(x)  —  Gn  <yc. 

Drückt  man  o  durch  die  obige  Ungleichheit  in  %  aus,  so  zieht  mau 

hieraus,  es  genüge  auch,  wenn  die  Ungleichheit 

(o)  ...     ^nf(x)-Tn<0,  9yc 

erfüllt  wird.   Nach  dem  zweiten  Mittelwerthsatz  hat  man  aber  (S.  62) 

o  £ 

wenn  £  einon  Werth  zwischen  0  und  97,  der  eventuell  auch  0  oder 
11  selbst  sein  kann,  vorstellt.    Es  ist  durch  Dirichlet  bekannt,  und 
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wir  wiederholen  zum  Schluss  das  Wesentliche  von  Dirichlet's 
Beweis,  dass  das  erste  Integral  für  n  =  oc  die  Zahl  \n  vorstellt, 
für  ein  hinreichend  grosses  n  aber  beliebig  nahe  an  \n  kommt, 
sich  von  \n  um  weniger  als  0,  1  c  unterscheidet.  Ferner  war  q 
so  gewählt,  dass  f(x)  —  f(x±2ij)  kleiner  als  0,1  yc  wird.  Daher 
unterscheidet  sich  die  rechte  Seite  des  Ausdrucks  für  xn  um  weniger 
als  0, 3  yc  von  {-nf(x)1  während  nach  (a)  schon  der  Nachweis 
genügte,  dass  r„  sich  um  0,9  yc  von  \nf(x)  unterscheide.  Somit 
ist  der  Beweis  im  ersten  Falle  geführt. 

b)  Den  Beweis  der  Convergenz  in  gleichem  Grade  (ausserhalb 
der  Unstetigkeitsstelle)  müssen  wir  noch  für  eine  Function  f(x) 
führen,  welche  von  x  =  —  n  bis  a  gleich  1,  von  a  bis  n  gleich  0 
ist.  Für  eine  solche  reducirt  sich  das  Integral  nsn  (offenbar),  je 
nachdem  x<ia  oder  x>a  ist,  auf  den  ersten  oder  zweiten  Ausdruck 

/^"-■r)sin(2n  +  l)a    ,     .    /■!(»+*)  sin(2»+l>    . 

(x  <  a)         I  v  .    - — —  da  -f  /  — ^ —  da, 

J  sina  J  sina 

(.  >  .)      /■j("+'W+i)»  da  _  '/*"*  ri°(2"+D»,  rfo. 

y       J  sina  J  sina 

0  0 

Jedes  einzelne  von  den  vier  Integralen  kann  man  aber  (s.  u.),  wenn 
n  gross  genug  genommen  wird,  gleichmässig  für  dasselbe  n  und 
alle  x,  die  in  Frage  kommen,  also  mit  Ausschluss  der  vorher  ab- 
gegrenzten Umgebung  von  Punkten,  für  die  x  =  a  oder  +n  ist, 
beliebig  nahe  an  \n  bringen;  daher  kommt  der  erste  Ausdruck, 
gleichmässig  von  x  =  —  n  bis  x  =  a,  beliebig  nahe  an  n,  der  zweite 
für  dasselbe  n  von  x  =  a  bis  x  =  n,  beliebig  nahe  an  0,  wie  zu 
zeigen  war. 

Es  bleibt  noch  übrig,  nachzuweisen,  dass  alle  diese  Integrale, 
deren  obere  Grenze  für  kein  x  unter  eine  feste  Grösse  rj  herab- 
sinkt, die  durch  das  Stück  bestimmt  wird,  welches  man  auf  beiden 
Seiten  des  Punktes  der  Discontinuität  und  bei  x  =  +tt  abge- 
schnitten hat,  beliebig  nahe  an  %n  kommen,  wenn  man  n  den- 
selben Werth  ertheilt:  Ein  jedes  von  den  vier  Integralen  unter- 
scheidet sich  von  dem  Integral  bis  rj  um  ein  beliebig  kleines  Stück. 
Setzt  man  nämlich 

sin(2«-fl)a         sin(2w-}-l)a        « 

sina  sina  sin« 

und  in  Formel  (3)  auf  S.  61 
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7>(a)  =  — ,    v  =  1, 

T  v  sina 

so  zeigt  sich,  dass  das  [ntegral  mit  der  grösseren  Grenze  sieh  vou 


/ 


'/sin(2w-M)«    , 
— . da 


sin« 

(i 

höchstens  um 

£Y 
wq 

unterscheidet,  wo/  der  grösste  Werth  von  «:  sina  zwischen  0  und 
\n,  also  \n  ist,  daher  bei  hinreichend  grossem  n,  welchen  Werth 
man  anch  x  ertlieilt,  dem  Integrale  zwischen  0  und  tj  beliebig 
nahe  kommt. 

l):iss  das  Integral  nabe  \tz  ist,  zeigt  man,  indem  man  2»+l 
mit  k  bezeichnet,  und  das  Integral  von  0  bis  r\  in  eine  Reihe  von 
Integralen 

Qi-Q2+Q3±—±Qt* 
zerlegt,  wo  die  positive  Grösse  qv  gleich 

vn 

f ''      sinket    , 

+  /  da 

~J       n     sina 

(v— 1)— 

gesetzt  wird,  während  qu  als  obere  Grenze  r\  hat.    Dann  ist  offenbar 

2^      JS_  2^ 1_ 

k  *    .     vn     <  Qv<~   k"         (y-V)n    ' 
sin— z—  sin- — z-^— 

k  k 

also  q,,  <^y_i,  und  wenn  2m-\-\  unter  (.i  liegt, 


/ 


1  sin  ka    ,  , 

-da  >  p  —  Q.,JrQ3 Qim, 

sma  Vl      % 


<  Qi  —  Qi  4  ?« 02m   f  ^2tn  1  i . 

Durch  die  Betrachtung,  dass  das  Integral 

'i71  siu/ca 


c/  sin  a 

o 


da 


gleich   ^-7T  ist,  und  dass  dasselbe,  dass  also   \n  eine   unendliche 
Reihe  qx  —  q.,  -f  £»3  —  etc.  giebt,  erhält  man 

4  TT  >  £,  —  £>., ß8mj 

<^  £1  —  (?l- £*"«  +  (?2;»-H  • 
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Offenbar  wird  pam+ij  wenn  m  auch  nur  eine  hinlänglich  grosse  Zahl 
bedeutet,  die  endlich  bleibt  und  nicht  mit  n  zugleich  in's  Unendliche 
wächst,  beliebig  klein,   wenn   n   hinlänglich   gross  ist  (für  n  =  00 

wäre  pam+i  gleich  1 :  um)]  die  Summen  qx q2i))  und  q{ h£2m+i 

können  sich  von  \n  noch  nicht  um  02m+i  unterscheiden,  also  wird 
das  Integral  von  0  bis  tj  sich  von  \n  noch  nicht  um  die  Grösse 
Qom+i  entfernen,  die  man  durch  gehörige  Wahl  des  k  oder  n  beliebig 
klein  machen  kann. 

Da  die  Grenze,  der  sich  q{   für  n  =  oc   nähert,    zuweilen  in 
Frage  kommt,  so  bemerke  ich  schliesslich,  dass 


/>A  sin/.a    , 
— : da, 
sina 


a 
gleich   dem  Produkte   eines  Mittelwerths  von  — —     zwischen  deu 

sina 

TT 

Grenzen  a  =  0  und  a  =  —  mal 


/*  sink*    ,  fn  sin/?    Ia 


o  o 

wird.     Der   erstere  wird  für  n  =  oo  gleich  1 ,  also  q{  für  n  =  oo 
gleich 

sin/9 


/ 


ß 

o  ' 


Aß. 


Zur  2.  Anmerkung  auf  S.  67. 

Dort  wurde  der  Satz  bewiesen:  „Eine  Reihe,  die  nach  Po- 
tenzen der  Veränderlichen  x  geordnet  ist,  convergirt  sicher  von 
x  =  0  bis  zu  der  Grenze  der  Convergenz,  die  Umgebung  der 
Grenze  ausgeschlossen,  in  gleichem  Grade."  Diese  Fassung 
hat  mehrfach  zu  der  Deutung  veranlasst,  dass  die  Reihe  entweder 
nicht  mehr  bis  in  die  Grenze  in  gleichem  Grade  convergire  oder 
dass  wenigstens  der  Nachweis  für  diese  Art  der  Convergenz  sich 
nicht  führen  lasse,  während  ich  die  oben  hervorgehobenen  Worte 
nur  deshalb  hinzufügte  und  dem  Satze  durch  ihre  Fortlassung  nicht 
die  ganze  Allgemeinheit  gab,  weil  der  Beweis  für  den  vollständigen 

llii  nc.  Anwendungen  <i'-r  Kngelfunctioneo.   8.  Auil.  "2"1» 
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Satz  einen  grösseren  Apparat  erfordert,  den  icli  bei  der  nebensäch- 
lichen Untersuchung:  über  die  Convcrgenz  einer  Potenzreibe  zu  ver- 
meiden wünschte.  Ich  bewies  deshalb  den  Satz  nur  in  der  All- 
gemeinheit, in  welcher  er  im  Handbuche  angewandt  werden  sollte. 
Da  sich  dem  Gegenstande  aber  das  Interesse  Einiger  zugewandt 
hat,  so  gebe  ich  den  Satz  nachträglich  in  seiner  Vollständigkeit. 

Lehrsatz.  Eine  für  x  =  a  convergirende  Potenzreihe  con- 
vergirt  von  x  =  0  nicht  nur  bis  an,  sondern  noch  bis  in  x  =  et  in 
gleichem  Grade. 

Alan  hat  nicht  ausdrücklich  die  Annahme  hinzuzufügen,  dass 
die  Reihe  bis  x  =  a  convergiren  solle,  da  diese  Convergenz  aus 
der  für  x  =  et  von  selbst  folgt.  Ist  nämlich  die  vorliegende  Reihe 
S  =  a0+a1x^-a2x--\r--' , 

so  muss  anan  für  ein  unendliches  n  Null  werden,  also  für  jedes  n 
unter  einer  endlichen  Grösse  g  bleiben,  die,  wenn  n  gross  genug 
genommen  wird,  beliebig  klein  genommen  werden  kann.    Setzt  man 

ct0  -f  a,  x  -j-  a,,  x'*+  •  •  •  -f-  anxn  —  Sn , 

so  wird  daher 


bn+v        »%  <  9 


(0'+(~r+-+m 


und  demnach,  so  lange  x  <  et  bleibt, 

Sn+y  —  Sn  < 9'\  )   , 

et —  x      \  et  y 

also   mit  wachsendem   n  für  jedes   v  beliebig  klein.     Folglich  (M. 
vergl.  S.  64,  I  Definition)  convergirt  die  Reihe  S,  sobald  x  <  a. 

Bei  dem  (nun  folgenden)  Beweise  des  Satzes,  den  ich  durch 
eine  Bemerkung  von  Herrn  Cantor  noch  kürzen  konnte,  nehmen 
wir,  ohne  dadurch  die  Allgemeinheit  zu  beschränken,  an,  es  sei 
a  =  l. 

Beweis  des  Lehrsatzes: 

Angenommen  wurde,  dass  die  Reihe  der  a  convergire;  wir 
setzen 

sn  =  o-o-r-^H \-a„. 

Wenn  jetzt  von  S  und  Sn  gehandelt  wird,   so  sind   hierunter  die 
oben    so    bezeichneten    Reihen    unter    der    ausdrücklichen    Voraus- 
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Setzung  verstanden,    dass    man  für  x  einen   von   1    verschiedenen 
Werth,  der  also  kleiner  als  1  zu  nehmen  ist,  setzt. 
Man  hat 

O0  =  *j        S0  ,       fifj    =  S2        S,  ,       •    •    •  ,       &n  —  *n        5«— l ,       .    .    .  , 

also  die  Gleichung 

Sn  =  ( 1  -  x)  (s0  +  * ,  x  +  •  •  •  -f-  s„_i  af -1)  +  *„  aj«. 

Hieraus  folgt,  da  man  für  x  irgend  einen  hestimmten  Werth  gesetzt 
hat,  der  kleiner  als  1  ist, 

S  =  (1—  x)(s0-\-sJx-\-sax*-\ in  inf.), 

S  —  S„  =  (1  —  x)(snx«  +  *R+,  xn+'  +  •••)-  snx\ 
Da  die  Reihe  der  a  convergirt,  so  werden  die  aufeinanderfolgenden 
Grössen  sn  mit  wachsendem  n  sich  immer  mehr  nähern  und  unter 
einer  festen  Grösse  Meiben;   es  wird  also   ein  Mittelwerth  M„  zwi- 
schen der  oberen  und  unteren  Grenze  der  Zahlen 

exi stiren  von  der  Beschaffenheit,  dass  man  hat 

=  Mnx". 
Daher  ist 

S  —  Sn  =  x»(M„— *„), 

also  gewiss  kleiner  als  Mn  —  sn. 

Unser  Satz  fordert  den  Beweis  der  folgenden  Behauptung': 
Wie  klein  auch  die  Grösse  e  gegeben  sei,  man  kann  n  so  gross 
nehmen,  dass  für  jedes  x  von  0  bis  1  incl. 

kleiner  wird  als  e,  und  für  noch  grössere  n  auch  <  e  bleibt. 

Die  obige  Differenz  stimmt  für  x  =  1  mit  s  —  s„,  und  wenn 
x  <  1  ist,  mit  S  —  Sn  überein.  Da  die  Reihe  der  a  convergirt,  so 
wird  erstens  von  einem  hinlänglich  grossen  n  an,  s  —  s„  kleiner 
als  e,  zweitens  sn+v  —  sn  für  jedes  positive  v,  also  auch  Mn  —  s„, 
kleiner  als  e. 

Hiermit  ist  unser  Satz  bewiesen. 

Wir  ziehen  aber  hieraus  einen  Satz  von  Abel,  der  mehrfach 
im  Handbuche  erwähnt  wird.  Weil  die  unendliche  Reihe  mit  jeder 
beliebigen  Näherung  e  durch  eine  ganze  Function  von  einem  Grade 

23  * 
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//  (der  durch  e  bestimmt   wird) 

a0+aix  +  aix*-\ YaHx 

dargestelll  wird,  so  ist  die  anendliche  Reihe  eine  continuirliche 
Function  von  x,  oder,  wie  man  gewöhnlich  sagt,  die  Grenze,  wel- 
cher sich  die  Function 

a0-\ralx  +  aax*+-- 

für  x  =  1  nähert,  ist  a0 -f-  al  -f  a2 -J ,  wenn  die  Reihe  der  a  con- 

vergirt. 

Einen  einfaehou  Beweis  dieses  Abel'schen  Satzes,  welchen 
Abel  im  I.Bande  des  Crelle'schen  Journals*)  aufstellt  und  be- 
weist, hat  Dirichlet  gegeben**).  Bei  dem  Beweise  unseres  Lehr- 
satzes habe  ich  mich  einer  Transformation  bedient,  die  bei  Di- 
richlet vorkommt. 


Zu  S.  85. 


Wir  führen  das  weiter  aus,  was  dort  am  Schlüsse  des  §  18 
angedeutet  wurde: 

Wenn  k  eine  beliebige  gebrochene  positive  Zahl  bedeutet,  so 
lässt  sich  xk  nicht  mehr  allgemein  für  jedes  x  in  eine  Reihe  von 
Kugelfunctionen  entwickeln,  wohl  aber  noch  dann,  wenn  x  (positiv 
ist  und)  zwischen  0  und  1  liegt.  Dass  dies  wirklich  geschehen 
kann,  erkennt  man  aus  dem  allgemeinen  Satze  über  die  Entwicke- 
lung  von  Functionen  zweier  Veränderlichen  nach  Kugelfunctionen, 
wenn  man  ihu  auf  den  Fall  anwendet,  dass  die  Functionen  von 
eiuer  der  beiden  Veränderlichen,  der  Länge  xp,  unabhängig  werden. 

Die  Entwicklung  ist  aber  keine  bestimmte,  sondern  hängt  von 
dem  Werthe  ab,   den  die  Reihe   für  negative   Werthe  von  x  an- 


*)    Untersuchungen  über  die  Reihe  1  +  —  x  +  — x2  -f  etc.  S.  3 1 1—339. 

**)  Demonstration  (i'un  theoreme  d'Abel;  Note  de  M.  Lejeune-Dirichlet. 
(  uiinnuniquee  par  M.  Liouville.  Liouville,  J.  de  Math.  Deuxieme  Serie.  T.  VII, 
1862.  S.  253  —  255.  Liouville  leitet  seine  Mittheilung  mit  den  Worten  ein: 
...  Causant  un  jour  avec  mon  excellent  et  si  regrettable  ami  Lejeune-Dirichlet, 
je  lui  disais  que  je  trouvais  assez  diflicile  a  exposcr  (et  meine  comprendre)  la  demon- 
stration  qu'Abel  a  donnde  de  ce  theoreme  iniportant.  Dirichlet  se  mit  sur-le- 
champ  a  e'erire  sous  mes  yeux,  dans  le  seul  but  de  mc  venir  cn  aide,  la  Note  ci- 
apres,  qui  m'a  e'te  d'un  grand  secours  et  iju'on  nie  saura  gre  de  livrer  au  public  .  .  . 
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nehmen  soll.  Schreibt  mau  z.  B.  vor,  dass  die  Reihe  für  negative 
x  dasselbe  wie  für  positive  darstellen  soll,  nämlich  die  &te  Potenz 
des  Zahlen  werths  von  x,  so  stellt  die  erste  von  den  vorstehenden 
Reihen,  wenn  man  in  ihr  2«  durch  k  ersetzt,  für  positive  x  noch 
immer  die  Potenz  dar,  und  man  hat 


A  +  1  '  (ä  +  1)(ä  +  3)  '  (ik  +  l)(Ä43)(Ä+5) 
während,  wenn  die  Reihe  für  negative  x  den  negativen  Zahlwerth 
von  xk  geben  soll,  die  zweite  Reihe  diese  Potenz  für  positive  x 
darstellt,  man  also  hat 

x*  -    3    ri?     ^~1}     riii     Cfc-iX^-3) 

Soll  endlich  die  Reihe  sich  für  negative  x  in  Null  verwandeln,  so 
wird  xk  für  positive  rc  durch  das  arithmetische  Mittel  aus  den 
beiden  Reihen  dargestellt. 


Zu  S.  97-125. 

Die  Verallgemeinerung  der  Gaussischen  hypergeometrischen 
Reihe  durch  eiueu  Buchstaben  q,  über  welche  in  dem  Zusätze  zum 
2.  Kapitel  gehandelt  wurde,  hat  Herrn  Appell  in  Dijon  zu  einer 
Reihe  interessanter  Untersuchungen  veranlasst,  die  er  in  den 
Comptes  Rendus  de  l'Academie  des  Sciences,  Tome  LXXXIX, 
S.  841  und  1031  mittheilt.  In  diesem  Nachtrage  will  ich  auf  die- 
selben nur  hinweisen,  und  einige  von  den  weiteren  Resultaten  er- 
wähnen, die  Herr  Appell  in  den  Comptes  Rendus  aus  dem  Jahre 
1880,  nämlich  im  XC.  Bande  S.  296,  731,  977  und  im  folgenden 
Bande  am  16.  August  gewonnen  hat. 

Euler  und  Pfaff  haben  sich  schon  mit  hypergeometrischen 
Reihen  höherer  Ordnung  beschäftigt,  d.  h.  mit  solchen,  welche  statt 
der  beiden  Elemente  a  und  ß  im  Zähler  und  dem  einen  y  im  Nenner, 
welche  bei  der  Reihe  von  Gauss  vorkommen,  noch  eine  grössere  An- 
zahl von  Elementen  im  Zähler  und  Nenner  enthalten,  die  dort  ebenso 
auftreten  wie  a,  ß,  resp.  y,  so  dass  sich  durch  Vertauschuug  der 
Elemente  im  Zähler  und  ebenso  der  im  Nenner  befindlichen  die 
Reihe  nicht  ändert.  Diese  Reihen  dienen  zur  Integration  von 
linearen   Differentialgleichungen  höherer  Ordnungen,    in  derselben 
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Art,  wie  die  Gaussischen  zur  Integration  derer  zweiter  Ordnung, 
und  nehmen  also  einen  bestimmten  Platz  in  der  Analysis  ein.  *) 
Sie  zeichnen  sich  ferner  durch  manche  interessante  Eigenschaft  aus; 
z.  B.  sind  die  zwei  Arbeiten  von  Clausen  im  III.  Bde  des  Crelle'- 
schen  Journals  zu  erwähnen.  In  der  ersten  zeigt  der  Verfasser, 
dass  die  hypergeometrische  Reihe  F(a,  ß,  y,  x)  ein  Quadrat  besitzt, 
welches  eine  hypergeometrische  Reihe  der  nächst  höheren  Ordnung 
ist,  wenn  die  Bedingung  erfüllt  wird 

y  =  a-r-0  +  ±. 
Die   drei  Elemente   im  Zähler   so  wie    die    zwei   im  Nenner    der 
höhereu  Reihe  sind  dann 

2a,     2ß,     «  +  /?;       y,     2y-l. 
In  der  zweiten  Abhandlung  findet  er  als  Bedingungen,  unter  wel- 
chen das  Produkt 

F(a,  ß,  y,  x).F{a!,  ß' ,  y' ,  x) 

eine  hypergeometrische  Reihe  der  nächst  höheren  Ordnung  giebt, 
ausser  den  im  vorigen  speciellen  Falle  angefühlten,  die  neuen 

o  +  «,  =  i,    /*+/*'  =  £,    y  +  /  =  2. 

Die  Elemente  der  Reihe,  welche  gleich  dem  Produkte  ist,  sind  ferner 

i,  H-flt-ft  $-<*  +  ß;  y,  2-y. 
M.  vergl.  hierüber  noch  den  unten  folgenden  Nachtrag  zu  S.  259. 
Ein  Beispiel  hierfür  geben  die  Kugelfunctionen ;  mit  Hülfe 
von  I.  218  findet  man  hieraus  neue  Formeln.  Wenn  man  setzt 
q*  =  x2 — 1,  und  mit  F  eine  hypergeometrische  Reihe  (der  zweiten 
Ordnung)  mit  drei  Elementen  im  Zähler  und  zweien  im  Nenner 
bezeichnet,  so  entsteht  nämlich 

[Pny(x)Y  =  Q*»F(-n-v,  -n  +  v,  -n;  \-n,  -2«;  -<?-"), 
[Ql(x)Y  =  Q-*»-*F(n+l-v,  »+»+1,  »+1;  «+f  2ä+2;  -<?"), 
Pnv(x)Qnv(x)  =  F(4,  \-v,  ±  +  v;  n  +  h  l:-n;  -<?-*). 
Neues  Licht   verbreitete   dieser   Uebergang    zu    höheren   Ord- 
nungen nicht. 

*)    M.  vergl.  Thoraae,    Ueber  die  höheren  hypergeumetrischen  Reihen,    ins- 
besondere  über  die  Reihe  1  -I "  a;-)-etc.  T\ r ü 1 1 1 .  Atmalen,  IM.  Tl. 

I.OjWj 
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Dagegen  veranlasste  mich  der  Umstand,  dass  die  ©-Functionen 
als  specielle  Fälle  iu  den  durch  q  verallgemeinerten  Reihen  ent- 
halten sind,  dass  aher  die  0  der  höheren  Ordnungen  mehrere 
Veränderliche  enthalten,  eine  solche  Verallgemeinerung  der  Gaussi 
sehen  Reihe  zu  der  nächst  höheren  Ordnung  aufzusuchen,  welche 
zugleich  zwei  Veränderliche  enthält,  ohne  doch  die  wesentlichen 
Eigenschaften  der  ursprünglichen  Reihe  zu  verlieren.  Eine  solche 
Erweiterung  hat  aber  Herr  Appell  gefunden,  und  an  den  erwähnten 
Stellen  berichtet  er  über  seine  Resultate,  deren  Bedeutung  der  nach- 
folgende kurze  Auszug  zeigen  wird. 

Bezeichnet  man  mit  ihm 

Xß+l)...(l  +  k—l) 
mit  (X,  fc),  und  setzt  {X,  0)  =  1,  so  sind  vier  Functionen  einzuführen 

F,  («,  ß,  p,  r,  *,  y)     =  ,(;,™  +  »0(ft-«X^  x-r, 
FÄa,  ß,  ß ,  r,  r  ,*,y)  =  ^t^ld  "*' 

t^a,a,p,p,y,x,y)        -     (y,m  +  »)(l,  »)(1, »)  J' 

F4  («,  ß,  y,  y',x,y)        =2  ,K  '       |     Jy'      T    \  xmy% 

wenn  die  Summen  von  m  und  n  gleich  0  bis  oo  genommen  werden. 
Jede    dieser  Functionen   genügt    einer   partiellen   Differential- 
gleichung nach  x  und  y;  setzt  man  z.  B. 

dF1  dFl  ?PF\  d2F1  d*F\_ 

dx  ~P'      dy   ~  9'      dx*   ~  r'    ~dx~dy~  *  *'     Ihf    ~  l' 

so  werden  die  Gleichungen  für  F1 

(l_a.)ajr  +  (l_a.)yÄ  +  [y_(a  +  /9+1)a.2p-/9yg  -aßFt    =  0, 

(l-y)yt+(l-y)xs  +  [y-(a  +  ß'  +  l)y]q-ß'xp-aß'F1  =  0. 

Aehnliche  findet  man  für  F2,  F3  und  F4.  Addirt  man  dio  für  F3 
bestehenden,  indem  man  dieselben  Buchstaben  p,  q,  etc.  für  die 
partiellen  Differentialquotienten  von  F.,  setzt,  so  findet  mau,  wonn 
man  ß-\-ß'=  ö  macht, 

(1—  x)xr+(l—  y)yt -2xys  -\-[y  —  (a  -|- ö  -f  l)x \p 
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Es  mag  z  ein  Integral  dieser  Gleichung  sein,  »,  ein  solches, 
welches  derselben  nach  Vertauschung  von  a  und  d  mit  a  —  X  und 
ö-\-X  genügt.  Sind  dann  2  und  »,  Polynome  und  sind  y,  y', 
\-\-a-j-d  —  y  —  /  positiv,  A  und  <J  —  a-\-X  uicht  Null,  so  wird 

weuu  das  Integral  über  den  Flächeninhalt  eines  Dreiecks  ausge- 
dehnt wird,  welches  durch  Gerade  mit  den  Gleichungen 

x  =  0,    y  =  Ö,    x  +  y  — 1  =  0 
gebildet  ist. 

Macht  man 

so  ist  diese  Function  eine  ganze  Function 

Um*  =  {y,  »)(/,  n)  F,  (—  m  -  w,  m  -f  y,  n  +  y',  y,  y',  &•,  */), 
und  wenn  man  setzt 

[m,  n,  ft,  v]  =JJxY~1yr  ~*  U„IM  U^y dx dy, 

wo    die  Integration    wie   oben    zu    verstehen   ist,    so    findet   man 
\)n,  n,f.t,v\  =  0,  wenn  m-\-n  und  /.i-\-v  verschieden  sind,  aber 

rs(m  +  n  + 1)  r(y  +  ft  +  ro)  r(y'  4-  y  4-  w) 
r(2w  4-  2« + y 4- y'4- 1)  ' 

wenn  m  -\-n  =  {i-\-v. 

Setzt  man  endlich 

f(ii,v)  =  u      v       (1— m —  vy  , 

«  >  0,     et'  >  0,     y  —  a  —  a'  >  0, 
so  kann  man  F3  durch  folgendes  Doppeliutegral  ausdrücken 

ij\\u,  v)(l—  ux)-t]{\—  vy)-P'dudv 

raraT(y  —  a  —  a') 


F.A(a,a',ß,ß',y,x,y); 


Ty 

die  Integration  ist  über  den  Raum  auszuführen,  wo  u  >  0,  v  >>  0, 
1—  m  —  t?  >  0.  Aehuliche  Formeln  stellt  Herr  Appell  auch  für  Fa 
auf,  giebt  ferner  Formeln  zur  Transformation  von  F,  in  F8,  von  F3 
in  F.,,  und  andere  merkwürdige  Beziehungen  zwischen  solchen  all- 
gemeineren hypergeometrischen  Reihen.  Eine  grössere  Abhandlung 
über  diesen  Gegenstand  wird  er,  wie  er  mir  mittheilt,  im  Journal 
f.  reine  und  angewandte  Mathematik  veröffentlichen. 
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Zll    S.   101. 

Nach  dem  ersten  Absätze  schalte  mau  ein: 
Ist  aber  a.,  nicht  Null,  so  setze  man  y  =  zxn,  und  nehme  für 
n  eine  Wurzel  der  Gleichung 

a0«3+  a,  M-fa3  =  0. 
Dann  genügt  a  einer  Differentialgleichung  von  derselben  Form  wie 
y,  in  welcher  aber  der  a,  entsprechende  Faktor  Null  ist.  Es  wird 
also  y,  wenn  es  nicht  selbst  gleich  einer  hypergeometrischen  Reihe 
ist,  sich  durch  ein  oder  zwei  Aggregate  ausdrücken  lassen,  deren 
jedes  durch  das  Produkt  einer  solchen  Reihe  und  einer  Potenz  vou 
x  gebildet  wird. 


Zu  S.  155  und  201. 

Die  Formel  (f)  ist  nicht  zuerst  von   Jacobi,  sondern  schon 
von  Rodrigues  angegeben.    M.  vergl.  S.  20. 


Zu  S.  183. 


1)  An  dieser  Stelle  habe  ich  den  Satz  aufgestellt  und  bewiesen, 
dass  PW(cosy)  mit  wachsendem  n  nicht  nur  dann  zu  Null  convergirt, 
wenn  y  eine  feste  reelle  Zahl  ist,  sondern  auch  daun,  wenn  y  von 
der  Form  ist  d.n~a,  wo  0  eine  feste  Grösse,  a  eine  positive  Zahl 
unter  |-  ist,  während  P  zu  J{&)  convergirt,  wenn  a  =  1  gesetzt  wird. 
Herr  Bruns   hat  neuerdings  diesen    Satz  noch  verallgemeinert*), 


*)  Borchardt,  Journal  f.  Math.  Bd.  90,  S.  322  328.  Herr  Dini  hatte 
den  Theil  des  Beweises  für  den  Satz  über  die  Entwickclung  einer  Function  von 
zwei  Veränderlichen,  welcher  durch  Dirichlct  nicht  ganz  erledigt  war,  auf  die 
Untersuchung  der  Grenze  eines  anderen  Integrales  als  Dirichlet,  nämlich  von 


f 


dP" '(cos  e) 

F(°) ^i —do 

dO 


o 
für  ii  —  CX  zurückgeführt.  Trotz  des  zu  Grunde  liegenden  glücklichen  Gedankens 
gelang  es  ihm  jedoch  nicht,  die  Untersuchung  zum  völligen  Abschluss  zu  bringen,  indem 
er  seine  eigene  fernere  Beweisführung  auf  einem  Satz  Über  den  Werih  der  Kugel- 
funetion /3"(cos)')  für  n  =  oc  aufbaute,  den  er  entlehnt  hatte,  dem  aber  eu  Bedenken 
Anlass  gab.     M.  vergl.  hierüber   [.    171    und    178—179.     Nachdem   ich  den  Satz  von 
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indem  er  nachwies,  dass  P(n)(cosy)  für  n  =  :c  Null  wird,  sobald  y 
so  beschaffen  ist,  dass  y  <  n  und  ny  unendlich  wird.  Für  diesen 
Satz  gebe  ich  unter  2)  einen  Beweis,  der  sich  den  Entwicklungen 
des  Handbuchs  anschliesst. 

Stellt  man  den  Satz  mit  ganz  bekannten  Eigenschaften  der  P 
zusammen,  so  kennt  man  daher  den  Grenzwerth  für  n  —  rc  von 
Pw(cosy)  für  jedes  reelle  y.  Derselbe  ist  nämlich,  wenn  y  zwischen 
0  und  \n  liegt,  gleich 

0,    J(Ö),     1, 

je  nachdem  ny  resp.  unendlich  wird,   oder  gleich  einem  endlichen 

festen  von  0  verschiedenen  Werthe  0,  oder  gleich  0. 

2)  Es  soll  y  für  n  —  oo  verschwinden  und  ny  unendlich  worden; 

man  kann  also  setzen 

Oh 

?  =  -n-' 

wo  h  mit  n  unendlich  wird,  aber  so,  dass  der  Bruch    ■    ,  den  wir 

n 

abgekürzt  durch  2e  bezeichnen,  als  Grenze  0  giebt.    Mau  hat  (7,  6) 

TrP^(cosy)  =  /  v    n   gyy  =L=^ , 

^       ysin3-^— sin3£y 

und  hieraus,  wenn  man  statt  (p  eine  Veränderliche  xp  durch  die 
Gleichung  nep  =  hxp  einführt, 

/'°  e 

eos(iph  +  xps)  (lip. 
ysm'sO  —  sm-eip 

Man  multiplicirt  unter  dem  Integrale  im  Zähler  und  Neuner  mit 
]!d2—\p2.  Der  Ausdruck  unter  dem  Integrale  auf  der  Rechten  ist 
gleich  dem  Produkte  aus 


d'-xp'- 


sin£0 


)-(**?-) 


S.  183  aufgefunden  hatte,  konnte  ich  den  Beweis  des  Herrn  Dini  von  einer  ge- 
wissen Stelle  an  aufnehmen  und  zum  Schluss  bringen,  wobei  der  Mittelwerthsatz  des 
Herrn  du  Bois-Reymond  eine  wesentliche  Rolle  spielte.  M.  vcrgl.  I.  4.35 — 437. 
Diese  Bemerkungen  stelle  ich  hier  zusammen,  um  die  Einleitung  der  Arbeit  des 
Herrn  Bruns  zu  ergänzen,  aus  deren  Wortlaut  der  Sachverhalt  sich  wohl  nicht 
leicht  entnehmen  Iiisst.  Der  gegenwärtige  Beweis  des  viel  umworbenen  Satzes  von 
Laplace,  unter  den  Beschränkungen,  welche  ich  der  zu  entwickelnden  Function 
auferlegte,  hat,  so  viel  icli  weiss,  nicht  zu  Bedenken  Anlass  gegeben. 
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und    dieser  Faktor  wird    mit  wachsendem    n   unendlich    nahe 
gleich  1  —  und  aus  der  Function 


!"i 


cos(i//A  + V>e) 


Daher  wird  £7rPW(cosy)  unendlich  nahe  gleich 

r'°cos(xph-\-  xpe) 


J 


dif); 


iO'-tp' 
durch  die  Substitution  ip  =  0—r]  geht  dies  Integral  m 

P  cos  [(Ä  +  sxe-  ?)]    .—^L 
^  iW-r}.]/r} 

über',  und  wird  nach  dem  4.  Satz  auf  S.  62,  da  h,  folglich  h-\-e 
mit  wachsendem  n  in's  Unendliche  wächst,  zu  Null,  und  zwar  zu 
derselben  Ordnung  wie  h~K 

3)  Die  am  Schluss  von  1)  angegebenen  weiteren  Eigenschaften 
von  P  kann  man  gleichfalls  aus  (a)  in  2)  ableiten.  Es  wird  erstens 
ny  auch  noch  unendlich,  und  zwar  ohne  dass  y,  wie  es  in  2)  ge- 
schah, Null  wird,  wenn  h  =  n  ist,  zweitens  ny  endlich  und  nicht 
Null,  wenn  h  =  1,  drittens  ny  endlich  und  Null,  wenn  h  —  0  für 
n  =  oü  genommen  wird.     Im  ersten  Falle  folgt  aus  (a) 


J      l/sin'-i^  —  sirrii) 


S     )/sin2|0  — sin2iy> 

also  wird  P  Null  von  derselben  Ordnung  wie  w-*;   im  zweiten 
Falle  geht  P"(cosy),  nach  (a),  für  n  —  <x>  in 

cosipdifj 


2_  f° 
nJ 


ie'2—xf 

über,  und  dieser  Ausdruck  stimmt  mit  3{&)  überein  (S.  184).  Im 
dritten  Falle  endlich,  wenn  h  für  ein  unendliches  n  sich  in  Null 
verwandelt,  hat  man  aus  (a)  für  n  =  oo 

P«(cosy)  =  —  f°   ,  ^     ~  =  1- 

,/r%     j/03-v3 

Hierdurch  ist  zugleich  der  Beweis  des  Hülfssatzes  für  den  $  11 7 
vereinfacht. 


864  z«  S.  221. 

Zu  S.  221. 

Herr  Herm ite  hat  im  Eingänge  seiner  Abhandlungen,  welche 
in  den  Comptes  rendus  unter  dem  Titel  Sur  quelques  applications 
des  Functions  elliptiques  erschienen  sind,  bemerkt,  dass  wenn  F(x) 
eine  Lösung  der  Lame'schen  Differentialgleichung 

-£%r  =  [«(M+l)Ä8snsa;+Ä]y 

ist,  in  welcher  n  eine  ganze  positive  Zahl  vorstellt,  das  allgemeine 
Integral  sei 

y  =  CF(x)  +  C'F(-x). 

Die  Function  F(x)  ist,  wenn  n  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet, 
eine  solche  welche  (I.  398)  die  Gleichungen 

F(x  -f  2J5Q  =  pF(x),     F(x  +  2iK')  =  p!F(x) 

erfüllt,  wenn  (.i  und  fi'  Constante  bezeichnen.  Während  man  im 
allgemeinen  zwei  Lösungen  von  ähnlicher  Form  F(x)  und  F(—x) 
besitzt,  die  nicht  periodisch  sind,  nehmen  die  Lösungen  in  dem 
Grenzfalle,  der  gerade  der  Gegenstand  unserer  Untersuchungen  über 
die  Lame'schen  Functionen  war,  eine  verschiedene  Gestalt  an;  man 
weiss,  dass  die  eine  Lösung  eine  ganze  Function  von  snx,  cnx 
und  dnrc  wird,  während  die  zweite  noch  elliptische  Integrale  der 
beiden  ersten  Gattungen  enthält.  Die  Untersuchungen,  welche  die 
allgemeine  La  ine 'sehe  Gleichung  betreffen,  hat  Herr  Her  mite  in 
einer  besonderen  Arbeit*)  auf  den  speciellen  Fall  übertragen,  in 
welchem  La  nie 's  Differentialgleichung  in  die  der  Kugelfunctionen 
übergeht.  Diejenigen  Resultate,  welche  mit  den  Entwicklungen 
auf  S.  221  in  Verbindung  stehen,  sollen  hier  mitgetheilt  werden. 

Aus  S.  221  folgt,  dass  die  Differentialgleichung  für  die  Kugel- 
functionen 

(36)...     ^[(l_^]  +  [»(»+l)-^-]y  =  0 

ein  Integral  besitzt 

"C;~    1.3...(2n-l).J7v  \x+l)    *A     n>  w+1'  "  +  1'      2     ) 

*)    Sai    L'inte'gration    de    l'iquatitra    düFe'rebtielle    de    Lamö.    Borchard  t's 
Journal   Bd.  89,  S.  9—18. 
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Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  nicht  nur  dann  eine  Lösung, 
wenn,  ausser  n,  auch  v  eine  positive  ganze  Zahl  wird,  vielmehr 
auch  dann  noch,  wenn  man  für  v  eine  beliebige  Zahl  ausser  —1 
nimmt,  also  für  v  die  nicht  negative  Wurzel  aus  v\ 

Wenn  man  x  in  der  Gleichung  (36)  mit  —  x  vertauscht,  so 
bleibt  die  Gleichung  ungeändert  und  es  ist  daher 

r-        ^  +  y) (JLi±tr(-n  „  +  i  „+i  1±H) 

*        1.3...(2n-l)Ilv\x-lJ      \     »,  »  +  1,  v-t-i,       2    ; 

gleichfalls  eine  Lösung  von  (36).  Vorausgesetzt,  dass  P  und  R  ver- 
schiedene Lösungen  sind,  ist  also  das  allgemeine  Integral  von  (36) 

y  =  CP{?\x)+C'R. 

Dies  ist  eine  algebraische  Function  von  x  von  sehr  einfacher  Ge- 
stalt, da  die  hypergeometrischen  Reihen,  die  in  P  und  7?  vorkommen, 
ganze  Functionen  von  x  sind. 

So  lange  +v  nicht  eine  von  den  Zahlen  0,  1,  2,  . . .  n,  übrigens 
aber  eine  beliebige  Zahl  bedeutet,  sind  die  Integrale  P  und  R  in 
der  That  verschieden,  ist  aber  v  eine  von  diesen  Zahlen,  so  sind 
die  Lösungen  gleich.  Durch  eine  Combination  von  P  und  /?,  welche 
man  häutig  in  dem  Falle  des  Gleichwerdens  zweier  Lösungen  an- 
wendet, findet  man  dennoch  in  diesem  Falle  eine  zweite  Lösung. 
welche  dann  unsere  Lösung  Ql(x)  giebt. 

Dass  P  und  7?  für  ein  ganzes  positives  n  dieselben  Lösungen 
geben,  wenn  v  eine  von  den  Zahlen  0,  1,  2,  etc.,  n  bedeutet,  wurde 
bereits  im  V.  Kapitel  S.  238  gezeigt.  Wir  beweisen,  dass  die  Lo- 
sungen verschieden  bleiben,  wenn  v  eine  andere  Zahl  vorstellt. 

Wären  sie  nämlich  gleich,  so  wäre  das  Produkt  von  (■r-j-1)'' 
in  eine  für  x  —  1  nicht  verschwindende  Function,  nämlich  in 

gleich  dem  Produkt  von  (x  —  1)'  mit  einer  endlichen  Function,  was 
unmöglich  ist,  da  das  letzte  Produkt  für  x  =  1  Null  wird. 

Drückt  man  F(  —  n,  n  -f  1,  v  +  1,  — ^ — )  nacu  I-  158,  (24)  durch 

einen  vt;n  Differentiakpaotienten  aus,  so  erhält  man  das  vollständige 

Integral  im  allgemeinen,  d.  i.,  wenn  nicht  v  —  u.  1,  2 n  ist,  als 

algebraische  Function  in  der  Form 


3ßß  Zu  S.  221. 

Um  von  dem  allgemeinen  Falle  auf  den  speciellen  eines  posi- 
tiven ganzen  v,  welches  <in-\-l  ist,  zu  kommen,  geht  man  davon 
aus,  dass  ausser  dem  ersten  Integral  Pnr(x)  auch  die  Verbindung  der 
beiden  Lösungen 

(6)  ...  />?)+(— l)R+1ß 
eine  Lösung  ist;  während  die  erstere  aber  für  ein  gauzzahliges  » 
die  Kugelfunction  erster  Art  in  ihrer  gewöhnlichen  Gestalt  ist,  wird 
der  vorstehende  Ausdruck  0,  so  dass  seine  Variation  nach  v  für 
v  =  0,  1,  2,  . . .,  n,  die  zweite,  (>,'°  entsprechende  Lösung  giebt.  Mau 
bilde  die  Variation  von 

Variirt  man  zuuächst  die  Factoren 

/  x  —  1  \+i' 

so  tritt  vor  dieselben  der  Factor 

±  ilog 


a;+l 

Berücksichtigt  man,  dass  der  erste  und  zweite  Summand  für  die  in 
Rede  stehenden  Werthe  von  v  gleich  und  entgegengesetzt  werden, 
so  giebt  also  die  Variation  von  (6),  im  vorliegenden  besonderen 
Falle,  die  zweite  Lösung  in  der  Form 

x-1       ,x-l\^^,      N.  ,     ^Y*  +  l\'", 
x  +  1  i\:z  +  : 

wo  die  ganze  Function  von  x,  die  hier  mit  der  Bezeichnung  'I>  ein- 
geführt wird,  ein  Differentialquotient  nach  v  ist,  nämlich 


^'«'»sSr  +  (S+f  )*•<*  x)  +  (-1)"+'(f=i)!'a,(v' "  •)■ 


•<* •>  =  i.8...(a.-i)ii>  * LF C- "' " + !-  H- 1,  -  2  )J • 

her 


1.3...(2«-l)JZv 
Man  vergleiche  diese  Form  für  die  zweite  Lösung  mit  den  früher 
gefundenen  Formen  von  Q" ,   für  den  Fall  v  =  0  mit  (20,  c)  auf 
S.  141,  für  grössere  Werthe  von  v  mit  den  Gleichungen  §  54  auf 
S.  230.    Mit  Hülfe  der  von  Gauss  eingeführten  Functionen  lP  lässt 
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sich  übrigens  0  als  endliche  Reihe  leicht  angeben.  Es  ist  nämlich 
(f)(v,  .r),  wenn  man  von  dem  numerischen  Faktor  absieht,  der  dem 
Dift'erontialquotienten  vorausgeht,  gleich 

^(v).F(-»,»+l,*+l,-i^.)- 

[i.nv)-^^+ix1-)+^f^|n-2x1-^-etc.]. 

Schliesslich  bemerke  ich,  dass  die  Reihen  für  die  beiden  Lö- 
sungen der  Differentialgleichung  (36)  durch  Umkehrung,  d.  i.  statt 
nach  aufsteigenden  nach  absteigenden  Potenzen  von  1  —  x  geordnet, 
geben 

HB)(*)  =  (^=±)%-l)»F(-n,  -n-v,  -2n,  -jl-), 

die  beiden  Lösungen  sind  selbstverständlich,  da  sie  mit  den  früheren 
übereinstimmen,  nur  dann  verschieden,  wenn  v  nicht  eine  von  den 
Zahlen  0,  1,  2,  ...,  n  bedeutet. 

Der  Fall,  dass  n  nicht  mehr  gleich  einer  ganzen  Zahl  gesetzt 
wird,  giebt  zu  ähnlichen  Untersuchungen  Anlass.  Er  wurde  bereits 
bei  der  Theorie  der  Kegelfunctionen  im  §  64  des  zweiten  Bandes, 
soweit  es  dort  erforderlich  war,  behandelt. 


Zu  S.  248. 


Den  dort  entwickelten  Formeln  füge  ich  noch  die  folgenden 
hinzu: 

Wenn  q  eine  positive  Zahl  bezeichnet,  so  ist  für  ein  unend- 
liches <i 

•J>  (P  +  9«) 


][2qn 

-q+pi  1/ - 

2q 


Kv  (p  +  qi)  =  (-  iy  e-9+P'  j/-|-  • 


Zu  S.  258-259. 

Die  Gleichung  (48)  kommt  schon  in  den  Legons  sur  les  fonc- 
tions  inverses  etc.  von  Lame  (Paris  1857)  vor,  im  §  170,  Gleich.  (28). 
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Man  füge  ferner  zu  der  Rccursionsformcl  für  2yx% — 1       '     auf 

S.  259  (es  ist  dort  der  Faktor  2  ausgelassen)  noch  die  entsprechende 

hinzu: 

dQv 


2]'x*~X~Ix~  =  -(»  +  "+l)öv+i-(n-i'+l)^-i. 


Zum  4.  Kapitel  des  I.  Theiles. 

Die  Kugelfunctionen  P  und  Q  und  ihre  Differentialquotienten 
sind  hypergeometrische  Reihen  und  genügen  als  solche  der  be- 
kannten linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung.  In  dem 
Zusätze  zu  S.  97 — 125  war  bereits  gezeigt,  dass  Clausen's  Unter- 
suchungen über  die  Fälle,  in  welchen  das  Produkt  zweier  Gauss- 
schen  hypergeometrischen  Reihen  eine  Reihe  der  nächst  höheren 
(zweiten)  Ordnung  giebt,  uns  für  die  Quadrate  der  Kugelfunctionen 
Py  und  Ql,  und  ebenso  für  das  Produkt  dieser  Functionen  Pl'.Q,  , 
eine  hypergeometrische  Reihe  zweiter  Ordnung  verschaffen.  Herr 
F.  Neumann  (Königsberg)  hat  in  seinen  Beiträgen  zur  Theorie  der 
Kugelfunctionen  *)  gezeigt,  dass  das  Produkt  zweier  Kugelfunctionen 
mit  verschiedenen  Indices  und  gleichem  Argument  x, 

einer  linearen  Differentialgleichung  vierter  Ordnung  genügt,  welche 
auf  die  dritte  Ordnung  hinabsinkt,  wenn  die  Indices  m  und  n  ein- 
ander gleich  werden.  Dasselbe  zeigt  Herr  F.  Neumann  von  den 
Zugeordneten  J*W  und  @*.  Ferner  entwickelt  er  die  erwähnten  Pro- 
dukte in  Reihen  von  Kugelfunctionen.  Endlich  erweitert  er  die 
Resultate  indem  er  Produkte  aus  einer  grösseren  Anzahl  von  Kugel- 
functionen bildet.  Um  das  Handbuch  zu  vervollständigen,  theile  ich 
den  Gang  der  Untersuchung  und  einige  Resultate  mit,  die  sich  in 
der  2.  Abtheilung  S.  81 — 156  bei  Herrn  Neumann  finden. 

§  1.  Zunächst  stellen  wir  die  erwähnten  linearen  Differential- 
gleichungen 4.  resp.  3.  Ordnung  auf. 

Man  setze 

i^wn-)  =  v.  -^  ^  =  '*•. 

1— x*  =  f,     m(m+\)  —  M,     n(n+\)  =  N. 


*)    Erste  und  zweite  Abtheilnng.     Leipzig  1878.     S.  1  —  1 5G,  4°. 
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Danii  sind  die  Gleichungen  für  Pm  und  P" 


(Li 


+  MP"'(x)  =  0, 

=  ivro)  =  o. 


l);i  aber  durch  Differeutiiruug  von  Y  nach  x  sich  ergiebt 

1  dx  '    dx    ~*~       '    dx  ' 

so  erhält  man  durch  eine  fernere  Differentiation 

«•■■  £&-£)+(«+*>*-*»  =  * 

Andererseits  hat  man,  wenn  man 


f  Z  =  / 


.  dP" 


dx 


f 


dPn 

dx 


nach  x  differentiirt, 
d(fZ) 


=  —fMP" 


dPn 


dx  dx 

und  durch  nochmalige  Differentiation 

d\pz) 


fNP 


<li> 


dx 


(P) 


dxJ 


2MNY-(M  +  N)fZ. 


Aus  (</)  und  (/>)  eliminirt  man  Z  und  findet 

Setzt  man  statt  /',  F,  etc.  ihre  Werthe  ein,    so  erhält  man  für  das 

Produkt 

Y  =  PW(x)PW(x) 

die  Differentialgleichung  vierter  Ordnung 


^-M-rC^^j 


-2[m(m+l)+W(W+l)]-^  [(!-»■) 


-x-y 


+(//*— /<)-'(//<  +  >i  +  \)- )     o. 


Derselben  Differentialgleichung  würden  offenbar  die  Produkte 
/-•'"(>"  oder  Q'"(J"  genügen. 

Diese  Differentialgleichung  vierter  Ordnung  verwandelt  sich, 
wenn  m  =  n  gesetzt  wird,  indem  mau  nach  .r  integrirt,  in  die  f<»l- 

Heine,  Anwendungen  dei   Rugolfuncti d.    2.  Ami  "J  | 
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gencle  dritter  Ordnung: 

£[a-^s(a-^4D]+^-+1fc-<>-£--'']-a 

Die  rechte  Seite  ist  nämlich  0  und  nicht  eine  andere  Constante; 
man  zeigt  dies  sofort  für  den  Fall  Y  =  P'P",  indem  man,  zur  Be- 
stimmung der  Coustanten,  x  —  1  setzt  und  bemerkt,  dass  dann 
P'"=l,  und  dass,  wegen  der  Differentialgleichung  welcher  die 
Kugelfunction  P  genügt,  der  Differentialquotient  von  P"'  nach  x 
gleich  \m(m-r\)  wird.  Würde  mau  die  Rechnung,  welche  uns  die 
Differentialgleichung  vierter  Ordnung  verschaffte,  mit  der  Verein- 
fachung ausführen,  welche  dadurch  entstellt,  dass  mau  m  ==  n  setzt, 
so  würde  man  daher  diese  specielle  Gleichung,  und  zwar  gleich- 
gültig welches  von  den  drei  Produkten  Q"' F" ,  P" Q" ',  Qm Q"'  gleich 
Y  gesetzt  war,  erhalten.  Daher  genügt  jedes  der  drei  Produkte 
der  obigen  Differentialgleichung  dritter  Ordnung. 

Eine  Differentialgleichung  für  Z  ergiebt  sich  unmittelbar  aus 
den  obigen  Formeln. 

§  2.  Herr  F.  Neumann  hat  die  Differentialgleichung  4.  Ord- 
nung, und  zugleich  auch  die  der  dritten  durch  Reihen  integrirt, 
welche  nach  Kugelfunctionen  fortschreiten. 

Zuerst  handeln  wir  von  dem  Produkte  der  Kugelfunctionen 
erster  Art  P'"(x)Pn(x')-1  aus  den  bekanntesten  Eigenschaften  der 
Kugelfunctionen  geht  hervor,  dass  sich  dies  in  der  That  durch 
eine  Reihe 

(c)  ...     P1\x)P\x)  =  2al>Pp(x) 

darstellen  lasse,  wo  p,  wenn  n>m  ist,  alle  Werthe  n  —  m,  n  —  m-\-2, 
n  —  m-j-4,  etc.,  n-\-m  durchläuft,  also  alle  Werthe  von  n  —  m  bis 
n-\-m,  welche  diesen  Zahlen  gleichartig  sind.  Die  Coefficienten  a 
der  Entwicklung  findet  man  durch  ein  ähnliches  Verfahren  wie 
bei  der  Integration  durch  Potenzreihen.  Hier  reducirt  man  durch 
(8)  und  (16),  d.  i.  durch  die  Gleichungen 


d 

dx 


{(i-*0^]  =  -^+i)/- 


(2v~\-l)xPv  =  (v-\-l)P'^-vP'-\     Px  =  xP\ 
Das  Resultat  des  Herrn  F.  Neuina nn  gebe  ich  in  folgender  Form: 
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Setzt  mau 

1.3.5..  .(2ff— 1) 

2.4.6...(2S~  =  ^ 
m-\-n-\-p  =  2ff, 

wo  ff  eine  ganze  Zahl  wird,  so  findet  man  ap  durch  die  Gleichung 

w  •••   «,  -  2ff+1  -  ^  - 

Hieraus  folgt  unter  andern  auch  die  Gleichung 

w . ..  /rwrw.)*  =  -2^r  »(«-)»»-■)»(«->) , 

wenn  /»,  n,  p  ganze  Zahlen  sind,  deren  Summe  m-\-n-\-p  eine  gerade 
Zahl  ist,  und  von  denen  jede  kleiner  ist  als  die  Summe  der  beiden 
anderen. 

Aus  der  Gleich,  (e)  würde  sich  umgekehrt  auch  unmittelbar  (rf) 
und  damit  die  Entwickelung  des  Herrn  Neumaun  für  das  Produkt 
P'"P",  ergeben.  Die  Gleichung  (e)  findet  sich  bereits*)  in  Ferrer's 
Spherical  Harmonics,  London  1877,  S.  156  ohne  Beweis.  Durch 
Recursion  hat  Herr  Adams  den  Beweis  derselben  in  den  Procee- 
dings  of  the  Roval  Society  Vol.  XXVII  (10.  Januar  bis  20.  Juni) 
1878  geführt  (S.  63-71). 

§  3.  Nach  den  Gleichungen  (20,  b  und  c)  auf  S.  141  des 
I.  Bandes  ist 

wo  Zn  eine  ganze  Function  n  —  Ven  Grades  von  x  bezeichnet.  Mul- 
tiplicirt  man  beide  Seiten  von  (c)  mit  dem  halben  Logarithmus,  so 
zerfällt  die  linke  Seite,  auf  der  wieder  n>m  angenommen  wird, 
in  F'Qn-\-Pr"Zn.  Auch  das  allgemeine  Glied  der  rechten  Seite  zer- 
legt sich  in  die  Summe  zweier,  av  Qp  -j-  ap  Z'J,  so  dass  man  erhält 

pm  Qn-2;apQp  =  ZaPZp-  P"'  Z\ 
p  p 

Die  rechte  Seite  ist  eine  ganze  Function  von  x,  wird  also  un- 
endlich für  x  =  oo,  wenn  sie  nicht  eine  Constante  wird.  Da  n  >  m, 
so  wird  aber  die  linke  Seite  0  für  x  =  oc,  also  ist  die  rechte  Seite 
eine  Constante  und  zwar  0.     Wir  haben  daher  die  Eutwickeluns; 


*)    Herrn  Cayley  verdanke  ich  diese  Oitate. 
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eines  zweiten  Produktes 

(0  ...     P'"(.r)Q\T)  =  Ia1,Q>(^ 
wenn  die  Summe   sich   wie   oben  von  p  =  n  —  m   bis  n  -f  m    über 
alle  gleichartigen  Werthe  erstreckt  und  die  a  die  früheren,  durch 
(rf)  gegebenen  Constanten  sind. 

§  4.  Die  Integration  der  Differentialgleichung  vierter  Ordnung 
zeigt,  dass  das  Produkt  der  Functionen  zweiter  Art  QmQn,  abgesehen 
von  einem  constanten  Faktor,  mit  der  Entwickelung  des  Produktes 
P'"Pn  übereinstimmt,  wenn  man  m  und  n  mit  —  m  —  1  und  —  w  — 1 
vertauscht  und  Q'"+l  für  P~"  "  setzt.  Die  Entwickelung  ist  dann 
drittens,  es  mag  n  >  m  oder  n  <  m  sein 

(g)  ...     Qm(x)Qn(x)  =  Zb„Q\x), 

wenn  von  p  =  m-fw  +  1  bis  in's  Unendliche  über  alle  gleichartigen 
p  summirt  wird.  Die  von  Herrn  Neumann  gefundenen  Werthe 
von  h  bringe  ich  in  die  Form 

=    2p  +  l  q  +  1 xp{p-o)xp{a-V\) 

^'J  '  p  '  '    2a-j-l      (o  —  m)(a  —  n)    tp(o  —  m)ip(o  —  n)  ' 

wo  gesetzt  ist 

m  -f  n  -f-  />  + 1  =  2a. 

§  5.  Es  bleibt  noch  das  Produkt  Pn(x)Qm(x)  zu  behandeln, 
wenn  n  >  m  ist.  In  diesem  vierten  Falle  multipliciren  wir  P'"  Pv 
wiederum  mit  der  Hälfte  von  log(;r-f  1)  —  log(£  —  1),  und  erhalten 
sowohl  Pn(Qm+Zm)  als  auch  P'"(Qn+Zn).  Diese  Ausdrücke  sind 
daher  gleich  und  wir  erhalten  demnach 

p"  ß>" pm  ryi   __    pni  yn pn  ym 

Da  Z  eine  ganze  Function  von  x  ist,  nämlich  die  bei  Pl  oder  P° 
abbrechende  Reihe 

„        2n — 1  D„_i         2n —  5     p„_3 
l.w  3.(n  —  1) 

so  ist  auch  die  linke  Seite  der  vorhergehenden  Gleichung  eine 
Function,  die  sich  in  eine  endliche  Reihe  von  Kugelfunctionen 
erster  Art  entwickeln  lässt.  Man  erhält  daher,  wenn  n  >  w  ist, 
für  ein  ungerades  n  —  m,  indem  man  setzt  n — m — 1  =  26, 

P\x)Qm(x)   =   P"Xx)Qn(T)+2CrP2\z), 
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und  wenn  n  —  m  gerade  ist  und  mau  n  —  m  =  2a  setzt, 

P\x)Q'"(x)  =  Pm(x)Qn(x)  +  2evP*v-\x). 

Herr  Neu  mann    bat   auch  die  Coefficienten  c  und  e  angegeben; 
man  bat 

_  4»  +  l xlj(d-v)         ip(d  +  m  +  v-\-l) 

(7n  +  n-2v)(d-\-v  +  l)  '  ip(m-\-d-v)  '      ?//(<* -f-r  +  l)      ' 


«V  = 


(2c  +  2v  -f- 1 ) (c  -{-  m  —  »')      1/;  (c  -f  m  —  i>)  \p  (c  -j- »') 


Zu  S.  311-313,  §  73. 

1)  In  dem  §  73  findet  man  das  Additionstheorem  von  Laplace, 
die  Eut wickelung  der  Function  P"(cosy),  wo  gesetzt  ist, 
cosy  =  cosöcosö.-f-sinösinöjCOs^,  —  ip), 

nach  Cosinus  der  ganzen  Vielfachen  von  (ip1  —  ip)  und  nach  ganzen 
Potenzen  von  Sinus  und  Cosinus  der  Bogen  0  und  0r  Eine  solche 
Entwickelung  findet  man  also  auch  für  die  Function 

T=  1 

)/a2  —  2aa'cosy  +  a' 

während  es  für  die  Störungsrechnungen  von  besonderer  Wichtigkeit 
ist,  T,  gerade  umgekehrt,  nach  Cosinus  und  Sinus  der  ganzen  Viel- 
fachen von  0  und  01 ,  und  zugleich  nach  Potenzen  der  Sinus  und 
Cosinus  von  tp1  —  rp  in  schnell  convergirende  Reihen  zu  entwickeln, 
oder  wie  es  im  Folgenden  geschieht,  nach  Potenzen  von  sin2^^,— \p) 
und  cosU  (?//,  — i//).  Solche  Reihen  für  T  hat  Hansen  im  IV.  Bande 
der  Abbandlungen  der  Sachs.  Ges.  der  Wissenschaften  *)  abgeleitet 
und  durch  zahlreiche  hinzugefügte  Tafeln  für  die  Berechnung 
brauchbar  gemacht.  In  der  neuesten  Zeit  hat  Herr  Tisserand 
dieselbe  Aufgabe  in  den  Comptes  rendus  de  l'Ac.  des  Sciences**) 
vom  Jahre  1879  behandelt  und  zu  einer  Lösung  von  grösster  Ele- 


*)  Entwickelung  der  negativen  und  ungeraden  Potenzen  der  Quadratwurzel 
der  Function  r--\-r'2 — 2rr' (cos  t/cos  U'-\- sin  C/sin  U' cos  J). 

**)  Gelesen  sind  die  Arbeiten  in  den  Sitzungen  vom  20.  und  27.  Jamiar, 
3.  Februar,  IG.  Juni,  29.  September  und  G.  October.  In  einer  neuen  Redaction 
werden  sie  in  den  Annales  de  l'Obscrvatoire  de  Paris  erscheinen. 
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ganz  geführt.  Die  analytischen  Ausdrücke,  zu  denen  er  gelangt, 
sind  von  einer  ganz  unerwarteten  Einfachheit. 

Herr  Tisserand  schliesst  sich  der  Bezeichnung  von  Le  Verrier 
an,  in  welcher  der  von  uns  mit  cosy  bezeichnete  Ausdruck,  sein 

V,  ist 

cosy  =  cos(7'—  X)  —  2^2sin(/'  —  z;')sin(l  —  t'), 

wo  /;  =  sin^J  die  Neigung  zweier  Planetenbahnen  ausdrückt.  Um 
dies  mit  unserer  Bezeichnung  in  Einklang  zu  bringen,  hat  mau 
zu  setzen 

l  —  t'  =  0,    /'—  t'  =  0,,     tj  =  sin-K^j  —  V0- 
Macht  man 

eos9i(Vi  —  ty)  =  t*>     sm2i(ipl-ip)  =  v,     20  =  y-x,    201=y  +  x, 
so  dass  (*-\-v  —  1  ist,  so  geht  cosy  über  in 
cos;-  =  [icosx-{-vco$y, 

und  die  Aufgabe  besteht  darin,  T  nach  Cosinus  der  ganzen  Viel- 
fachen von  x  und  y,  nach  ganzen  Potenzen  von  (.i  und  v  zu  ent- 
wickeln. 

2)  Zu  ihrer  Lösung  entwickelt  Herr  Tisserand  T  nach  Cosinus 
der  ganzen  Vielfachen  von  y  in  die  Reihe 

4(0)  _j_  24(1)cosy  +  2A^cos2y  +  etc., 
wo  die  A  Constante  nach  y  sind  und  auf  ganz  bekannte  Art  von 
a  und  a'  abhängen.  Das  Verfahren  des  Herrn  Tisserand  bleibt 
noch  fast  ohne  Abänderung  anwendbar,  wenn  man  statt  T  eine 
beliebige  Potenz  von  T  nach  Cosinus  der  Vielfachen  von  x  und  y 
und  Potenzen  von  p  und  v  entwickeln  soll.  Man  findet  nämlich 
bei  Gauss  in  Nr.  6  der  Disquis.  gen.  circa  ser.  inf.  die  Entwicke- 
lung  von 

(a2— 2oa'cos/4  a'2)-* 

in  eine  nach  Cosinus  der  Vielfachen  von  cosy  fortschreitende  Reihe, 
und  verschiedene  einfache  Formen  für  den  Ausdruck  AI , ,  der  als 
Faktor  von  2cossy  resp.  von  cosoy  auftritt.  M.  findet  diese  Ent- 
wickelung  I,  §  6(J. 

Die  Aufgabe  der  Nr.  1  ist  nunmehr  darauf  zurückgeführt,  es 
solle  coswy  für  jede  ganze  Zahl  n  in  eine  Reihe,  die  nach  Cosinus 
der  Vielfachen  von  x  und  y,  nach  Potenzen  von  /n  und  v  fort- 
schreitet, entwickelt  werden. 

Man  erkennt  aus  den  ersten  Abhandlungen  des  Herrn  Tisse- 
rand,  mit  welchen   Schwierigkeiten   man  zu   kämpfen  hat,  wenn 
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man  diese  Aufgabe  direet  angreift.  Die  Laplace'sche  Entwicklung 
von  P"(cosy),  der  Kugelfunction  zweiter  Ordnung-,  fordert  zu  der 
Entwickelung  nicht  von  cosity,  sondern  der  Kugelfunction  dritter 
Ordnung  (I.  452),  nämlich  von 

1       sin(tt-fl))/ 
)'n  siny 

auf.  Existirt  doch  für  solche  bereits  ein  Additionstheorem,  welches 
dem  von  Laplace  für  die  zweite  Ordnung  gefundenen  entspricht, 
nämlich  (I.  457,  (80,  a)) 

sm(n+\)y  =     "    (2»+l)JI(»-y)    s< 


siny  ,-=o      fl(n  +  v  +  l) 


d 


„/sin(«4-l)ÖN      „/sin^+l)^ 


)    d  V      ^0>      ) 


^       sinö       '  ^>       sint/ 

-(S1U0SU10')    P   (C0fi(l(Jl—lp)). 


(rfcosö)"  (dcosö')" 

Da  man  hat 

sin(«4-l)y         sin(/j  —  \)y         „ 
i—J — iL i_ iL-  —  2cos«y, 

sin/  siny 

so  erhält  man  die   gesuchte  Entwickelung  von  coswy  sofort  durch 
Subtraction  zweier  Glieder,   wenn  man  eine  solche  für  ein  jedes 
von  den  beiden  Gliedern  der  linken  Seite  besitzt. 
Wir  suchen  daher  eine  Entwickelung 

sin(w  +  l)y_  =  R        22  Rioeo&ix +  22  Roj  cos  jy  + 42  Rij  cosix  cos  jy 
sin/ 

auf,  wo  die  R  ganze  Potenzen  von  fi  und  v  enthalten  und  die  erste 
Summation  sich  von  i  =  1 ,  die  zweite  von  j  =  1  bis  n  erstreckt, 
die  letzte  Summe  eine  Doppelsumme  ist  von  i  =  1 ,  j  =  1  bis 
i  +j  =  n.  Es  sind  aber  nur  solche  Werthe  für  i  und  j  in  jedem 
Gliede  zu  nehmen,  welche  bewirken,  dass  i+j  mit  n  zugleich 
gerade  oder  zugleich  ungerade  wird. 

Es  ist  das  Verdienst  des  Herrn  Tisserand,  die  schönen 
analytischen  Ausdrücke  für  die  R  entdeckt  zu  haben.  Er  findet 
nämlich 

ß   =    ,-  ,-[(w-*-J+2)(n-i-j+4)...(n-t+;)] [(ri+i-j+2Xn+i-j+4)...(n+H ./)  1 
j    **  (2.4.6.. .2jY 
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Für  grosse  Werthe  von  n  findet  Herr  Tisserand  mit  Hülfe 
einer  Arbeit  von  Herrn  Darboux  im  Journal  de  Math.,  3.  s6rie,  t.  IV 
(Sur  1'approximation  des  fonctions  de  tres  grands  nombres) 

Rü f= t-4t~    ^[l  +  (-l)'>in(n  +  l)(i/',-i/01. 


Zu  S.  381,  §  99. 

Im  §  99  zeigte  sieh,  dass  die  Wurzeln  der  Gleichung 

[A  ]V  ^1?  j'r^-?]-1  E(l)  =  0,        (6  <  c), 

reell,  ungleich,  kleiner  als  c  und  weder  0  noch  b  sind.  In  einer 
Abhandlung,  welche  im  XVIII.  Bande  der  Annalen  erscheinen  wird, 
zeigt  Herr  F.  Klein,  mit  Hülfe  einer  auch  abgesehen  von  dein 
vorliegenden  Zwecke  interessanten  geometrischen  Betrachtung,  wie 
jene  Wurzeln  X  sich  auf  die  beiden  Intervalle  von  0  bis  b  und  von 
b  bis  c  vertheilen. 

Die  Functionen  E  zerfallen  für  jeden  Index  n  in  vier  Klassen, 
die  zusammen  2n-\-\  Individuen  enthalten  (S.  376).  Jede  Function 
E  ist,  abgesehen  von  einem  etwa  vorkommenden  Faktor  X,  \'V—  b" 
oder  ]'V—  c2,  eine  ganze  Function  von  l2  und  zwar  vom  Grade  r, 
wenn  die  Klasse  t-|-1  Individuen  besitzt.  Bezeichnet  man  durch 
s  eine  beliebige  unter  den  T-fl  Zahlen  von  0  bis  t,  so  zeigt 
Herr  Klein,  dass  immer  eine  und  nur  eine  Function  E  der  Klasse 
existirt,  welche  s  mal  von  1  =  0  bis  l  =  b  und  t  —  s  mal  von  A  =  b 
bis  X  =  c  verschwindet,  so  dass  also  das  Individuum  durch  die 
Vertheilung  der  Nullwerthe  auf  die  Intervalle  0  bis  b  und  b  bis  c 
vollständig  bestimmt  wird. 

Herr  Klein  findet  das  entsprechende  Resultat  auch  für  die 
im  dritten  Theile  von  §  121  an  auftretenden  allgemeinereu  Lame'- 
schen  Functionen  ptcr  Ordnung;  im  §  99  warp  =  *2  zu  setzen.  Jede 
Klasse  besitzt,  wie  bekannt,  von  denjenigen  E,  bei  denen  die  ent- 
sprechende ganze  Function  nach  X2  den  Grad  t  hat,  genau 

(T+lX*  +  2)...fr  +  p-l) 
1.2...(p-l) 

Individuen.  Dieselbe  Zahl  zeigt  aber  an,  auf  wie  viel  verschiedene 
Arten  r  Punkte  über  p  Intervalle  vertheilt  werden  können.     Herr 


Zu  S.  381,  §91),  S.  437  und  S.  463,  §  129.  ;;;; 

Klein  zeigt,  dass  jede  von  den  möglichen  Verkeilungen  der  Wurzeln 
über  die  Intervalle,  die  im  Handbuch  )fa0  bis  ]/o] ,  \'al  bis  |  n  . 
schliesslich  j'er,,-!  bis  ]'ap  heissen,  auch  wirklich  vorkommt. 


Zu  S.  437. 

Auf  dieser  Seite  wurde  der  Mittelwerthsatz  von  Herrn  du  Bois- 
K evmond  angewandt,  während  ich  ihn  in  einer  Note  unter  dem 
Texte  angab.  Statt  der  Forderung,  dass  die  eine  Function  „weder 
vom  Zunehmen  zum  Abnehmen,  noch  vom  Abnehmen  zum  Zu- 
nehmen übergeht",  ist  durch  ein  Versehen  gefordert  worden,  dass 
sie  „weder  ihr  Zeichen  ändert,  noch  vom  Abnehmen  zum  Zu- 
nehmen übergeht".  Wegen  der  Bedeutung  des  Satzes  berichtige 
ich  das  Versehen  an  dieser  Stelle. 


Zu  S.  463,  §  129. 

Die  Untersuchungen  über  die  Lame'schen  Functionen  mit  einer 
beliebigen  Anzahl  von  Veränderlichen  habe  ich,  ausser  den  hier 
erwähnten  Abhandlungen,  vorzugsweise  meinen  eigenen  älteren,  vor 
etwa  20  Jahren  erschienenen  Arbeiten  entnommen.  Ich  bedauere, 
dass  mir  bei  ihrer  Abfassung  Green's  menioir  „On  the  Attraction  of 
Ellipsoids",  erschienen  in  den  Cambridge  Philosophical  Trausactions, 
1835*),  noch  nicht  bekannt  war.  Dort  sind  diese  Functionen  be- 
handelt, ohne  dass  statt  der  rechtwinkligen  andere  Coordinaten  ein- 
geführt werden. 

Erst  nach  der  Vollendung  des  ersten  Bandes  habe  ich  die  Arbeil 
des  Herrn  Cayley  in  den  Philosophical  Trausactions  of  the  Royal 
Society,  vol.  1G5,  1875  kennen  lernen  „A  Memoir  on  Prepotentials", 
in  welcher  er  die  Untersuchungen  von  Green  fortführt  und  er- 
weitert. 

In  derselben  finden  sich  selbstverständlich  manche  Berührungs- 
punkte mit  den  Entwickelungen  an  dieser  Stelle  des  Handbuchs. 
In  diesem  Nachtrage  muss  ich  mich  damit  begnügen,  auf  die  inter- 
essante Arbeit  verwiesen  zu  haben. 


*)    Man    findet    dasselbe    in    den   Mathematical    Papers   of  tlie    latc   George 
Green,  London,   1871. 


Druckfehler  im  I.  Bande. 


Seite  19  Zeile  3   v.  u.  statt  1   1.  m.  x. 

20  ,,     5  v.  o.     ,,     2n  —  1   im  Neuner  1.  in.   'In. 

26  ,,10  v.  u.  im  letzten  Integrale  statt  dip  I.  m.  ilcp. 

,,  ,,     4  v.  u.  statt  <1  I.  m.  <  a. 

37  ,,  11   v.  o.     ,,     n  1.  in.   — n  —  1    im  Exponenten  von  ct. 

40  ,,10  v.   o.     ,,     von  p  und   q  1,   m.   von  b  uud   q. 

41  ,,     5   v.   u.     ,,     imaginären  I.  m.  reellen. 

42  ,,     2  v.  o.     ,,     cos  £  cos  &  und  stall  C  1.  m.  cosqpcosgi  und  — C. 

48  „  14  v.  o.  im  zweiten  Gliede  statt  2(v-}-l)  1.  m.  2(v-\-l)x. 

49  „     1   v.  o.  statt  —  0  +  1)  und  statt    —  2xP"  I.  m.   —  n(n-{-i) 

dPn 

und   —  2x  — - 

ax 

60  ,,  17  v.  o.  statt  <«L  m.   <.k. 

68  „     9  v.  u.     „     X  und  2n+x  1.  in.  X*  und  22"+1. 

73  ,,  15  v.  o.     ,,     /j-f  v  —  2  im  Nenner  1.  m.  n-\-v  —  3. 

76  ,,     7  v.  o.  in  1.3.5.(2n —  1)  fehlen  nach  5  mehrere  Punkte. 

87  Gleichung  (15)  streiche  man  — ,  vertausche  m.  Zeile  5  v.  o.  v  mit  m, 

n 

Zeile  7  und  4  v.  u.  x  mit  0  und  v  mit  in. 

98  Zeile  17  v.  o.   statt   Iog#   1.  m.    qlog.r,    und   Zeile  10    v.  u.   statt 
F(a,  ß,  y,  q,  z)  1.  m.  F(a,  ß,  y,  ;•). 

99  Zeile  12  und   13  v.  o.   statt  ()  setze  man  dreimal  []. 
141  Gleichung  (21)  in  der  unteren  Grenze  statt   =11.  m.   — 1. 
147  ,,         (22)  statt  2«  im  Ncnuer  1.  m.  w. 
149  Zeile  9  v.  o.   statt  (1  —  x")d'y  1.  m.   (1  —  x'2)-d'2y   und   statt  vi' 

1.  m.  v\ 

152  Zeile  10  v.  u.  statt  dsW  1.  m.  xdzW. 

153  „       8  v.  o.  und  Gleich.  (23)  statt  d^n+^  und  dzW  1.  m.  xd^n+x) 
und  xdzy. 

155  Zeih:  2  v.  o.  statt  (1  —  x~)n  1.  m.  (1  —  a;2)-"-1  und  Z.  6  v.  o.  statt 
oc  1.  m.  x. 

156  Zeile  13   v.  u.  statt  x  =  0  1.  m.  x  =  1. 
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Seite  157  Zeile  4  v.  u.  statt  (a-\-n)(ß  -\-  n)'  1.  m.  (et  -f  v)(ß -\-  v). 

158  ,,   17  v.  o.     „     xy~x  1.  m.  xl~7. 

159  „     8  v.  o.     ,.     |/äJM-l  1-  m.  ix'*—  1. 
161  ,,  10  v.  u.     „     cotg-^0  1.  m.  cotgö. 
170  ,,      4  v.  o.     ,,     siin»   und  Zeile  14   v.  u.  stall  cosxp  1.  in.   costw 

und  sin^0. 
184  Zeile  5  und  6  v.  o.  statt  a  1.  m.  a2. 

1!)7   Gleichung  («)  ist  -     zu  streichen,  Gleichung  (1 1)  statt  v  zu  setzen  n. 

198  Zeile  12  v.  o.  statt  Q"  (x)  1.  m.  Q*(y). 

201  Gleichung  (32,  c)  statt  2""1  1.   in.  2". 

207  Zeile  12  v.  o.  statt  cosaq>  1.  m.  cosarp. 

215  fehlt  auf  der  rechten  Seite  von  (35,  g)  der  Faktor  (yx* — 1)'. 

216  Gleichung  (a)  statt  sinö  1.   in.  sin2ö. 
2  1  7  Zeile  8  v.  o.  statt  v  —  n  -f 1   1.   m.  v  —  n  —  1 . 
220      .,     9   v.  o.  erliält  das  zweite  Glied  rechts  das  Zeichen   — 
224      ,,     7  und   12  v.  o.  statt  des  Exponenten  n  -f  v  1.   in.  w  —  v. 
220  Gleichung  (c)  verbinde  man  die  zwei  Glieder  in  der  Parenthese  mit 

—  statt  mit   -["• 
229  in  Gleichung  (a)  statt  Tln  1.  m.  Tlv  und  in  (6)  statt  £}"   I.  m.  Qlyj 

Zeile  2  v.  u.  statt  a;  —  y  \.  m.  y  —  x. 
235  Zeile  14  und   17  v.  o.  statt  siniu  I.  m.  siaiii,  und   in  (41,6)  füge 

man  rechts  den  Faktor  n  hinzu. 
237  Zeile  8  v.  u.  statt  TT,,  (0  +  0 .  f)  1.  m.  K„(±ft  -\-  0.*> 
240      ,,     3   v,   o.  in  Gleichung  (44,  c)   und  (44,  d)   statt  j  1.   m.   nj; 

Zeile  10  und   17  v.  o.  statt  n  1.  m.   v. 
244   Zeile  16  v.  u.  statt  —3./,.  1.  m.    -f  3Jf. 

247  ,,     10   v.  u.   im  ersten  Integrale  für  Kn(0)  stall  cosö  1.  in.  cosOx. 

248  ,,  6  v.  o.  statt  x  1.  m.  z;  Zeile  8  v.  u.  unter  dem  Integrale 
statt  des  Exponenten  v  I.  m.  v  —  \;  im  Nenner  von  Gleichung  (45,  6) 
statt  -[i^nd  1.  m.  }/2ttÖ. 

255  Zeile  4  v.  u.  statt    /      1.  m.    /     . 

o  o 

259      ,,    15  v.  o.  ist  die  linke  Seite  zu  verdoppeln. 
261      ,,    14  v.  o.  I.  m.  Zj  =  X1X0—fil. 
276  Gleichung  (/*)  statt  x  1.  in.  y. 

280  letzte  Zeile  des  5.  Kapitels  statt  i  1.   m.   v. 

281  Zeile  3  v.  o.  statt  i  —  y  —  2i  I.  m.   1  —  ^  —  2/. 

299  ,,     1  und  5  in  2v-f"l   UIU'  v  —  ~k  '•  ni-  n  slalt  v- 

300  ,,     2  ist  der  Exponent  von   a'-j-6"   nicht  — n—v  —  1   sondern 

—  n  —  v;  Zeile  4  der  von  a+6  nicht  In  —  2»'  sondern  — 2n  —  '2v. 

317  Zeile  12  und  13  v.  u.  fehlt  vor  )'x]  —  \   der  Faktor  ct. 

318  ,,       2  v.  o.  setze  man  (—1)''  vor  P'. 
328      ,,      13  fehlt  vor  der  Parenthese  J£;  Zeile  9  v.  u.  statt  p  1.  m.  p. 

V 

339      ..       5  v.  u.  statt  +i  1.  in.  +2». 


liSi)  Druckfehler  im  L  Bande. 

Seite  356  Zeile  8  v.  u.  statt   1/ — ^  —  I.cosj^  I.  m.   L     .,  — l.cos£. 

„     384     „  ls  v.  ...     „     Er» =01.  m.  [fo'-Vfo*—  c3]-1E(iM)  =  0. 
HH  in  Gleichung  (69,  b)  stall  r,x  I.   m.   c*,-. 
'rio  Zeile  1  siati  c,x  I.  m.  c^,  und  vertausche  Zeile  18  v.  u.  in  beiden 

Gleichungen  x0  und  x-,  mit  y0  und  «  . 
435  Zeile  10  v.  i).  sind  die  Grenzen  des  Integrals  Ü  und  rc,  nicht  — 1  u.  1. 
..      137      ,,     19  v.  o.  statt  (—  1)"  1.   in.  (—  !)"+',   und   Zeile  2   v.  u.  stall 
ihr  Zeichen  ändert  1.   ni.  vom  Zunehmen  zum  Abnehmen. 

443  letzte  Zeile  statt 


/■ / 


..      J44Zeile7v.  o.  statt°sin^-y)    1.  m.    """^ 

ß-y  ß-y 

'('(7      ,,     'i   v.   o.      ,,     0  uud   x^  1.   m.   ü  uud   Xp—i. 
,,     448      ,,    9  v.  u.     ,,     n)'x  1.  m.  n^x — at. 

.,      152  in  (ß)  stall  des  Neuners   vH(n  -f  v  —  1)   I.   in.   »JI(»-f  v  — 1). 
..      555  Zeile  12  v.  ...  stall  Pn(s)  1.  m.  P'f»;  Zeile  8  v.  u.  stall  P^Cp+l,  x) 
1.    in.    P"+  (jp,  x). 

i81   Zeile  9  v.   u.  statt  w0  1.  m.  wr 
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